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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 91 (1966), Praha

UBER EBENE KONFIGURATIONEN (12,, 16;),
DIE MIT EINER IRREDUZIBLEN KURVE
DRITTER ORDNUNG INZIDIEREN

VAcCLAV METELKA, Liberec

(Eingegangen am 27. April 1965)

EINLEITUNG

Eine bedeutungsvolle Klasse der ebenen Konfigurationen (12,, 16,) bilden dieje-
nigen interessanten Fille, in welchen die Konfigurationspunkte mit einer irreduziblen
Kurve dritter Ordnung inzidieren. In der Literatur sind bisher nur vier von diesen
Konfigurationen beschrieben worden und die Hauptaufgabe meiner Arbeit besteht
darin alle iibrigen zu finden.

Zuerst aber erlaube ich mir noch im Kurzen den Leser iiber einige Grundbegriffe
und Definition zu informieren.

Man sagt, dass zwei Konfigurationspunkte P, Q verbunden sind (kurz P—Q),
wenn sie miteinander auf einer von den Konfigurationsgeraden liegen. Wenn R ein
dritter Konfigurationspunkt dieser Geraden ist, dann kénnen wir diese als P— Q—R
Gerade bezeichnen. Im anderen Falle, wenn zwei Konfigurationspunkte P, Q nicht
verbunden sind, konnen wir kurz diesen Umstand als P : Q bezeichnen und man
spricht von zwei separierten (getrennten) Punkten.

Es ist auch méglich (und wie wir weiter sehen werden, ist es nicht nur rein theore-
tischer Fall), dass drei separierte Konfigurationspunkte in einer Geraden liegen. Diese
Gerade gehort selbstverstédndlich nicht zur Menge der Konfigurationsgeraden und aus
diesem Grunde wird sie auch als eine ,,fremde‘ Gerade bezeichnet. Die Bezeichnung
P—Q—R Gerade wird ausschliesslich nur fiir eine Konfigurationsgerade beniitzt,
dagegen wird in allen iibrigen Fillen (namentlich bei fremden Geraden, oder wenn
wir nicht ganz bestimmt wissen, ob es sich um eine Konﬁguratlonsgerade handelt),
diese Gerade als PQR bezeichnet.

Nach der Definition der Konfiguration (124, 16,) inzidiert jeder Punkt mit vier
Geraden und auf jeder von diesen Geraden liegen noch zwei andere Konfigurations-
punkte. Jeder Konfigurationspunkt ist also mit acht anderen verbunden und eben
deswegen von den drei iibrigen separiert.
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Wenn ein Punkt P von den Punkten Q, R, S separiert ist, dann konnen wir diesen
Umstand auch kurz in der Form P : Q, R, S ausdriicken und sind nun schon imstande
alle Konfigurationspunkte zu klassifizieren:

Definition. Es sei P : Q, R, S. Es ergeben sich dann folgende Moglichkeiten. Den
Punkt P bezeichnen wir als: '

A-Punkt, wenn Q: R, Q : S, R: S ist;

. B-Punkt, wenn Q—R, Q—S, R—S, aber nicht Q—R—S ist;

C-Punkt, wenn nur zwei von den Punkten Q, R, S separiert sind;

. D-Punkt, wenn nur zwei von den Punkten Q, R, S verbunden sind; und endlich

. E-Punkt, wenn Q—R~—S ist, d.h. wenn diese Punkte eine Konfigurationsgerade
bilden.

T S S e

Bemei‘kung. Wie ich schon vorher angefiihrt habe, wurden bisher vier von den
Konfigurationen (12,, 16,) beschrieben, die mit einer irreduziblen Kubik inzidieren.
Alle diese Konfigurationen haben wenigstens einen A-Punkt. Ausserdem hat J. ME-
TELKA in der Arbeit [13] alle Konfigurationen mit den A-Punkten systematisch unter-
sucht und in meiner Arbeit [15] habe auch ich alle Fille mit D-Punkten beschrieben.
Dass keine der letztgenannten Konfigurationen mit einer irreduziblen Kubik inzi-
diert, habe ich noch nicht bewiesen und muss mich daher mit diesen Fillen beschif-
tigen.

Fiir unsere Aufgabe ist die obenangefiihrte Klassifikation der Konfigurationspunkte
ungeniigend und es ist daher notwendig eine feinere und ausdruckvolle Klassifikation
einzufiithren, besonders bei den Konfigurationen, die B-, C- und E-Punkte haben.

Wir betrachten vorerst einen B-Punkt P (der von den Punkten Q, R, S getrennt ist,
d.h. P: Q, R, S), dann sehen wir fast auf den ersten Blick, dass aus der Mengen der
sechzehn Konfigurationsgeraden nur dreizehn mit Punkten P, Q, R, S inzidieren.
Mit den Schnittpunkten der drei iibrigen Geraden werden wir uns jetzt nidher be-
schiftigen:

Definition. Unter der Voraussetzung, dass diese Geraden drei verschieden Schnitt-
punkte haben, kénnen folgende Méglichkeiten vorkommen:

1. ’Entweder ein, oder zwei, oder alle drei Schnittpunkte sind Konfigurationspunkte,
dann ist der betrachtete Punkt P entweder vom Type B!, oder B2, oder B>.

2. In den iibrigen Fillen, wo alle drei Geraden nur einen Schnittpunkt haben, ist
dieser Punkt P vom Type B*.

Bemerkung. Dazu bemerke ich, dass in diesem letzten ‘Falle der einzige Schnitt-
punkt ein Konfigurationspunkt sein muss. Im gegenteiligen Falle inzidieren diese drei
Geraden mit neun verschiedenen Konfigurationspunkten, die mit den Punkten
P, Q, R, S die Gesamtzahl von dreizen Konfigurationspunkten ergeben was be-
greiflich nicht méglich ist:
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Analogisch kdnnte man auch fiir die C- und E-Punkte eine feinere Klassifikation
einfiihren. In diesen Fillen kommen aber nur folgende zwei Méglichkeiten vor:

Definition. Wenn wir einen C-Punkt (bzw. einen E-Punkt) P haben, der von den
Punkten Q, R, S getrennt ist, dann inzidjeren vierzehn Konfigurationsgeraden mit
diesen vier Punkten und je nach dem Schnittpunkt der zwei iibrigen Geraden — ist
dieser ein Konfigurationspunkt, oder nicht — konnen wir den C-Punkt (bzw. E-Punkt)
P weiter klassifizieren:

Im ersten Falle (der Schnittpunkt ist ein Konfigurationspunkt) bezeichnen wir P
als einen Punkt vom Typ C'(bzw. E'), im zweiten Falle als C? (bzw. E?).

Es sei 1, 2, ..., 12 eine Menge von zwolf Konfigurationspunkten. Bekanntlich nur
im Falle, wenn drei Punkte (z. B. 1,2, 3) auf einer Konfigurationsgeraden liegen,
kann man diese als / —2— 3 Gerade bezeichnen. Wenn man alle Konfigurationsgera-
den in diesem Sinne bezeichnet, bekommt man ein sogenanntes Totalschema und
man sagt, dass dieses Schema eine Konfiguration (124, 16,) definiert, wenn es mit
zwOIf Punkten und sechzehn Geraden in der Projektionsebene iiber dem Korper der
komplexen Zahlen verwirklicht werden kann.

Eine einzige Konfiguration kann auch durch verschiedene totale Schemen definiert
werden. Dann aber geht bei der Beniitzung einiger Permutationen der Zahlen
1,2, ..., 12 ein Schema in das andere iiber. Solche Schemen nennt man dquivalente
Schemen.

Eine Konfiguration ist also nicht nur durch ein Schema definiert, sondern durch
die ganze Klasse dquivalenter Schemen. Dazu bemerke in noch, dass zwei Schemen
nur in dem Falle dquivalent sind, wenn sie die gleiche Anzahl von 4-, B-, ..., u.s. w.
Punkten haben und wenn diese Punkte in den beiden Schemen auch vom gleichen
Typus sind. ‘

Jetzt bezeichnen wir mit P; (i = 1, 2, 3) drei Schnittpunkte der Geraden p (und
analogisch mit Q; drei Schnittpunkte der Geraden g) mit der Kubik. Bekanntlich
liegen auch die dritten Schnittpunkte R; der Geraden P;Q; (mit der Kubik) auf einer
Geraden. Diesen Grundsatz kann man auch symbolisch als

(1) PP,Py — 0,0,0;5 — R{R;R;
ausdriicken. _

Ausserdem wissen wir schon, dass auch die Punkte mit dem gleichen Index,
d. h. P, Q;, R; (i = 1, 2, 3) eine Gerade bilden.

Die Tangente im Punkte P schneidet die Kubik zum drittenmal im Punkte, den
wir P bezeichnen werden und nun kann man schon die iibrigen drei Grundsitzte
symbolisch folgendermassen ausdriicken:

@ P,P,P; — P10,0; — P\R,R;.

) PQOR — PQR — PQR,

(4) ImFalle, dass 4 = B = Tist, dann impliziert ABC — ABC — TTC die Identitit
T=_C.
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Wenn P ein Inflexionspunkt ist, dann ist P = P und die Tangente des Punktes P
kann man als PPP Gerade bezeichnen.

Zu diesen Grundsétzen bemerke ich noch, dass sie nicht nur fiir die elliptische
Kubik gelten, spndern auch fiir alle irreduziblen Kubiken giiltig sind.

Bei der Losung dieser Aufgabe werden wir nach diesem Arbeitsplan vorgehen:

Mit Hilfe der symbolisch oben beschriebenen Grundsétze suchen wir systematisch
alle miteinander nicht dquivalente Schemen der ebenen Konfigurationen, die mit
einer irreduziblen Kubik inzident sind.

Es sei p > 0. In den ersten neun Kapiteln werden wir folgende Konfigurationen
suchen:

1. BiB,C,D,E; 2. BJB2B!C,D,E,; 3. B,B:C,D,E; 4. BiC,D,E;; 5. D,CiE,;
6. E;EZC, 7. EXC,; 8. CiCi; 9. Ci,.

p-q°
Im zehten Kapitel zeigen wir, welche von den Schemen realisierbar sind. Wir be-
rechnen die Koordinaten der Konfigurationspunkte und schreiben die Gleichungen
der Kubiken an.
Mit diesem Arbeitsplan schliessen wir auch unser Einleitungskapitel.

1. KAPITEL

In diesem Kapitel werden wir uns mit Konfigurationen beschiftigen — oder besser
gesagt mit Schemen — die wenigstens einen B*-Punkt haben.

Es sei I ein B*-Punkt, der von den Punkten 2, 3, 4 separiert ist. Bekanntlich existie-
ren drei Geraden, die nur einen Schnittpunkt haben (der ein Konfigurationspunkt
ist), und ausserdem inzidieren sie nicht mit den Punkten 1, 2, 3, 4.

Diese Konfigurationsgeraden kénnen wir als 5—6—7, 5—8—9, 5—0— P bezeich-
nen. Der Punkt / ist mit dem Punkte 5 verbunden und auf der Geraden / —35 muss
schon der iibriggebliebene Konfigurationspunkt (Q) liegen. D. h. 1—5—Q ist die
erste Gerade, die mit dem Punkte 7 inzidiert. Als die drei iibrigen Geraden, die den
Punkt 7 enthalten, kénnen wir die Geraden /1 —8—0, I —P—6, 1 —7—9 wihlen. Der
zwolfte Konfigurationspunkt Q ist schon mit den Punkten 2, 3, 4 verbunden, kann
aber nicht auf den Geraden 2— 3, 2—4, 3—4 liegen. Anderenfalls inzidiert der Punkt Q
hochstens mit den drei verschiedenen Konfigurationsgeraden. Des besseren Uberblicks
halber fithren wir diese Ergebnisse wie folgt an:

1 5 2 3 4 2-3-.
(1) 5067 680 aQ cQ eQ 2—4-.
Q8P9 79P b. d. f. 3-4-.

Wir beziechnen jetzt mit X den dritten Punkt auf der Geraden 51. Dann besteht
OP5—111—-86X, 895—111—07X, 675~ 111 — P9X. Deswegen gelten fiir den Punkt X
folgende Relationen:

@ - 51X, 86X, 07X, P9X .
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Im Falle, dass X = 1 ist, folgt aus (1) und (2) die Relation /6P = 168, wobei aber
die Punkte P und 8 verschieden sein miissen. Analogisch beweisen wir auch, dass der
Punkt X von den Punkten 5, 6, 7, 8, 9, 0, P verschieden ist. Es kénnen also folgende
Moglichkeiten vorkommen:

Entweder ist X = 2, 3, 4, 0, oder ist X kein Konfigurationspunkt.

Unter der Voraussetzung, dass der Punkt X ein Konfigurationspunkt ist und zu der
Menge (2, 3, 4) gehort, sind wenigstens zwei von den Geraden 86X, 07X, P9X
fremde Geraden und der Punkt X wire deswegen mindestens von vier verschiedenen
Punkten getrennt, was nicht moglich ist.

Wenn X = Q ist, sind alle drei Geraden 806, 07Q, P9Q — siche (1) — fremde
Geraden und der Punkt Q ist von den Punkten 6, 8, 0, 7, P, 9 getrennt.

Der Punkt X kann also nicht ein Konfigurationspunkt sein, und nach der unter (2)
angefiihrten Beziehung folgt die Separierung:

(3) 8:6;0:7; P:9.

Unser Teilschema (1) und das Resultat (3) dndern sich nicht bei Beniitzung der
Permutationen:

(0P), (68), (79); (07), (6P), (89); (P9). (67). (08) ;
(15), (60), (78); (15),(69), (8P); (15), (09), (7P).

Fiir drei Geraden a—b, c—d, e—f (siehe 1) kommen nur folgende Méglichkeiten
vor: '
6-9,6-0, 7—-8, 7—-P, 8—P, 9-0. ~

Auf den ersten Blick sehen wir, dass wenigstens ein Punkt der Menge (6, 7, 8, 9, 0, P)
auf zwei von den Geraden a—b, c—d, e—f liegt.

Nach den oben beschriebenen Permutationen kdnnen wir voraussetzen, dass diese
Eigenschaft der Punkt 6 hat. Es existieren deswegen zwei Geraden 6 —0—x, 6—9—y,
wobei x, y = 2, 3, 4 sind. '

Es ist gleichgiiltig, welche zwei Punkte der Menge (2, 3, 4) wir fiir x und y einsetzen,
z. B. kénnen wir x = 2 und y = 3 wihlen.

Aus den Beziehungen 07X —61P — 299, 9PX — 657 — 300 folgt 2 : 9; 3 : 0. Bezeichnet
man mit 4—9—Y und 4—0—2Z die letzten Geraden, die mit den Punkten 9 und 0
inzidieren, dann ist Y= @, 0 und Z = Q, 9. Sogleich sehen wir, dass der Punkt Z
von dem Punkte Q verschieden sein muss, und bekommen so die Konfigurationsge-
rade 4—-0-9.

Wenn man mit ¥ den dritten Punkt auf der Geraden 2—4 bezeichnet (d. h. 2—4—V
und V=7,8, P ist), dann ist 3— Q—V die letzte Gerade, mit welcher der Punkt V'
inzidiert. o

In diesem Falle folgt aus der Relation 904 —602 — 33V die Separierung V : 3 und es
ist auch 3— Q—V die iibriggebliebene Konfigurationsgerade, die durch den Punkt V
gehen kann.
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Da der.Punkt ¥V mit dem Punkte 3 nicht gleichzeitig getrennt und verbunden sein
kann, kdnnen wir dieses Kapitel mit der Festlegung des folgenden Hilfssatzes
schliessen: :

4

Lemma 1. Eine Konfiguration mit B*-Punkten kann nicht mit einer irreduziblen
Kurve dritter Ordnung inzidieren.

2. KAPITEL

Nach dem zweiten Punkte unseres Arbeitsplanes werden wir uns jetzt mit solchen
Schemen beschiftigen, die wenigstens einen B3-Punkt, aber schon keine A- und
B*-Punkte haben.

Es sei { ein B3-Punkt, der wieder von den Punkten 2, 3, 4 getrennt ist. Drei Geraden,
«die nicht mit den Punkten 1, 2,'3, 4 inzidieren, kann man in diesem Falle als 5—6—7,
7-8-9, 9—0-5 bezeichnen, (siehe die Definition der B>-Punkte). Die zwei iibrigen
Konfigurationspunkte P und Q konnen nicht auf den Geraden 2—-3, 2—4, 3—4
liegen und sind auch mit den Punkten 1, 2, 3, 4 verbunden. Im anderen Falle liegen
diese zwei Punkte nicht auf vier Konfigurationsgeraden.

Fiir die Geraden, welche den Punkt 1 schneiden, kommen nur folgende drei
Méglichkeiten vor:

1 1 1

579 P 5790 579P
806Q QP68 Q068>

wenn wir selbstverstindlich alle dquivalenten Moglichkeiten ausschliessen.

In diesen letzten zwei Moglichkeiten kann noch entweder P— Q, oder P : Q sein.
Im Falle, dass P—Q ist, kann schon der dritte Punkt dieser Geraden nur ein Punkt
der Menge (2, 3, 4) sein. Wir setzen voraus, dass diese Eigenschaft der Punkt 2 hat
(was zuldssig ist).

Ubersichtlich bekommen wir also folgende fiinf Teilschemen:

) 1 2 3 4 5—-6-7
579P 3PQ6 4PQ PQ 7-8-9

806Q .a. . ..b 9-0-5,

(1) 1 2 3 4 5-6-7
5790 3P Q4 4PQ PQ 7-8-9

QP68 . : .. 9-0-5,

(11) 1 2 3 4 5-6-7
: 5790 3P4a 4PQ PQ 7-8-9
QP68 .Q. b : 9-0-5,
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(Iv) 1 2 3 4 5-6-7
579P 3PQ4 4PQ PQ 7-8-9
Q068 e ... .. 9-0-5
V) I 2 3 4 5-6-7
579P 3P4a 4PQ PQ 7-8-9
Q068 .Q. b 9-0-5.

Zuerst werden wir uns mit dem ersten Schema beschiftigen:

Wenn die drei Punkte 5, 7, 9 mit den Geraden 2—3, 2—4, 3—4 inzidieren, dann
sind die zwei Punkte P und Q gleichzeitig von den Punkten 5, 7, 9 getrennt und wir
sehen, dass diese Punkte P und Q vom Type B*-sind. Bekanntlich schliessen wir diesen
Fall aus und setzen voraus, dass auf den Geraden 2—3, 2—4 und 3—4 wenigstens
ein Punkt der Menge (6, 8, 0) liegt.

Nach den Permutationen (68), (59); (60), (79); (80), (57) kénnen wir die Gerade
2—3 und den Punkt 6 wihlen. So bekommen wir eine weitere Konfigurationsgerade
2—-3-6.

Die letzte Gerade, welche mit dem Punkte 6 inzidiert, muss dann eine Gerade
4—6—1 (t = P, Q) sein. Der Permutation (PQ) halber konnen wir diese Gerade
als 4—6— P bezeichnen und deswegen ist 6 : 0, 8, Q. Aus dem Teilschema (I) sehen
wir, dass auch 8 : 0 ist und diese Ergebnisse fithren wir der besseren Ubersicht halber
folgendermassen an:

(1 - 2—-3-6,4—-6—P; 6:0,8,0; 8§:0.

Wir setzen fiir einen Augenblick voraus, dass auf einer der Geraden 2—4¢, 3—4
¢in Punkt der Menge (0, 8) liegt, und nach den zuldssigen Permutationen

(8,0),(5,7) bzw. (8 0), (5 7). (2 3)

kénnen wir voraussetzen, dass die Gerade 3—4 mit dem Punkte O inzidiert (also
3—4-0), Dann besteht 196 — 756 —006, 666 —034—02P. Weil der Punkt 2 mit dem
Punkte P verbunden ist, bekommen wir die weitere Konfigurationsgerade 0—2—P
und die Bedingung 0 : 6, 8, Q. Aus der Beziehung 619 —2P0 —3Q5 folgt die letzte
Gerade 3— Q—J5, auf der ein Punkt 5 liegt, und die Separierung 5 : 2, 4, P.

Im Falle, dass mit der Geraden 2—4 ein Punkt 8 inzidiert, muss auch 3—P—8
eine Konfigurationsgerade sein und unser Punkt & (8 : 6, 0, Q) wire vom Type A.
Das ist begreiflich ausgeschlossen und deswegen kann auf der Geraden 2—4 nur ein
Punkt der Menge (7, 9) liegen. Mit Riicksich tauf die Permutation (24),(06),(79), kann
man diese Gerade als 2—4 —7 wihlen. Dann besteht 765 —430—229, 701 — 236 —449,
also 9 : 4, 2 und die letzte Gerade, die durch den Punkt 9 geht, ist die Gerade 3—P—9.

Nun sind wir aber zu einen Widerspruch gekommen, denn die letzten zwei Konfi-
gurationsgeraden, die mit dem Punkte & inzidieren — nach diesen Resultaten —
konnen nicht 2— Q—8 und 4— Q —8 sein.
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Daraus folgt offensichtlich, dass auf den Geraden 2—4, 3—4 keiner von den Punk-
ten 8, 0 liegen kann und dass im Gegenteil diese Geraden mit zwei Punkten der
Menge (5, 7, 9) inzidieren miissen.

a) Diese Purkte kénnen nicht gleichzeitig die Punkte 5 und 9 sein. In diesem Falle
kénnen wir wieder zwei Geraden 2—4—5, 3—4—9 wihlen und aus den Beziehungen
349—657—228, 245—691—338 ergibt sich 8:2,3. Ausserdem ist noch 8:6, ¢
(siehe 1).

b) Es kénnen auch nicht gleichzeitig die Punkte 7 und 9 sein. Da man wieder
2—4-—7,3—4—9 wihlen kénnte, folgt 0 : 2, 3, 6, 8 aus 675—349—220, 691 — 247 —
—330 und aus dem Resultate (1).

Auf den Geraden 2—4, 3—4 liegen also die Punkte 5 und 7 und mit Hilfe der
Permutation (23) ist es zuldssig diese als

@ 2-4-5, 3—4-7

zu bezeichnen. Deswegen besteht 5:3, P, Q; 7:2, P, Q.

Aus der Anfiihrung (1) sehen wir, dass 236 —PQI—ab9 und a, b = 0, 8, 9 sind.

Aus den Geraden 0—-9-35 (siehe I) folgt, dass der Punkt 0 von den Punkten a, b
verschieden sein muss (denn im Falle a, b = 0 wire 5 = b, a). Analogisch ergibt sich
aus 7—8—9, dass im Falle 8 = a, b; 7 = b, a wire, was unmdglich ist. Es ist nur noch
eine Moglichkeit iibriggeblieben: a = b = 9. Dann aber gehen durch den Punkt 9
fiinf verschiedene Geraden, was begreiflich unzuldssig ist.

Damit haben wir bewiesen, dass die erste Moglichkeit (I) nicht zu einer Konfigura-
tion fiihrt, und konnen uns der Méglichkeit IT widmen.

II. Der Punkt 6 muss auf zweien von den drei Geraden 2—3, 2—4, 3—4 liegen
und deswegen muss er wenigstens mit einem der Punkte P und Q verbunden sein. Im
Hinblick auf eine zuldssige Permutation (57),(80), (PQ) kann man voraussetzen,
dass 6— Q ist und man kann auch den Punkt 2 fiir den dritten Schnittpunkt dieser
Geraden mit der Kubik halten. Es ist also 2—6— Q.

Dann ergibt sich die Relation 657—Q57—25P, und da auch die zwei Punkte P
und 2 verbunden sind, bekommen wir eine weitere Konfigurationsgerade 2—P—35.
Unmittelbar aus dem Teilschema (II) folgt, dass 0:6,7; 8:5,6 und P: Q sein
muss. Wir fithren diese Teilerfolge an:

(1) 2—-6-Q, 2—P-5;8:5,6;,0:6,7, P: Q.

Wir nehmen zuerst an, dass der Punkt 5 ein Inflexionspunkt ist, d. h. 5 = 5, 555,
2—-P-35. ‘

Aus der Beziehung 555—691—70Q sehen wir, dass die Gerade 70Q eine fremde
Gerade sein muss, d. h. 0 :7,0, P. .

Dann miissen auf den iibrigen zwei Konfigurationsgeraden, die durch den Punkt @
gehen, die Punkte 8 und 9 liegen. Die zulissige Permutation (34) erméglicht uns
diese letzten zwei Geraden als 3— Q—8 und 4— Q—9 zu bezeichnen. Da auch der
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Punkt 3 mit dem Punkte P verbunden ist, bekommen wir aus der Relation Q15—
—879 — 3P0 eine weitere Konfigurationsgerade 3—P—0. Folglich ist 0: 7, 6, Q und
die letzte (d. h. vierte) Gerade, die mit dem Punkte 0 inzidiert, muss schon die Gerade
2—4—0 sein. In diesem Falle ergibt sich aber 240—-691—Q08, d. h. Q : 8, und der
Punkt Q wire von den vier Punkten 7, 0, P, 8 getrennt.

Daraus ist ersichtlich, dass der Punkt 5 kein Inflexionspunkt sein kann und dass
unsere Voraussetzung — siche oben — falsch ist.

Der Punkt 5 muss aber ein Konfigurationspunkt sein (siche die Konfigurations-
gerade 2— P—5) und daraus folgt,dass 5 = 8 ist. (Anderenfalls stossen wir auf einen
Widerspruch zwischen den Geraden 555 und 5—0-9, resp. auf einen Widerspruch
der Geraden 2— P—35 mit den Geraden 2— Q—6, I —P—7.) Es ist also:

) 558, 2—P—8.

Wir konzentrieren uns auf die Beziehung 558 —691— 700 und 081 —095—-77Q.

Im Falle, dass 6—P ist, konnte der dritte Schnittpunkt dieser Geraden (mit der
Kubik) nur ein Punkt T = 3,4sein und aus der Relation 576 — 7P — QQT wire Q : T,
was der Verbindung Q — T widerspricht.

Es ist also 6 : P und insgesamt 6 : P, 0, §.

Die letzte Konfigurationsgerade, die durch den Punkt 6 geht, muss deswegen die
Gerade 3—4—6 sein und die iibrige durch den Punkt 8 gehende Gerade kann nur
noch eine Gerade 8— Q—X sein (wobei X = 3, 4 ist). Dann aber ergibt sich 879 —
— Q51 —X66 und gleichzeitig 3—4—6, was begreiflich nicht méglich ist.

Alle Méglichkeiten sind schon ausgeschopft und wir sehen, dass auch das zweite
Teilschema keine neue Konfiguration geben kann.

HI. Nun werden wir uns mit dem Falle III beschiftigen.

Aus der Relation 15Q — 17P—162 folgt, dass die Punkte 1, 2, 6 auf einer Geraden
liegen. Wir setzen fiir einen Augenblick voraus, dass der Punkt a (siehe III) mit dem
Punkte 6 identisch ist. Dann folgt aus der Geraden 2—a—b, 162, dass b = I sein
muss. Anderenseits aber sehen wir, dass auf den Geraden 2—6—b nur b = 8, 0 sein
kann, und deswegen sind die Punkte b und I verbunden, was dem Resultate b = 7
(d. h. 11b) widerspricht.

Unsere Voraussetzung (a = 6) ist also falsch und analogisch kann nicht b = 6
sein. ‘

Fiir die Gerade 2—a—b kommen deswegen nur die Moglichkeiten 2—5—8,
2—7—-0 vor. Der Permutation (57),(80), (PQ) halber sind diese Méglichkeiten
dquivalent und wir kdnnen voraussetzen, dass 2—5—8& ist.

Mit Hilfe der Beziehung 162 gilt auch 117 —852—0Q6, und da die Gerade 0—Q—6
nicht unter der Anfiihrung III vorkommt, muss es eine fremde Gerade sein. Es ist
also6:0,Qund 0: Q.

Die dritte Konfigurationsgerade, welche durch den Punkt 6 geht, kdnnen wir als
6—P—T bezeichnen (wobei T = 2,4 ist), und kdnnen begreiflich T = 3 withlen.
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So haben wir die Gerade 6 — P—3 bekommen und die iibrige Konfigurationsgerade,.
die mit dem Punkte 6 inzidiert, muss schon die Gerade 2—4—6 sein. Anderenfalls
wiirden durch den Punkt 6 nur drei Geraden gehen.

- Die weitere”Konfigurationsgerade 4— Q—7 bekommt man aus der Beziehung
258—619—4Q7 (mit Hinsicht auf die Verbindung 4— Q). Analogisch gewinnen wir

aus 675—PQ3—348 die Gerade 3—4—8 und gleichzeitig sehen wir, dass @ : 6,0, 8
ist. .

Die iibrige Gerade, welche mit dem Punkte Q inzidiert, muss also die Gerade
3—-9— @ sein. So kommen wir aber zu einem Widerspruch zwischen der Relation
5Q1—897—23P und der Geraden 2—P— Q, weil diese zwei Geraden nicht identisch
sein konnen.

IV. Auch im vorletzten Falle (IV) werden wir beweisen, dass keine neue Konfi-
guration entstehen kann.

Aus der Anfiihrung (IV) sehen wir vorerst, dass der Punkt 8 von den Punkten
5, 6, 0 separiert ist, also 8 : 5, 6, 0. In Bezug auf die Existenz der Konfigurations-
geraden 1 —P—8 kann man die letzten zwei Geraden, die durch den Punkt &8 gehen,
als 8—Q—a, 8—b—c bezeichnen (wobei a,b,c = 2, 3,4 sind) und ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheita = 2, b = 3, ¢ = 4 wihlen,d. h. 8- Q—-2, 8—3—4.

Der Punkt 2 muss von dem Punkte 0 separiert sein (siche 897 — Q51— 200), deswe-
gen konnen die letzten letzten zwei Geraden, die durch den Punkt 0 gehen, nur die
Geraden 0—P—T und 0—Q—V sein (wobei T, V = 3, 4 sind). Der Permutation
(34) halber, kénnen wir T = 3 und ¥V = 4 ansetzen. Dann muss aber der Punkt X
auf der Geraden 2—3—X mit dem Punkte / verbunden sein und wir stossen auf
einen Widerspruch mit der Relation 2Q8—30P—X41 (weil I : 4 und deswegen auch
1:X ist). _ .

Im Gegenteil zu diesen vier oben beschriebenen Fillen, die ein negatives Resultat
ergeben haben, fiihrt der letzte Fall (V) zu einer realisierbaren Konfiguration, wie
sich aus dem folgenden ergibt.

V. Wir setzen fiir einen Augenblick voraus, dass der Punkt 8 mit dem Punkte Q
verbunden ist.

In diesem Falle konnen wir den Punkt 3 auf die Gerade 8 — Q legen. So bekommen
wir die Gerade 3—Q—8 und aus den Relationen 879— Q51—366, 576 —916—003
die Bedingung 3 : 1, 0, 6, Miihelos beweisen wir, dass der Punkt 0 mit dem Punkte 6
verbunden sein muss (anderenfalls gehen durch den Punkt 6 oder 0 nur drei verschie-
dene Konfigurationsgeraden), und der dritte Schnittpunkt der Geraden 6 —0 mit der
Kubik kann nur der Punkt 2sein, d. h. 2—0— 6 ist eine weitere Konfigurationsgerade.
Nach dem Resultate 3 : 1, 0, 6 muss auch schon 3— P sein und mit dieser Geraden
kann nur der Punkt 5 inzidieren. (Siehe 260— Q15— P99, 169 —059—77P, d. h.
P:7,9). Esist also 3—P-5.

-* Aus der Beziehung 8P1—950—737 folgt ein Widerspruch, da der Punkt 3 schon
(der:Separierung 3 : 1, 0, 6 nach) mit dem Punkte 7 verbunden sein muss. .
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So haben wir bewiesen, dass unsere Voraussetzung 8 — Q falsch ist und deswegen
ergibt sich: '

(1) | Q:8.

In diesem Falle muss aber die dritte durch den Punkt 8 gehende Konfigurations--
gerade die Gerade 3—4— 8 sein und in der Anfiihrung (V) kann man fiir a den Punkt &
setzen. Deswegen ist b = 5, 6, 0 (siche die Gerade 2—a—b). Nach der zulissigen
Permutation (79), (60) kann man weiterhin voraussetzen, dass fur den Punkt b nur
die Moéglichkeiten b = 5, 6 vorkommen. -

Wire der Punkt 0 mit beiden Punkten P, Q verbunden, dann kénnte man 3—P -0,
4—Q—0 zulassen und der Relation 3P0 —4Q0—820 nach wire auch der Punkt b
mit dem Punkte 0 identisch. Weil x = 5, 6 ist, ist auch 0 = 5, 6 und im Falle, dass
0 = 5 ist, stossen wir auf einen Widerspruch 005 mit der Geraden 0—-5-9. Auch
im Falle, dass 0 = 6 ist (d. h. 2—8—6, 006) widerspricht die Gerade 5—1— Q der
Beziehung 006 —978 —512.

Daraus ist ersichtlich, dass der Punkt 0 mindenstens von einem der Punkte P, Q
separiert sein muss, und da durch den Punkt 0 vier Konfigurationsgeraden gehen
miissen, muss gleichzeitig 3—0 und 4—0 (aber 3 —4—0) sein. Begreiflich inzidiert der
Punkt 0 nur mit einer der Geraden 2—3 oder 2—4 und der zuldssigen Permutatlon
(34) halber kann man diese Gerade als 2—4—0 bezeichnen.

Diese Ergebnisse fassen wir (zur besseren Ubersicht) folgenderwelse Zusammen:

) Q:8, 3—4-8, 2—4—0, 3—0, 2—8—b (b= 5,6).

Aus der Relation 81P—402—37Q bekommt man die Gerade 3—7—Q und der
dritte Schnittpunkt der Geraden 3—0 (mit der Kubik) kann nur der Punkt P sein,
also 3—0—P. ,

Wir iiberzeugen uns leicht, dass.der Punkt 6 mit dem Punkte 4 verbunden ist und
dass auf der Geraden 4—6 entweder der Punkt P, oder Q liegen muss (siche V).’

Im Falle 4—6—P bekommt man aus der Beziehung 46P —071—258 die Gerade
2—5-8 (siehe 2) und die Separierung 8 : 0, 0,6; Q :0,6; 0:6d. h. der Punkt &
wire vom Type A.

Deswegen muss 4 —6— Q sein und aus 071 —4Q6 — 239 bekommen wir die Gerade
2-3-9.

Dann ergibt sich 4 : 1, 7, 9 und die iibrige durch den Punkt 4 gehende Konfigura-
tionsgerade kann nur die Gerade 4— P—35 sein. Miihelos finden wir die letzte (sech-
zehnte) Konfigurationsgerade 2—8—6 und kdnnen dleses Kapitel mit folgendem
Hilfsatz schliessen:

Lemma 2. Wenn sich auf einer irreduziblen Kubik wenigstens ein B*-Punkt (aber
schon kein A-Punkt) beﬁndet dann ist das Schema dieser Konfiguration:
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1 2 3 4 5—6-7
S, 5798 P634 PQ4 PQ 7-8-9
QO6P Q890 078 56 9-0-5

Bemerkung. In dem zehnten Kapitel wird bewiesen, dass dieses Schema wirklich
realisierbar ist. :

3. KAPITEL

Es sei I der B'-Punkt, der von den Punkten 2, 3, 4 getrennt ist. Nach der Defini-
tion existieren drei Konfigurationsgeraden, die mit keinem der Punkte I, 2, 3, 4
inzidieren; diese Geraden kann man als 5—8—9, 5—6—7, 0—P—Q bezeichnen.
Wenn wir alle d4quivalenten Moglichkeiten ausschliessen, bekommen wir nur folgen-
des Teilschema:

1 5—-6-7 2 3 4 2-3
(R) 5678 5-8-9 2-4
PQ90 0-P—Q 3-4
Wir setzen voraus, dass
(Py) der Punkt / ein Konfigurationspunkt ist.

In diesem Falle kann begreiflich nur 7 = 1, 2, 3, 4 sein, weil der Punkt / mit den
iibrigen Konfigurationspunkten verbunden (und von dem Punkte 7 getrennt) ist. Aus
der Relation SPI—6QI—707 sehen wir, dass / von dem Punkte I verschieden sein
muss (anderenfalls fallen die Geraden 701, 791 zusammen).

Aus diesem Grunde kann man 7 = 2 wihlen. Weiter erhélt man aus SP1—6Q1—
—702, 791—-0QP—225, 5P1—801—-9Q2 vor allem die Separierung 2 : 5, I und des-
wegen miissen schon 7—0—2, 9— Q-2 die Konfigurationsgeraden sein.

Auf der Geraden 3—4 koénnen nicht gleichzeitig beide Punkte 0 und Q liegen;
und der zuldssigen Permutation (68), (79), (0Q) nach kann man voraussetzen, dass
diese Eigenschaft der Punkt 0 hat. Die letzte Gerade, die durch den Punkt 0 geht, ist
also 3—0—a (wobei a = 5,6, 9 ist), d. h. 0 : 4 und wir kdnnen jetzt das Schema R
mit den vorangefiihrten Ergebnissen vervollstindigen:

(Ry) 1 5—-6-7 2 3 4 2-3-X; 112,225,0:4
5678 5-8-9 0Q .0 2—4-Y
PQ90 0-P-Q 79 a 3-4-Z a=35,6,9.

Wir nehmen zuerst den Fall

a=5, dh 3-0-5
in Betracht.
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Direkt aus R, sehen wir, dass 4 : 1, 0, 5 ist. Weil durch den Punkt Z (auf der Gera-
den 3—4—2Z) vier Konfigurationsgeraden gehen miissen, muss Z = 7, 9, Q sein.

Im Falle Z = 7 ist die Relation 305—719—488 mit der Verbindung 4—8 im
Widerspruch (siehe oben 4 : 1, 0, 5). Im Falle Z = 9, d. h. 3—4—9 bekommt man aus
305—-917—486 die Konfigurationsgerade 4—8—6 und aus der Relation 081 —765—
— 24P die Gerade 2—4—P. Der Punkt P muss zwar mit dem Punkte 3 verbunden
sein, kann aber nicht auf der Geraden 2—3 liegen, d. h. 3—P—t (t = 6, 7, 8) und
daraus ergibt sich die letzte durch den Punkt Q gehende Konfigurationsgerade
4—Q—7; ausserdem haben wir die vierte Gerade, auf welcher der Punkt 7
liegt, erhalten, d. h. 7 : 3, 8, P. Aus der Relation 350 —47Q —96P fogt,dass P :6,9,7
ist, und auf der Geraden 3—P—¢ muss nur ¢t = 8 sein. Dann aber widerspricht die
urspriingliche Voraussetzung 2— 3 der Beziehung 958 — Q0P — 233.

Daraus ist ersichtlich, dass nur Z = Q sein kann und wir konnen diese Teilergeb-
nisse festlegen:

(1) 3-0-5,3-4-0,4:1,0,5.

Direkt aus der Relation 530—6Q7—748 bekommt man die Gerade 7—4-38.
Wire 2—4— P, dann widerspricht 24P —985— Q71 der Geraden Q—6—1 und des-
wegen muss 2—4—6 sein.

Durch den Punkt 4 geht noch die letzte Gerade 4 — P—9 und daraus ist ersichtlich,
dass 3:1,7,9 ist. . ’

Zu einem weiteren Widerspruch kommen wir, wenn wir voraussetzen, dass 2—3—8
ist (22_5 —847 — 366 und deswegen 3 :6, 1, 7, 9). Es ist also 2— 3 — P die vorletzte und
3—6—8 die letzte Konfigurationsgerade. In diesem Falle ist aber der Punkt 2 (2: 1,
5, 8) vom Type B3, was begreiflich ausgeschlossen ist.

Unter der Voraussetzung, dass a = J ist, kann keine neue Konfiguration entstehen
und wir konnen den Fall

a=6, d.i. 3—-0-6
untersuchen.

Aus der Relation 567 —801—939 sehen wir, dass die Punkte 3 und 9 separiert
sind, und fiir den Punkt X auf der Geraden 2—3—X sind nur zwei Alternativen
X = 8, P moglich. '

Der Fall X = P fiihrt aber zum Widerspruch der Beziehung 993 —522—8QP mit
der Geraden 0— Q— P und deswegen muss X = 8 sein, d. h. 2—3—8 ist die weitere
Konfigurationsgerade.

Durch den Punkt 9 geht noch die letzte Gerade 4—9—t (wobei t=6, P ist).
Begriflich kann nur ¢t = P sein, weil anderenfalls aus der Beziehung 496 —29Q — Y31
und der Separierung 1 : 3 folgt, dass der Punkt Y von dem Punkte I separiert ist.
Der Schnittpunkt Y (der Geraden 2—4— Y mit der Kubik) muss aber schon mit dem
Punkte I verbunden sein.

Es ist also 4—9— P und die weiteren Konfigurationsgeraden 4—2—6 und 3—P—7
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bekommen wir aus der Beziehungen P51 —92Q —426, 209 —801 — 3P7 (wenn wir die
Verbindung 3—P erwigen). Deswegen sind die letzten Konfigurationsgeraden
4—8—Q und 3—4—5, was aber der Relation 993 —522—8Q8 widerspricht.

Damit ist auth der Fall a = 6 ausgeschlossen und aus dem Teilschema (R,)
bleibt — unter der Voraussetzung (Pl) ~ nur die Méglichkeit

a=9, d.i. 3—-0-9
zu 19sen.

Daraus folgt unmittelbar, dass 9 :4, 6, P ist, und im Falle 2—3—8 wire der
Punkt 9 vom Type B3. Deswegen bekommen wir fiir den Punkt X auf der Geraden
2—3 nur die drei Méglichkeiten X = 5, 6, P.

Wegen der Relation 225—309—X78 sehen wir, dass nicht X = 5, 6 sein kann
(mit Riicksicht auf die Gerade 5—6—7) und daraus ergibt sich die Gerade 2—3—P
und die Separierung P :7,8, 9 (siehe 225—309—P78). Die letzte Konfigurations-
gerade, die durch den Punkt P gehen kann, muss schon die Gerade 4—6—P sein.
Leicht finden wir nun die zwei letzten Geraden 3—6—8, 2—4—8, die mit den
Punkten 6 und 2 inzidieren.

Dann aber widerspricht die Beziechung 702 —6P4—50Q8 der Geraden 5—9—8.

Die Voraussetzung (P,) fiihrt also nicht zu einer neuen Konfiguration und wir
werden weiterhin erwigen, dass der Punkt 7 kein Konfigurationspunkt ist. Wenn wir
uns iiber die Beziehungen 5P1—6QI—701 und 5P1—801—9Q1 klar werden, be-
kommen wir die Separierung 7: 0 und 9 : Q.

Diese Ergebnisse fassen wir folgendermassen zusammen:

(Vy) 7:0,9:Q.
Der Punkt 7 ist nicht konﬁguratloncll
Wir setzen weiter voraus, dass
(P;)  mindestens einer der Punkte 0, Q nicht mit den Geraden 2—3, 2—4, 3—4
inzidiert.

Der zuldssigen Permutation (68), (79), (0Q) nach konnte man diese Eigenschaft
dem Punkte 0 zuschreiben und das Teilschema (R) — ohne Beschrinkung der Allge--
meinheit — folgendermassen erweitern:

(Ry) 1 5-6-7 2 3
5678 5-8-9 .0 .0
PQ90 0-P-Q a b

w ™
~

Auch die Permutation (23) ist zulﬁssig und deswegen bekommen wir fiir die zwei
Konfigurationspunkte a, b folgende drei Moglichkeiten:

M) a=5b=6; a=5b=9; a=6, b=9.
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Nehmen wir zuerst die Moglichkeit:

(Mse) d.i. 2-0-5, 3—0-6

in Betracht, dann sehen wir (der Relation 657—081 — 399 nach), dass 3 : 9 ist, und
‘wir iiberzeugen uns leicht von der Separierung 9 : 3, 0, Q. Die letzten zwei Konfi-
gurationsgeraden, die durch den Punkt 9 gehen, kénnen also nur die Geraden 2—9—¢
und 4—9—d sein, wobei ¢, d = 6, P sind. Daraus ist ersichtlich,. dass keiner der
Punkte 7, 8, Q auf der Geraden 3 —4 liegen kann, wenn wir natiirlich voraussetzen,
dass durch diese Punkte vier Konfigurationsgeraden gehen miissen.

Fiir den Punkt Z auf der Geraden 3—4 kommt also nur die Méglichkeit Z = P
vor, d. h. 3—4— P ist die Konfigurationsgerade. Dann folgt aus den obenangefiihrten
Ergebnissen, dass ¢ = P und d = 6 ist (also 3—4—P, 4—9—6), was aber der Ver-
bindung 2—3 widerspricht (wenn wir die Relationen 993—I5P—784, 801—756—
—42Q, POQ —964 — 232 beriicksichtigen).

In der weiteren Moglichkeit

(Msg), d.i. 2—0-5, 3—0—9

setzen wir fiir einen Augenblick voraus, dass Q—7 ist, wobei begreiflich T= 2, 3, 4
der dritte Schnittpunkt dieser Geraden mit der Kubik ist. Aus der Beziehung 797 —
— QOP—T35 folgt, dass nur T = 3 sein kann (anderenfalls wire T—3 und gleich-
zeitig 3 : 5), d. h. Q—7—3 ist die vorletzte Konfigurationsgerade, auf der der Punkt @
liegt, und die letzte — durch diesen Punkt gehende-Gerade muss (der Sepanerung
0 :8,9, 5 nach) die Gerade 2—4— @ sein.

Folglich Q73—250—469, 3Q7—469—Z11, was aber der Verbindung Z—1 wider-
spricht.

Die Voraussetzung Q—7 fiihrt also auf einen Widerspruch und deswegen muss
Q : 7 sein. Leicht iiberzeugen wir uns, dass Q : 5, 7, 9ist. |

Suchen wir nur den Punkt T = 2, 3, 4 auf der Geraden 8—Q—T.

Die Voraussetzung T = 4 kann man ausschliessen, well in diesem Falle 716Q —
—958—774,d. h. 4:7, 1, 5, 0 wire.

Auch die Moglichkeit T = 2 fiihrt sogleich zu einem Widerspruch. In diesem Falle
wiirden aus der Beziehungen '16Q—958—772 und 16Q—052—878 die unzulissige
Separierung 7 : 2, 0, 8, Q folgen.

Es ist also nur die letzte Moglichkeit T = 3,d. h. 8— Q-3 ubrnggebheben

Die Separierung 7 : 3 (und daraus 7: 3,0, Q) bekommt man aus der Relation
16Q—958—773 und deswegen kdnnen die letzten zwei Konfigurationsgeraden, die
durch den Punkt 7 gehen, nur die Geraden 2—7—u und 4—7—v sein (wobei u, v =
= P, 8 sind).

Den Fall u = 8, v = P fiihrt aber (dér Beziehung 278 —390—X11 nach) auf einen
Widerspruch mit der Verbindung X—1. In dem iibriggeblicbenen Falle u = P,
v = 8 kommen wir zu der unzuldssigen Separierung 3 : 1, 5, 7, P. Diese erhalten wir
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sofort aus der Beziehung 052—917—3PP, wenn wir uns dariiber klar werden, dass
der Punkt 3 schon von den Punkten 1, 5, 7 getrennt ist.

Daraus ergibt sich, dass nicht einmal die Méglichkeit M5, zu einer Konfiguration
fiihrt und wir k8nnen uns dem letzten Falle

(Mgo), d.h. 2—-0-6, 3—-0-9
zuwenden. '

Vor allem folgt aus der Relation 567 —801—929 die Separierung 9 : 2 und daraus
die letzte Konfigurationsgerade 4—9—1, die durch den Punkt 9 gehen kann (wobei
t =6, P ist).

Nehmen wir zuerst an, dass t = 6, d. h. 903 —964—22Z ist. Deswegen kann nicht
Z=7,8,P,Q sein (weil anderenfalls 3—4—2Z, Z : 2 wire und durch den Punkt Z
keine vier Konfigurationsgeraden gehen konnen). Die letzte zuldssige Maglichkeit
fiir den Punkt Z ist also Z = 5 und die daraus folgende Gerade 3—4—35 impliziert
die Relation 309 —589 —412. Dies aber widerspricht den Bedingungen 2—4 und 1 : 2.

Es ist deswegen ¢t = P und die entsprechende Konfigurationsgerade ist 4—9— P.

Der Beziehung 971 — P51 —461 nach bekommt man die Separierung 4 : 6 (oder in
Zusammenfassung 4 :1,0,6) und die letzte Konfigurationsgerade, auf der der
Punkt 6 liegt, muss schon die Gerade 3—6—uv sein (wobei v = 8, P ist).

Um durch den Punkt Y auf der Geraden 2—4 vier Konfigurationsgeraden legen
zu kénnen, muss Y = 5, 8 sein und im Falle Y = 5 wire 4 : Q, 1, 0, 6, wie wir sofort
aus der Relation 206 —5P1—4QQ ersehen. Es muss also Y = 8, d. h. 2—4—8 sein.
Daraus folgt v = 8 und 3—6—8 ist die letzte Gerade, die noch durch den Punkt 8
gehen kann.

Die vorletzte und letzte — durch den Punkt 7 gehende — Konfigurationsgerade
erhilt man aus der Beziehungen 299 —801—437 resp. 903—9P4—2Q7. Es ist also
3—4-7, 2— Q-7 und die iibriggebliebene Gerade, auf der der Punkt P liegt, kann
nur die Gerade 2—3— P sein; dies aber widerspricht der Relation 79/ — Q0P —235.

Es ist also notwendig aus den weiteren Erwigungen die Voraussetzung (P,)
auszuschalten und wir sehen, dass die beiden Punkte 0 und Q auf den Geraden der
Menge 23, 2—4, 3—4 liegen miissen. Es ist begreiflich gleichgiiltig, welche zwei
Geraden wir aus dieser Menge wihlen, und deswegen konnen wir das letzte Teil-
schema aus diesem Kapitel folgendermassen festlegen:

(Ry) 1 5-6-7 2 3 4 2-3-0; 7:0;9:0
5678 5-8-9 .. .Q .0 2—-4-Q Der Punkt ] ist kein
PQ90 0-P-0Q . b a 3—4-7 Konfigurationspunkt.

Fiir das Paar ab, wobeia = 5,6,9 und b = 5, 7, 8 ist, kann man — in Hinblick
auf die zuldssige Permutation (68), (79), (0Q), (34), (ab) — nur folgende Méglichkei-
ten in Betracht ziehen:

(M.D)O- : ' i ab = 57’ 58’ 97, 67, 68 .
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Jede dieser Moglichkeiten werden wir jetzt getrennt erwégen. Zuerst:
(Ms,), d.h. 4-0-5,3-0-7.

Wegen den Beziehungen Q61 —450— 278, 37Q — 081 — 226 erhilt man die Separie-
rung 2 : 6, 1, 5 und die Konfigurationsgerade 2— 7‘—8. Daraus muss die letzte Gera-
de, die mit dem Punkte 2 inzidiert, 2—9— P sein. Dann aber widerspricht 0—P—Q
der Relation 226 —791—8PQ.

(Mss), d.i. 4-0-5,3-0-8.

Aus Q16 —895—377 folgt 7 : 3, 0, Q und die iibrigen zwei Geraden, die durch den
Punkt 7 gehen, kénnen nur die Geraden 7—8—c¢, 7—P—d sein (wobei c,d =24
ist). Im Falle, dass ¢ = 2 ist, stossen wir auf einen Widerspruch der Relation 782 —
—PQ0—d33 mit der Verbindung d — 3. Analogisch widerspricht die iibriggebliebene
Maoglichkeit ¢ = 4 der Beziehung 773—810—492 (wenn wir die Geraden 2—4—Q
vor Augen halten).

(Msn), d.i. 4-0-9, 3—Q-7.

Es ist zu erwégen, dass sich 3—4—5 und 22/ ergibt (aus den Beziehungen 971 —
—0QP—435, 345—0QP—221).

Unter der Voraussetzung, dass 7—8 ist, muss der dritte Punkt dieser Geraden der
Punkt T sein, wobei T = 2, 4 ist, und die Gerade / — Q — 6 fiihrt zu einem Widerspruch
mit der Relation 782 —904—11Q, resp. 784—-302—Q10Q.

Der Punkt 7 muss deswegen von dem Punkte 8 getrennt sein und die letzte Gerade,
die durch den Punkt 7 geht, ist die Gerade 7—P—T (wobei T = 2, 4 ist). Der Fall
T = 2 widerspricht (wie oben) der Relation 7P2—302— QQI (siehe die Verbindung
1— Q) und daraus folgt, dass T = 4, d. h. 7— P —4 sein muss.

Dann aber ergibt sich SP1—801—9Q]1, 719 —42Q — P21, und da 7 kein Konfigura-
tionspunkt ist, muss ausser der Separierung 2:1,5,7 noch 2:P eintreten, was
begreiflich unzuléssig ist.

(M67)’ d. i. 4_0_6, 3“"Q_7.

Der Widerspruch folgt augenblicklich aus der Relation 765 — Q0P — 341 (denn wir
wissen, dass 3—4 und 1 : 3, 4 ist).

(Mgs), d.i. 4—-0-6, 3—Q—7 zuldsen,

wobei wir augenblicklich auf einen Widerspruch zwischen der Relation 6Q7 —081 —
—431 und der Verbindung 3—4 stossen, wenn wir stets voraussetzen, dass 7 kein
Konfigurationspunkt ist.

Die Teilergebnisse dieses Kapitels kann man also im folgenden Nebensatz zu-
sammenfassen:
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Lemma 3. Unter der Vorassetzung, dass eine Konfiguration mit B'-Punkten
(aber ohne B3- und B*-Punkte) existiert, kinnen die Punkte dieser Konfiguration
nicht auf einer irreduziblen Kubik liegen. ‘

4

. 4. KAPITEL
Es sei 1 der Konfigurationspunkt vom Typ B2, der von den Punkten 2, 3, 4 getrennt
ist. Die drei Konfigurationsgeraden, welche nicht mit den Punkten 1, 2, 3, 4 inzidie-
ren, kann man als die Geraden 0—5—P, 6—0—7, P—8—9 bezeichnen. Einfach
begreifen wir auch, dass fiir die Geraden, welche durch den Punkt 7 gehen, nur fol-
gende drei Méglichkeiten entstehen kdnnen:

M, 1-5-Q,1-0-8, 1-P-6, I1-7-9,
M, 1-0-9Q,1-P—-6, 1-5-8, 1-7-9,
M, 1-7-Q, I-P—-6, 1-5-8, 1-0-9.

Ausserdem muss der Punkt Q mit allen drei Punkten 2, 3, 4 verbunden sein, kann
aber nicht auf den Geraden 2—3, 2—4, 3—4 liegen.

Weil wir fiir die Geraden, die durch den Punkt 7 gehen, so viele Moglichkeiten er-
halten haben, wird dieses Kapitel im Vergleich mit den vorangegangenen umfang-
reicher sein. '

Wir konzentrieren uns zuerst auf den Fall M, und erwigen die Beziehungen
067—8P9—111, 111—-5P0— Q68. Daraus folgen die Separierungen Q : 6, 8 und 8 : 6.

Der Punkt Q ist deshalb mindestens von einem der Punkte 7, 9, 0 getrennt und
mit den drei iibrigen Punkten dieser Menge muss er schon verbunden sein.

Der zuléissigen Permutation (79), (68), (OP) nach kann man voraussetzen, dass die
drei Punkte, mit denen der Punkt Q verbunden ist, entweder eine Menge 7, 9, P oder
7, 0, P bilden. Auch die willkiirliche Permutation der Punkte 2, 3, 4 ist zulédssig (und
darauf werde ich in analogischen Fillen nicht mehr hinweisen). Man kann deswegen
das Teilschema fiir den Fall M, folgendermassen anfiihren:

R, 1 2 3 4 2-3-X, 0-5-P, 111,068, 8:6
50P7 .Q .@ .Q 2-4-Y, 0-6-7, 0Q:6,8
0869 .7 .P .a 3-4-Z, P-8-9, a=0,09.

Beriicksichtigen wir zuerst den Fall
a=0, d h 4-Q0-0

und setzen voraus, dass 2—8 ist. Fiir den Punkt ¢ (¢ = 5, 7) folgt die Beziechung
27Q—86Q—10Q und unter der Voraussetzung, dass ¢t = 5 ist, erhilt man die Identi-
tit § = P (siche die Gerade 5—0— P), dies widerspricht der Geraden Q—P—3.

Der zweite Fall (wo ¢t = 7, d. h. § = 6 ist, siche 7—0—6) fiihrt auf einen Wider-
spruch mit der fremden Geraden Q68.
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Daraus ist erischtlich, dass 2 : 8 sein muss, dann aber ist der Punkt 2 von vier
Punkten (namentlich 8, P, 0, 1) separiert.
Wir konnen also den Fall a = 0 ausschliessen und sich dem Falle

a=9, di 4-0-9

zu widmen.

Aus der Beziehung 2Q7—4Q9— YQ! ersehen wir (wenn wir die Verbindung Y—1
beriicksichtigen), dass Q ein Konfiguratinspunkt sein muss. Begreiflich ist nur § =
= 0, Q (siche QQQ, 068). Im Falle § = 0 widerspricht die Beziehung QQ0— P98 —
—341 den Bedingungen 1 : 3,4 und 3—4. Es muss also QQQ sein, d. h. Q ist ein
Inflexionspunkt. :

Die zwei Konfigurationsgeraden 4 —2—5, 4—3—6 bekommt man aus den Relatio-
nen 179—QQQ—524, 89P — QQQ —643 und die letzte Gerade, die durch den Punkt 4
geht, muss also die Gerade 4—7—8 sein. Die letzte Gerade, auf der der Punkt 6 liegt,
ist 2—6—9 (der Beziehung 5QI —487—269 nach) und der Punkt 7 (7: 3, 5, P) ist
vom Type B'. Das schliessen wir aus und sehen gleichzeitig, dass die Mglichkeit M
zu keiner neuen Konfiguration fiihren kann.

Deswegen werden wir uns der Moglichkeit M, zuwenden und das dazugehorige
Teilschema folgendermassen anfiihren:

R, 1 2 3 4 2-3-X, 0-5-P
0P57 .Q .Q .Q 2-4-Y, 0-6-7
0689 a .b ¢ 3-4-Z, P-8-9

Es ist klar, dass die Verbindung 8 —0 und 8 — 7 nicht gleichzeitig eintreten kann. Ein
solcher Fall ermdglicht auf der Geraden 0 —8, bzw. 8 — 7 die Punkte 2 und 3 zu wihlen,
dann aber wire der Punkt 4 — welcher von den Punkten /, 0, 8 getrennt ist — vom
Type B>.

Deswegen ergeben sich nur folgende drei Moglichkeiten:

M,, 8:0,7
M,, 8:0, 8—7 und
M;; 8-0,8:7.

Nehmen wir zuerst die Moglichket

M,,, ' d.i. 8:0,7

in Betracht.

Aus der Beziehung 719 —05P — 688 ist ersichtlich, dass noch 8 : 6 ist. Also 8:0,7,6
und deswegen muss der Punkt Q auf einer von den Geraden liegen, die durch den
Punkt 8 gehen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man diese Gerade als
4—8— @ bezeichnen und die letzte Gerade, die noch mit dem Punkte &8 inzidiert,
kann nur die Gerade 2—3—8 sein. Aus der Beziehung 6P1—791—08] und der Sepa-
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rierung 8 : 0 folgt, dass der Punkt 7 kein Konfigurationspunkt sein kann, und daraus
folgt (siehe die Bezichung 581 —0Q1I — P4]) die Separierung 4 : P. Mit Riicksicht auf
die zuldssige Permutation (23) kann man voraussetzen, dass die letzte durch den
Punkt P gehende Gerade die Gerade 2—P—t(t = Q, 7) ist.

Wire t = Q, wiirde man zum Widerspruch der Grundbedingungen 3—4, I : 3 mit
der Beziehung 2PQ— 868 — 314 kommen.

Es muss also 2— P —7 sein. Die iibrige durch den Punkt 7 gehende Konfigurations-
gerade ist die Gerade 4—5—7, da schon 4 : I, P ist und der Relation Q10—886—457
nach kann also die Gerade 457 keine fremde Gerade sein. Im diesen Falle ist der
Punkt 3 (3: 1, P, 7) vom Typ B3

M22, d. h. 8:0, 8"7.

Auf die Gerade 8 —7 kann man vor allem den Punkt 2 legen, d. h. 2—8—7, und aus
den Beziehungen 719 —05P—688, 197 —688 — PP2 folgt die Separierung 8 : 0, 6 und
2:1, P. Weiter sehen wir aus der Anfithrung R,, dass auf der Geraden 2—Q—a
nur a = 5,6, 9, 0 sein kann. Mit Hinblick auf die Beziehung 278 — Q01 —a65 kann
man sofort die Mdglichkeit a = 0 ausschliessen (siche 0—6—7). Im Falle a = 5
ergibt sich nicht nur 565, 2— Q-5 sondern auch Q96 (siche 2PP— 581 — Q96), was
zu einer unzuldssigen Separierung 6 : 9, Q, 5, 8 fiihrt.

Deswegen bleiben nur zwei Moglichkeiten a = 9, 6 zu 16sen.

Im Falle

a=9, di 2-0-9, 965

sehen wir, dass 6 : 5, 8,9 wire und die zwei iibrigen durch den Punkt 6 gehenden

Konfigurationsgeraden kann man als die Geraden 6—Q—3, 2—4—6 bezeichnen.

Die Separierung 5 : 2, 6, 9 folgt unmittelbar aus der Beziehung 868 —791—255 und

deswegen sind 3—5-7, 4—Q—5 die letzten zwei Geraden, die noch mit dem

Punkte 5 inzidieren konnen. Dann aber widerspricht die Relation 735—0Q1—668

dem Ergebnis 886. 4
Aus dér Moglichkeit M,, ist nur der Fall

a=6, di 2-Q-6, 665

iibriggeblieben. .

Wire 9—0—t, dann ist t = 3, 4, und die Relation 98P — 076 —t21 widerspricht den
Resultaten t—2, 1 : 2. Es ist also 9 : 0. Weiter folgt aus 688 —6P1—595, 851 — P50—
—~99Q die Separierung 9 : 0, 5, Q. Der zuléssigen Permutation (34) halber kann man
9—6—3 und 2—4—9 als die letzten zwei Konfigurationsgeraden wihlen, die durch
den Punkt 9 gehen. Die Gerade 2—3—5 ergibt sich aus 89P — 760 — 235 und folglich
kann auf der Geraden 5—4—v v = 7, Q sein. Mit Hinsicht auf die Verbindung 3— Q

. und Beziehung 665—924—3Qv muss v = 7, d.h. 5—4—7, 3— Q—7 entstehen und
durch den Punkt 7 gehen-fiinf verschiedene Konfigurationsgeraden.

280



Die ersten zwei Moglichkeiten M,, und M, (fiir die Anfiihrung R,) kénnen also
keine neuen Konfigurationen ergeben (wie wir gerade festgestellt haben). Die letzte
Maoglichkeit

M;;, d.i. 8-0,8:7

fiihrt dagegen zu einer neuen Konfiguration, wie wir uns iibrigens gleich iiberzeugen
werden.

Man legt (selbstverstindlich ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) den Punkt 2
auf die Gerade 0—8, also 2—0—8. Mit Riicksicht auf 7/19—05P —688, 688 — P50 —
— 112 folgt, dass 8 : 6, 7 ist.

Jetzt werden wir fiir einen Augenblick voraussetzen, dass

(P) ' 9:2
ist.

Durch den Punkt 9 miissen vier Konfigurationsgeraden gehen, deswegen ist 9—3,
9—4, aber nicht 3—4—9. Daraus ist ersichtlich, dass der Punkt 9 mit dem Punkte Q
verbunden sein muss, weil anderenfalls der Punkt 9 (9 : 0, 2, Q) vom Type B! wire.
Begreiflich kann man 9 — Q —4 wihlen und die weitere Konfigurationsgerade 2—4—6
bekommt man aus 0QI —89P — 246.

Wire 3—6—Q, dann wire die letzte durch den Punkt 9 gehende Gerade die
Gerade 3—9—5 und die Beziehungen 10Q — 886 — 523, 395 — 280 —5PP sind dann im
Widerspruch mit der Geraden 5— P —0. ’

Da aber 3—6— Q nicht entstehen kann, muss die letzte Gerade, die durch den
Punkt 6 geht (und gleichzeitig auch die letzte mit dem Punkte 9 inzidierbare Gerade)
die Gerade 3—6—9 sein.

Wir haben fiir den Punkt a auf der Geraden 2— Q —a nur folgende drei Moglich-
keiten: a = 5,7, P. Wire a = 7, dann ist der Punkt 0 (0:3,4,9) vom Typ B'.
Auch der Fall a = P fiihrt zu einem Widerspruch, da aus 8P9—0Q1— 227, 89P —
—112-57Q die unzuldssige Separierung 7 : 2, 5, Q, 8 folgt. Es bleibt also nur die
letzte Moglichkeit a = 5, d. h. 2— Q — 5 ibrig.

Eine der Geraden, auf welchen der Punkt 7 liegt, muss die Gerade 2—3—7 sein
(anderenfalls wire 3— Q— 7 und auf der Geraden 2— 3 kénnte nur der Punkt P liegen,
was zu einem Widerspruch der Beziehung 23P—0Q1 —876 mit der Geraden 0—7—6
fiihrt). Folglich 208—719—3QP, d. h. 3—Q—P und der Punkt P — der von den
Punkten 2, 4, 7 getrennt ist — ist ein B!-Punkt.

Daraus ist ersichtlich, dass unsere Voraussetzung (P,) falsch ist, und weiterhin
kann man voraussetzen, dass

(P,) 92, 688, 112, 2-0-8, 8:6,7
ist.

Leicht iiberzeugen wir uns, dass auf der Geraden 2—9 einer der Punkte 3, 4 liegen
muss (im Falle 2—9—Q wire 6 : 2, 5, Q, 8, was aus den Beziehungen 89P—0Q1 —
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—226,89P—112—-560 hervorgeht). Begreiflich konnen wir auf die Gerade 2—9 den
Punkt 4 legen, also 2—9—4. Die weitere Konfigurationsgerade 4—5—6 bétkommen
wir aus /12—8P9—564 und aus der Separierung 4 : 1, 0. Daraus ist ndmlich ersicht-
lich, dass nicht 4 : 5, 6 sein kann, und deswegen kann 564 nicht eine fremde Gerade
sein. ,

Fiir den Punkt ¢ auf der Geraden 4—Q—c (sieche R,) kdnnen wir die Werte
¢ = 7,8, P einsetzen und miihelos beweisen wir dann, dass ¢ = 7 sein muss, weil wir
anderenfalls — mit Riicksicht auf die Beziehung 249 —0Q1—8¢7 — zu einem Wider-
spruch der Geraden 8c7 mit 886, resp. 8 — P—9 kommen. Daraus folgt 4— Q—7 und
die Bedingung 877.

Auf der Geraden 2— Q kann nicht der Punkt 5 liegen, denn aus 2Q5—076 — 844
folgt 8 : 6, 7, 4 und der Punkt 8 wire vom Type B3. Einfach iiberzeugen wir uns, dass
man (unter diesen Bedingungen) auf die Gerade 2—Q nur den Punkt 6 legen
kann, d. h. 2— Q —6 ist die weitere Konfigurationsgerade und ausserdemist 3 : 1, 0, 6.

Fiir den dritten Schnittpunkt f der Geraden 2— Q—f mit der Kubik ergibt sich
f=0,5 Ist f= Q, dann widerspricht die Verbindung 2— Q—6 der Beziehung
89P—0QI—236. Es ist deswegen 3—9—5 und aus den Relationen 112— Q74—099,
099—851—-237, 208—719—3QP erhalten wir die Geraden 2—3—-7, 3—Q—P, so
dass die letzte Konfigurationsgerade die Gerade 3—4—8 sein muss.

Dieses Totalschema vermerken wir uns, da es tatsichlich zu einer neuen Konfi-
guration fiihrt und — wie wir iibrigens weiter sehen werden — auch realisierbar ist:

1 2 3 4 0-5-P
S, 0P57 0034 9Q4 5Q 0-6-7
Q689 8679 5P8 67 P-8-9.

Wir werden uns jetzt mit der letzten Mdglichkeit dieses Kapitels beschiftigen.
Zuerst fiihren wir das dazugehorige Totalschema an:

1 2 3 4  2-3-X, 0-5-P
R, 7P50 .Q -.Q .Q 2-4-Y, 0-6-7
Q689 .. .. .. 3-4-Z,  P-8-9.

Wir setzen voraus, dass der Punkt Q von dem Punkte P und 5 getrennt ist, d. h.

P Q:P,5r, wobei r=6,89,0
ist.
Der Reihe nach treten wir zuerst an die Méglichkeit
(Po)s ' d.i. Q:P,56
heran. ’

~ Die drei iibrigen Konfigurationsgeraden, die durch den Punkt Q gehen, kann man
begreiflich als 2—Q—8, 3—Q -9, 4= Q-0 bezeichnen. Da der Punkt Z (auf der
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Geraden 3—4) mit dem Punkt 7 verbunden sein muss, sehen wir aus 390—40Q0—
—Z1Q, dass Z— 0 —1 eine Konfigurationsgerade ist und dass fiir den Konfigura-
tionspunkt @ nur die Méglichkeiten 5, 6, P, Q in Betracht kommen. Dann ergibt
sich 20Q —39Q —XPQ und daraus ist ersichtlich, dass im Falle 0 = 5 genau X = 0
sein muss (siehe die Konfigurationsgerade 0— 5 — P) und dass durch den Punkt 0 eine
fiinfte Gerade geht. Im Falle Q = 6 wiire analogisch X = I (siehe 6—P—1) und die
fremde Gerade 231 wiirde den Grundbedingungen ! : 2, 2— 3 widersprechen. Folglich
konnen wir fiir den Punkt Q nur die Werte P oder Q in Betracht nehmen.

Wenn wir noch fiir einen Augenblick voraussetzen, dass 8—6 ist, dann muss der
dritte Punkt T = 3, 4 dieser Geraden mit dem Punkte Q verbunden sein (siehe
815—670—TQP), was aber der Separierung P : Q widerspricht und TQP keine
Konfigurationsgerade ist. Unsere Voraussetzung 8—6 ist falsch und diese zwei
Punkte sind getrennt.

Im Falle Z = 8 wire auch Q = 5 (wenn man Z—Q—/ mit 8—5—1 vergleicht)
und unter diesen Umstidnden begreifen wir sofort, dass die letzte durch den Punkt 8
gehende Konfigurationsgerade die Gerade 8—7— T sein muss (wobei T = 3, 4 ist).
Wire T = 3, dann widerspricht die Beziehung 3Q9—7Q1—800 den Ergebnissen
8:0, 0—0. Es ist also T= 4,d. h. 8—7—4 und im Hinblick auf die Relationen
478—019— QQP, QQP—901—346, 28Q—39Q—XPP sehen wir, dass Q = P und
3—4—6ist.

Fiir den Punkt X kommen auf der Geraden 2—3 also nur zwei Mdglichkeiten
X =7, P in Betracht. Im Falle X = 7 kommen wir zu einem Widerspruch der
Geraden 3—5— P (die noch durch den Punkt 3 gehen kann) mit der Konfigurations-
geraden 0—5—P.

Es bleibt also nur die Méglichkeit X = P iibrig, d. h. PPP, 2—3—P und 3—-5-7
ist die letzte Gerade, die durch den Punkt 3 geht. Jetzte aber widerspricht die Be-
ziehung 23P — Q71— 856 der Geraden 8—5—1.

Damit ist auch der Fall (P¢) gelost und wir konnen an den Fall

(Ps), d.i. Q:5P,8

herantreten.

Die iibrigen durch den Punkt Q gehenden drei Geraden kann man als 2—Q—6,
3—Q—9, 4—Q—0 bezeichnen und aus der Relation 39Q —40Q —Z1Q entsteht die
weitere Konfigurationsgerade Z—1—Q (weil der Punkt Z mit dem Punkte I ver-
bunden sein muss). Fiir den Konfigurationspunkt Q ergeben sich also folgende
Mabglichkeiten: @ = Q, P, 5, 8.

Man bezeichnet mit ¢ den dritten Punkt der Geraden 12¢. Folglich Q71— Q62— Q0t
und in den Fillen Q = Q, 5, P wire t = 4, P, 5 und die Gerade wiirde den Geraden
2—4-Y, 1-6—P, 1—8—5 widersprechen. Es muss also § = 8 sein, d. h. 008, und
aus I—Q—Z folgt deswegen Z = 5, d. h. 3—4—3.

Dann ist aber Y = 1 (siche 6P1—091—781, QQ8—607— 241), was mit Riicksicht
auf die Verbindung Y-/ ausgeschlossen ist.
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Im dritten moglichen Falle
(Po), d.i. Q:P,59

kann man vor allem die drei iibriggebliebenen Konfigurationsgeraden, die durch
den Punkt Q gehen, als 2— Q—6, 3—Q—8, 4— Q—0 wihlen und mit ¢ den dritten
Punkt auf der Geraden PQ bezeichnen, also PQt. Wire t ein Konfigurationspunkt,
dann wire t = Q, P, 5, 9 was begreiflich die Beziehung 05P —71Q — 68t ausschliesst.
Es kann also t kein Konfigurationspunkt sein, d. h. P : Q und ausserdem noch 6 : 8.
Wenn fiir einen Augenblick voraussetzen, dass 8 : 7 und daraus 8 : 6, 7, 0 ist, dann
muss die letzte durch den Punkt 8 gehende Gerade die Gerade 2—4—8 sein. Daraus
folgt 518 —0Q4— P72, P89 —7Q1—230 und ein Widerspruch mit 2 : 0, 2—-3.
*  Es muss also 8—7 sein und der besseren Ubersicht halber fithren wir die bisherigen
Teilergebnisse folgenderweise an:

(1) 2-0-6,3—Q—-8, 4—Q—0, PQ1, 68, 8:6,0, 8—7, t st kein Konfigu-

rationspunkt.

Fiir den Punkt T der Geraden 8 —7— T kann man nur die Werte 2, 4 einsetzen. Aus
den Relationen 89P—706—TI11. P98—Q17—t0T und der Tatsache, dass ¢ kein
Konfigurationspunkt ist, folgt die Beziehung T : 0. Deswegen ist offensichtlich T = 2
(siche 4—0— Q). So haben wir 8—7—2, 112 und 2 : 0 erhalten und weiter sehen wir
aus der Bezichung 581 —091 — PP2, dass auch 2 : 1, 0, P ist. Fiir den Punkt Y auf der
Geraden 2—4—Y ergibt sich 782—0Q4—63Y, d. h. Y kann nur 5, 9 sein.

Wire Y = 9, dann stésse 6Q2—901—341 an 3—4, 1 : 3. Es ist also 2—4—5 und
3—-5—6 ist die letzte Gerade, welche noch durch den Punkt 5 gehen kann. Leicht
sehen wir, dass 4—7—9, 2—3—9, 3—4— P die drei iibriggebliebenen Konfigurations-
geraden sein miissen. In diesem Falle ist aber der Punkt 2 — der von den Punkten
1, 0, P getrennt ist — vom Type B'.

Es verbleibt noch iiber die letzte Moglichkeit

(Po), . d.h Q:P5,0
zu sprechen.

Man bezeichnet 2— Q—6, 3— Q—8, 4— Q —9 als die letzten drei druch den Punkt @
gehenden Konfigurationsgeraden. Wire 8 mit 6 verbunden, dann kdnnte auf dieser
Geraden nur der Punkt 4 liegen und wegen der Relation 158 — 706 — QP3 wiirde man
zu einen Widerspruch mit Q —8—3 kommen. Es muss also & : 6 sein.

Infolge der Beziechung 346 —89P— QQ1 und der Geraden Q — 1 —7 kann auch nicht
Z = 6 sein und die letzte durch den Punkt 6 gehende Gerade muss also eine Gerade
6—T—t sein, wobei T = 3,4 und ¢t = 5, 9 ist. Den Fall T = 4 (und daraus ¢ = 5,
siche 4—9— Q) kann man sofort ausschliessen, was wir sogleich begreifen, wenn wir
uns iiber 645—Q38—2Z1 und 2:1, 1—Z klar werden. Folglich 6—3—t, wobei
t =359 ist. ) S

Im Fallet = 9, d. h. 6—3—9 muss 5 : Q, 9,6 und gleichzeitig 5—7—S sein, wobei
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S = 2, 4 ist. Der Relation 581 —7Q1 —S3] halber sehen wir, dass unter der Voraus-
setzung S = 2,4 auch 1 = X, Z wire, was begreiflich nicht méglich ist, da der
Punkt 7 mit beiden Punkten X und Z verbunden sein muss.

Es ist also t = 5, d. h. 6—3—5. Wenn wir erwégen, dass die Punkte 5, 7, 9 eine
fremde Gerade bilden (siehe 6/P—3Q8—579), folgen daraus die Separierungen
5:7,9,0;9:5,6, 7. Die letzten zwei Konfigurationsgeraden, die durch die Punkte 5
und 9 gehen, miissen deswegen die Geraden 2—3—9, 2—4—5 sein und dann wider-
sprechen die Beziehungen 579—-8Q3—112, 112—876—9QQ der Geraden 9—Q —4.

Damit haben wir bewiesen, dass

(T,) der Punkt Q mindestens mit einem der Punkten 5, P verbunden ist .

Man setzt voraus (fiir einen Augenblick), dass Q mit beiden Punkten 5 und P
verbunden ist. Ohne Beschridnkung der Allgemeinheit kann man auf die Gerade 5— Q
den Punkt 2 und analogisch auf P— Q den Punkt 3 legen.

Aus den Beziehungen 5P0— Q71— 266, 05P—71Q—683 folgt, dass 6 : 2 ist, weil
schon der Punkt 6 mit dem Punkte 3 (so wie mit dem Punkte 4) verbunden sein muss,
und man bekommt die Konfigurationsgerade 6 —8—3. Durch den Punkt 9 miissen
vier Geraden gehen und deswegen kann nicht 2—4— 9 sein. Der Separierung 2 : 1, P, 6
nach sehen wir, dass 2—9 ist, dass aber nicht 2—3—9 sein kann (anderenfalls wider-
spricht die Relation 239 —581— Q60 der Geraden 7—6—0). Daraus folgt, dass auf
der Geraden 2—9 nur der Punkt 7 liegen kann, d. h. dass 2—9—7ist.

In diesem Falle aber wiirde die Gerade 2— Q—5 der Beziehung 760 —982—235
widersprechen und daraus ist ersichtlich, dass

(T,) gleichzeitig nicht 5— Q und P— Q entstehen kann .

Im Falle P — Q ergeben sich fiir den Punkt 7 zwei Moglichkeiten, oder besser gesagt
wir werden jetzt unterscheiden, ob dieser Punkt konfigurationell oder nichtkonfigu-
rationell ist.

(P;)  Vor allem setzen wir voraus, dass / nicht ein Konfigurationspunkt ist (be-
greiflich stets unter der Bedingung P — Q).

Der Anfithrung T, nach muss schon Q : 5 sein und auf der Geraden P— Q kann
man den Punkt 2 wihlen, d. h. 2— Q—P. Aus den Beziehungen 16P—17Q— 102,
16P — 109 — 178, P50— Q17 — 286 sehen wir sofort, dass 7 : 8 und 2 : 0, I ist. Folglich
kann 286 nicht eine fremde Gerade sein. Also 2—8—6. Diese Teilergebnisse fassen
wir der besseren Ubersicht halber zusammen:

0 2-Q-P, 2-8-6,2:0,1, 7:8,P, Q:5.

Der Punkt 7 muss noch von einem der Punkte 2, 5, 9 separiert sein. Es sind also
folgende Moglichkeiten zu erwégen:
1) 7:8,Pr(r=952).
(I), : dh 7:8P9.
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Die beiden iibrigen Geraden, welche durch den Punkt 7 gehen, kann man als
7~3-5, 2—4—7 bezeichnen und aus P50— Q71—239 folgt die weitere Konfigura-
tionsgerade 2—3—9. Dann ist 4—5—¢ (¢ = 6, 9) die letzte durch den Punkt 5 gehende
Konfigurationsgerade. Deswegen ergibt sich aus 427 —581—1t6Q noch 6 : Q.

Wiire t = 9, dann kann der Punkt 6 noch auf der Geraden.3—4 liegen und die
Gerade 4— Q—0 ergibt sich aus 375—61P—4Q0. In diesem Falle wire der Punkt 0
(0:2, 3, 8) vom Type B'.

Auch in dem zweiten Falle, d. h. ¢t = 6 und folglich 4—5—6, 66Q kommt man zu
einem Widerspruch, weil 4— Q—9 die letzte durch den Punkt 9 gehende Gerade ist
und die daraus hervorgehende Beziehung 274—66Q—809 der Geraden 8—P—9
widerspricht;

L), - dh. 7:8,P,5.

Durch den Punkt 7 kann man noch die Geraden 7—9—3, 2—4—7 legen und
2—3—5 ergibt sich aus P98— Q71— 235. Analogisch wie oben ist 4—5—1(¢t = 6, 9)
die letzte Gerade, die noch durch den Punkt 5 gehen kann. Daraus folgt die Beziehung
427—-581—16Q und Separierung 6 : Q.

Im Falle t = 6, d. h. 4—5—6, 66Q muss wieder 4- Q—9 sein, was aber die Bezie-
hung 274 —66Q — 089 impliziert, welche der Geraden 8 —9 — P widerspricht.

Es muss also t = 9,d. h. 4—5—9 und 960 sein. Dann ist 3—4—6 die letzte durch
den Punkt 6 gehende Gerade und die weitere Konfigurationsgerade 4 — Q — 8 bekommt
man leicht aus 379—61P—4Q8. Daraus ergibt sich die sechzehnte Gerade 3—Q—0
und der Punkt 8 (8 : 3, 7, 0) ist vom Type B!.

Bei der letzten Moglichkeit

(), d.h. 7:8P,2

kann man 3—7-35 und 4—7—9 als zwei Geraden, die sich im Punkte 7 schneiden,
wihlen und aus P50-—Q71-—239, P98— Q71—245 folgen die Geraden 2—-3-9,
2—-4-5.
Im Falle 3—4—6 wire 5 (5 : Q, 6,9) vom Type A, im Falle 3—4—0 wire 0(0 : 2,
8, Q) vom Type B und in dem letzten Falle 3—4—8 wiire 8(8 : 7, 0, Q) vom Type B.
Damit haben wir bewiesen, dass

(Ts) ‘unter der Voraussetzung P—Q, der Punkt 7 ein Konfigurationspunkt sein muss .

Den Anfiihrungen T,, T; nach kann man weiter voraussetzen, dass Q : 5 ist, und
auf der Geraden P— Q den Punkt 2 wihlen. Es ist also 2—Q—P. Folglich P50—
—Q17-286, 6P1—091—78] und wegen des Widerspruches 787 mit 7Q1 bzw. 682
kann sich nicht 7 = 1 bzw. 7 = 2ergeben. Begreiflich wiihlen wir 7 = 3, d. h. 113, 378.

Wire 378 eine fremde Gerade, dann 3:7, 8, I, P. Deswegen ist 3—7—8 eine
Konfigurationsgerade und 2:1,6,8; 8:2,6,0. Dann kann durch den Punkt &
noch die Gerade 4—8— Q gehen und mit Riicksicht auf 6 : 2 ist der Punkt 6 schon
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mit beiden Punkten 3 und 4 verbunden, aber inzidiert nicht mit der Geraden 3—4.
3—6—Q ist also eine der Geraden, die durch den Punkt 6 gehen.

Erwidgt man die Giiltigkeit der Beziehung 230—P61—QQ9, 306—4Q8—292,
2:1,6,8, dann kann man auf der Konfigurationsgeraden Z—9—2 fiir Z nur 5
einsetzten, d. h. 2—9-5, 3—4—35.

In diesem Augenblick wire aber der Punkt 4 (der von den Punkten I, P, 0 getrennt
ist) vom Type B'.

Den obenangefiihrten Resultaten nach sahen wir, dass

(T,) P : Q und gleichzeitig Q —5 sein muss .

Avuf die Gerade Q—5 legt man den Punkt 2, also 2—Q—35, und 5P0— Q71—266
impliziert die Separierung 2 : 6, 1. Im Falle 8—6 wire T = 2, 3, 4 der dritte Schnitt-
punkt dieser Geraden mit der Kubik und man wiirde zu einem Widerspruch der
Relation 851 —607 — TPQ mit den Grundbedingungen T— Q, Q : P kommen. Daraus
folgt die Separierung 6 : 8, 2 und der besseren Ubersicht halber fiihren wir folgender-
massen die drei iibrigen Moglichkeiten an:

®,) 2—-Q-5, 266, 2:6,1, P:Q, 6:8,2,r (wobei r=0,9,5 ist).
Bei der Moglichkeit
(P), dh 6:820

kann man 3—6—35, 4—6—9 als die letzten zwei Geraden wihlen, die mit dem Punkte 6
inzidieren. Miihelos begreifen wir, dass mit dem Punkte 7 noch die Geraden 2—7—
—t(t = 8,9, P) und 3—4—7 inzidieren. Mit Riicksicht auf die Beziechung 347—
—662—59t, kann nur ¢t = 9 sein, d. h. 2—7—9, 995, und die Relation 995 —-076 — 123
widerspricht den Bedingungen [ : 2, 2—3.

(Py), dh 6:829.

Analogisch wihlt man 3—Q—6, 4—5—6 als die letzten zwei Geraden, die durch
den Punkt 6 gehen. Wire 9— Q, dann inzidiert diese Gerade mit dem Punkte 4 und
8P9—564—11Q schliesst 1—7—Q aus. Esistalso 9 : Q, d. h. zusammen 9 : 6, Q, 5,
und auf der Geraden 9—4 liegt noch der Punkt 2 (sieche 3Q6 — 456 —Z22, 9-2),d.h.
2—4-9 ist die vorletzte und 9—3— 7 die letzte Konfigurationsgerade, die durch den
Punkt 9 geht.

Im Falle 4— Q —0 widerspricht Z— 1 der Beziehung 389 —4Q0—-Z11.

Im Falle 4— Q—8 widerspricht 98P —7Q1 — 346 der Beziehung 3—Q—6.

Daraus aber ergibt sich Q : 0, 8, 9 und noch Q : P, was begreiflich unzulissig ist.

Bei der letzten Moglichkeit:

(Ps) d.h 6:825
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wihlen wir 3—Q—6, 4—6—9 als die letzten Geraden, die mit dem Punkte 6 inzidie-
ren, und da durch den Punkt 7 vier Konfigurationsgeraden gehen miissen, muss
gleichzeitig 2—7, 3—7, aber nicht 2—3—7 sein. Auf keiner dieser Geraden kann der
Punkt 8 liegen (siche 2—7—8 und der Widerspruch /—Q—7 mit P98—662— 147,
bzw. im Falle 3—7—8 die Gerade /—X und die Beziehung 378—2Q5—X11). Es
muss notwendig 7 : 8sein und ausserdem sehen wir, dass 4— Q —8, 2— 3 —8 dieiibrigen
durch 8 gehenden Konfigurationsgeraden sind. Dann widerspricht aber die Relation
P98—662—143 den gut bekannten Bezichungen [ : 4, 4—3.

Die Ergebnisse dieses Kapitels kann man mit Hilfe des folgenden Nebensatzes
zusammenfassen:

Lemma 4. Besteht eine Konfiguration mit B> (aber nicht mit A-, B'-, B3-, B*-)
Punkten, die mit einer irreduziblen Kurve dritter Ordnung inzidiert, dann kann
man das Schema dieser Konfiguration folgendermassen ausdriicken:

1 2 3 4 0-5—P
S, 0P57 -0Q34 904 5¢Q 0—-6-7
0689 86 79 SP8 67 P-8-9.

5. KAPITEL

In der im Literaturverzeichniss angefiihrten Arbeit [13] hat J. Metelka bewiesen,
dass in den Konfigurationen mit A-Punkten keine D-Punkte vorkommen k&nnen.
Diese D-Punkte ergeben sich auch nicht in den obenangefiihrten Schemen S, und S,.
Die einzige Konfiguration mit den D-Punkten, in welcher gleichzeitig keine B-Punkte
vorkommen, ist vom Type D,C,E,. Das Totalschema

9 0 0 P 1

1237 1234 346 245 20
45638 6785 587 876 3P

dieser Konfiguration kann man mit den Punkten und Geraden in der Projektions-
ebene iiber dem Korper der komplexen Zahlen realisieren, wie ich iibrigens in meiner
Arbeit (16) schon frither bewiesen habe.

Aus der Beziehung /94— 350 — 228 ersehen wir fast augenblicklich den Widerspruch
mit der Geraden P—2—8. Daraus ist ersichtlich, dass die Konfigurationspunkte nicht
auf einer irreduziblen Kurve dritter Ordnung liegen.

Man kann also den folgenden Hilfsatz dieses kurzen Kapitels aussprechen:

Lemma 5. Mit einer irreduziblen Kublk kann keine Konfiguration mit D-Punkten
inzidieren.
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6. KAPITEL

In diesem Kapitel suchen wir die Schemen von Konfigurationen, welche nur E-
und C-Punkte enthalten, unter der Voraussetzung der Existenz mindestens eines
E'-Punktes.

Es sei I ein E!-Punkt, der von den Punkten 2, 3, 4 getrennt ist. Dann bilden
bekanntlich (siehe die Definition der E'-Punkte) die Punkte 2, 3, 4 eine Konfigura-
tionsgerade und ausserdem existieren zwei weitere Geraden, welche mit den vier
Punkten 1, 2, 3, 4 nicht inzidieren. Diese Geraden kann man als 5—6—7, 5—8—9
bezeichnen, da sie einen gemeinsamen Konfigurationspunkt haben.

Das Teilschema von sechzehn Konfigurationsgeraden kann man deswegen folgen-
dermassen ausdriicken:

1 2 3 4

(1)

; 1:2,3,4

A-BR N N

—3-
—6—
—8—

L L N

Wir beziechnen weiter die drei iibrigen Konfigurationspunkte als 0, P, Q.

Der Punkt / muss mit dem Punkte 5 verbunden sein und auf der Geraden /-5
kann nur ein einziger der Punkte 0, P, Q liegen.

Wihit man

() 1-5-9,

was zuldssig ist, dann inzidiert die letzte durch den Punkt 5 gehende Konfigurations-
gerade mit einem Punkte der Menge 2, 3, 4 und auf dieser Geraden muss der Punkt 0
oder P liegen. Begreiflich kann man diese Gerade als

?) 2-5-P

annehmen und dann ergibt sich 5 : 3, 4, 0.

Wenn wir uns iiber die Verbindung 0 mit den Punkten 3, 4 klar werden und wenn
wir gleichzeitig erwiigen, dass der Punkt 0 nicht auf der Geraden 3—4 liegen kann,
dann sehen wir, dass 5 vom Typ B ist.

Man kann also den folgenden Hilfsatz aussprechen:

Lemma 6. Es existieren keine Konfigurationen vom Typ E;C,,_,, die mindestens
einen E'-Punkt enthalten.

7. KAPITEL

In diesem Kapitel suchen wir die Totalschemen vom Typ E}C,,_; unter der
Voraussetzung der Existenz wenigstens eines E-Punktes.
Zum Unterschied von den vorhergehenden Kapiteln wird man jetzt nicht aus-

289



driicklich voraussetzen, dass die Konfigurationspunkte mit einer irreduziblen Kubik
inzidieren.

Anfangs ist es zweckmdissig die Konfigurationspunkte nicht mit Zahlen, sondern
mit Buchstabén zu bezeichen.

Es sei Z ein E2-Punkt, der von den Punkten P,, P,, P, separiert ist. Nach der
Definition ergibt sich vorerst P, — P, — P, und es existieren genau zwei Konfigura-
tionsgeraden, die nicht mit den Punkten P,, P,, P;, Z inzidieren und auf welchen
sechs verschiedene Konfigurationspunkte liegen. Diese Geraden werden wir weiter-
hin kurz als g, r bezeichnen und auf die Gerade g (bzw. r) werden wir die Punkte
01, 0;, Q3 (bzw. Ry, Ry, R;) legen. Die iibrigenen zwei Konfigurationspunkte
mégen U,, U, sein.

So haben wir zwolf Konfigurationspunkte in fiinf disjunkte Mengen geteilt:

() "z=(2); p=(P) 3=(Q); F=(R); a=(U), wobei i=123;
: =12t

Es sei weiter § die Vereinigung § 4 7.

Analogisch kann man auch die sechzehn Konfigurationsgeraden in drei disjunkte
Menge teilen. In die Menge m, legen wir die Geraden p = P,—P,—P;, q =
= Q,—0,—0Q;und r = R, —R, —R;. Vier Geraden, die durch den Punkt Z gehen,
reihen wir in die Menge 7, ein und die neun iibrigen Geraden gehoren zur Menge 5.

Der besseren Ubersicht halber kann man symbolisch das Teilschema folgender-
massen anfiihren:

" p=P,—P,—P, z P, P, P,
) r = R;—R,—R; :
9=0,—-0:—-0s
my m; ms

Der Punkt Z ist nur von den Punkten der Menge p getrennt, so dass ein beliebiger
Punkt S; (aus der Menge §) schon mit dem Punkte Z verbunden sein muss. Eine
der Geraden, die durch den Punkt S; geht, gehort zur Menge 71,, die zweite zur
Menge 7, (siche 2) und deswegen miissen die zwei iibrigen Geraden zur Menge i,
gehoren. Daraus ist ersichtlich, dass der Punkt S; genau mit zwei Punkten aus der
Menge p verbunden ist und von dem dritten Punkte dieser Menge getrennt sein muss.

Man kann also behaupten, dass P, : S, S5, Z; P,:S,,Ss,Z; P;:S3,S,,Z ist.

Uberpriifen wir vorerst, dass die Punkte S;, S; welche von dem Punkte P; getrennt
sind — also P, : S, Sj, Z — auf keiner der Geraden g (resp. r) liegen kénnen. Ande-
renfalls wiirden diese zwei Punkte S;, S; gleichzeitig mit Z verbunden sein, d. h.
S,—Z, S;—Z und ausserdem S;—S;—S,. In diesem Falle wire der Punkt P; (im
Widerspruch zur Voraussetzung ) vom Typ B.-Wir sehen also, dass sich

(3) ‘ - Pi:Q,R,,Z
fiir alle i = 1, 2, 3 ergibt.
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Weiter wird man beweisen, dass
(Ty) kein Punkt der Menge § von beiden Punkten der Menge @ getrennt sein kann.

Den Beweis dieser Behauptung bekommt man mit Hilfe des Widerspruches. |

Man setzt voraus, dass wenigstens ein Punkt der Menge § (z. B. der Punkt Ql) von
beiden Punkten der Menge # getrennt ist, also Q; : Uy, U,, P,. Dann kann begreiflich
der Punkt P, nicht ein C-Punkt sein (dem Ergebnisse 3 nach) und er muss vom Typ E
sein. D. h. Q, — R, —Z ist eine Konfigurationsgerade und in diesem Falle stellen wir
schon leicht die dritten Punkte auf den Geraden Q; — P,, Q, — P, fest. Man bekommt
also die Beziehungen:

(a) Q,:P,U;,Uy; Qi—R,~Z; Qi —P,—Ry; Q,—P;—R,.

P, ist ein E-Punkt. Deswegen existieren genau zwei Konfigurationsgeraden, die
mit keinem der Punkte Py, Q,, R,, Z inzidieren. Sofort ersehen wir, dass keine von
diesen Geraden zu den Mengen 7, und 7, gehdren kann, und deswegen miissen
beide Geraden zur Menge i, gehdren. Man kann also behaupten, dass

(b) U = P—X,—Y,, 03 = P3—X;-Y;

ist, da diese Geraden nicht mit dem Punkte P, inzidieren kénnen.

Auf den Geraden v,, v; liegt auch keiner der Punkte Q,, R, und gemiss dem
Ergebnisse (3) erhalten wir nur folgende zwei Méglichkeiten: X,, Y, = @5, U,, U, 5
X5 Y, =0, U, U,.

Unter Hinweis auf die Bedingung, dass P; ein E-Punkt ist, muss er sogar vom
Typ E? sein. Die Geraden v,, v; kdnnen sich also nicht im Konfigurationspunkte
schneiden und daraus (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) folgt:

(C) v, = P,—Q3-U,, v3=P;—-Q,-U,.

Man wird jetzt die durch den Punkt R; gehenden Geraden nidher untersuchen.
Wir kennen schon zwei von diesen Geraden (der Anfiihrung (a) und dem Ergebnisse
(2) nach). Die zwei iibriggebliebenen Geraden (die durch den Punkt R, gehen) miissen
also R, —P,—U, und R, —P;—U, sein (siche die Anfiihrung 2). Folglich R, : P,,
0,, Q; und der Punkt R, ist vom Typ B. - '

Damit ist die Behauptung T, vollig bewiesen.

Weiter kann man behaupten, dass
(T,) alle Punkte der Menge p vom Type C sind.

Fiir den Beweis setzen wir selbstverstdndlich das Gegenteil voraus, ndmlich dass
wenigstens ein Punkt der Menge p (z. B. P, ) ein E-Punkt ist. Wegen des vorangefiihrten
Ergebnisses ist der Punkt P, von dem Punkte Q, getrennt und der Punkt Q; kann
deswegen nur von zwei Punkten der Menge (U, U, R, R;) separiert sein.
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Die Separierung @, : Py, Uy, U, widerspricht der Behauptung T, und im Falle
0, : R,, R,, P, wire der Punkt Q, vom Type B. Es muss also Q, : Py, U;, R; sein
und man kann begreiflich voraussetzen, dass

-

(d) ' Q,:P,U,R,

ist. Ausserdem wissen wir schon, dass sich Q, — R, —Z ergibt.

Aus den Ergebnissen (2), (3) und der Anfithrung (d) folgt, dass auf der Geraden
Q, — P, der Punkt U, liegt, und folglich kann mit der Geraden P;— R, nur ein ein-
ziger Punkt aus der Gruppe U,, Q, inzidieren.

Beide diese Mdglichkeiten sind ausgeschlossen, weil im Falle P;—R,—U, (resp.

~R;~U,) der Punkt Q; (resp. P,) vom Type B wire.

Damlt ist auch die Behauptung T, v6llig bewiesen.

Weil ‘alle Punkte der Menge p vom Typ C sind, kann man das Texlergcbms (3)
folgendermassen vervollstandigen:

(4) Esist P; : Q;, R;, Z; Q, : R, fiir alle Werte i = 1, 2, 3
giiltig.
Weiter behaupte ich, dass
(T3) ' Ul - U2
ist.

Zum Beweis dieser Behauptung setzen wir voraus, dass im Gegenteil U, : U,,
d. h. U, :U,, S, S; ist (denn beide Punkte der Menge # miissen schon mit dem
Punkte Z und mit allen Punkten der Menge p verbunden sein). Unter der Voraus-
setzung S; : U, wire S; : U,, U, im Widerspruch mit der Behauptung T,. Es muss
also S;—U, und analogisch S;—U, sein.

Die Punkte U,, S;, S; liegen auf keiner Konfigurationsgeraden, weil eine solche
Gerade nicht in den Mengen iy, ,, M, vorkommt. (Ausserdem gemiss der Ver-
bindung S;—U, konnen diese Punkte nich einmal auf einer fremden Geraden lie-
gen). Der Punkt U, ist also vom Type C und folglich S; : S;, so dass U, : U, Q;, R;
Q;: R, ist.

Dem Ergebnis (4) nach sehen wir, dass Q; : P;, R;, U,, R, und folglich R, = R,
ist, was zu den folgenden Bezichungen fiihrt:

() U, :U,, Q;, R; und analogisch U, : Uy, Q;, R;,

wobei begreiflich die Punkte Q;, Q;, R;, R, untereinander verschieden sind.

Wir beachten jetzt niiher den dritten Punkt (Q,) aus der Menge g, den wir bis jetzt
noch nicht in Erwéigung gezogen haben. Vor allem ist dieser Punkt mit allen Punkten
den Mengen §, i, Z verbunden und im Sinne der Anfiihrung (4) von einem der
Punkte (P,) aus der Menge p getrennt.
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Es ergeben sich also folgende zwei Mglichkeiten:
entweder Q, : Py, Ry, R;, oder Q,:P,R,R;.

Das ist aber unzuldssig, da (wegen der Beziechung R, : Uy, Q;, P;; R; : U,, Q;, Pj)
der Punkt Q, mit beiderr Punkten R;, R; verbunden sein muss.

Damit ist T, bewiesen.

Fiir die Punkte der Menge # kommen also nur die Separierungen U, : S,, S,, S3;
U, :8S,, S5, S in Betracht. In diesen Beziechungen sind begreiflich auch verschiedene
Punkte der Menge § mit verschiedenen Indexen bezeichnet (da jeder Punkt der Menge §
hochstens von einem Punkte aus der Menge # getrennt sein kann). Es ergeben sich
also folgende zwei Mdoglichkeiten:

Entweder liegen die Punkte S;, S,, S; (und dann auch S,, Ss, SG) auf einer Ge-
raden q (resp. r) oder liegen diese Punkte auf verschiedenen Geraden. Diese zwei
Moglichkeiten kann man kurz so bezeichnen:

() entweder U;:Q;, Q;, R, oder
(e) U;: Qs Q2 Qs -

Wir werden uns zuerst mit der Moglichkeit (f) beschéftigen. Weil Q,— Q;—R, zu
keiner der Mengen m,, m,, m3 gehort und Q; mit Q; verbunden ist, muss U; vom
Typ C sein und es ist entweder Q, : R,, oder Q; : R,. Ohne Beschridnkung der Allge-
meinheit kann man voraussetzen, dass Q; : R, ist. Wegen Ergebnisse (4) und (f ) muss
also Q; : Ry, U;, P, R;, d. h. Ry = R; sein. Daraus folgt U; : Q;, Q;, R; und U; : R,
Ry, Q. In diesem Falle ergibt sich aber Q; : U;, P;, R;; R; : U;, P;, d. h. der Punkt Q,
ist vom Typ D. ‘ '

Damit ist der Fall (f) ausgeschlossen und ‘es verbleibt nur der Fall (g). Diesen Fall
fithren wir folgendermassen an:

(5) U;j:04,0:,05; Us:R;,Ry,R;.

In diesem Stadium ist es vorteilhaft, die bisher mit Buchstaben bezeichneten Kon-
figurationspunkte mit Ziffern zu bezeichnen, zusétzlich mit P und Q:

Py P, P3U, U; Q1 Q> Q3 Ry Ry Ry 2
1 234508 6 7 9 P Q.

Aus den Ergebnissen (1), (4) und (5) bekommt man einfach:

(6) 1:7,0,0; 2:8,9,0; 3:6,P,Q; 4:6,8,0;,5:7,9,P; 6:3,4,P;
7:1,5,0; 8:2,4,9,9:2,5,8,0:1,4,7; P:3,5,6, Q:1,2,3;, 1-2-3;
6—8-0;, 7—-9—P.

Daraus ist ersichtlich, dass nur die Punkte 4, 5, Q vom Typ E? sind. Die iibrigen
Konfigurationspunkte sind schon vom Typ C.
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Das Teilschema (6) dndert sich nicht bei Beniitzung folgender Permutationen:

() Py = (45),(89), (6P), (70); p, = (23).(68), (9P);
. ps = (12), (78), (90), (45), (6P) .

Dazu bemerke ich, dass noch weitere Permutationen existieren, aber die drei
obenangefiihrten werden uns fiir unsere Aufgabe reichlich geniigen.

Die Konfigurationspunkte 4, 5 sind verbunden und der dritte Punkt dieser Gera-
den muss ein einziger bestimmter Punkt der Menge 1, 2, 3, Q sein (weil 4—5 eine
Gerade der Menge m, und 7 ist).

Bei Beniitzung der Permutation p, sehen wir, dass die Mdéglichkeiten 4—5—2,
4—5—3 dquivalent sind, und zum gleichen Ergebnis gelangen wir, wenn wir fiir die
Moglichkeiten 4—5— 1, 4—5—2 die Permutation p; beniitzen. Daraus ist ersichtlich,
dass es hinreicht, wenn fiir die Geraden 4—5 nur folgende zwei Moglichkeiten in
Betracht genommen werden:

(8) M, =4-5-Q; M,=4-5-2.

Beschiftigen wir uns vorerst mit der Moglichkeit M, dann sehen wir, dass durch
den Punkt Q entweder

0 oder Q Geraden gehen konnen.

4680 4680
57P9 597pP

Unter Hinweis auf die Permutation p, sind diese zwei Moglichkeit dquivalent und
man kann nur dier erste Moglichkeit erwidgen. Die iibrigen Konfigurationsgeraden
finden wir schon verhéltnismaissig leicht und bekommen so das Totalschema:

O) 0 1 2 3
4680 2684 604 804 6-8-0
57P9 395P S5P7 759 7-9-P.

In diesem Kapitel bleibt noch die Méoglichkeit M, aus der Anfithrung (8) zu
erwigen. Hier stellen wir augenblicklich alle durch den Punkt 2 gehende Konfigura-
tionsgeraden fest. Es sind die Geraden:

(10) - 2-3-1,2-4-5,2-6-7,2-0-P.
Fiir die Geraden, die durch den Punkt I gehen, haben wir bisher zwei Méglich-
keiten:
1 1
2684 268 4
395P 35P9.
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Diese Mdglichkeiten sind #quivalent (siche die Permutation p:) und ‘man kann
also nur die erste Moglichkeit fiir weitere Erwdgungen beniitzen. Die iibriggebliebe-
nen Konfigurationsgeraden finden wir schon ohne viel Miihe und bekommen so das
weitere Totalschema:

(11) 0 1 2 3
6804 2684 460 804 6-8-0
5P97 395P 57P 759 7-9-P.

Mit Riicksicht auf das Resultat (6) sehen wir, dass die Konfigurationspunkte 2, 6, 7
vom Typ C? und 4, 5, Q vom Typ E? sind. Die iibrigen Punkte sind vom Type C',
so dass das ganze Schema (11) vom Type E3C¢C3 ist.

Analogisch finden wir den Typ E3C3 des Schemas (9).

Unter den gegebenen Verhiltnissen kénnen diese zwei Schemen nicht dquivalent
sein. Die Ergebnisse dieses Kapitels kann man also in dem folgenden Hilfsatz zu-
sammenfassen:

Lemma 7. Es existieren nur die zwei folgenden, nicht dquivalenten Schemen, in
denen nur E*- und C-Punkte vorkommen:

S, 4 0 1 2 3

4680 2684 60 4 804 6—-8—
xyP9 395P x Py 759 7—-9—

0, wobei
P x,y=235,7ist.

Im Falle x = 5 handelt es sich um den Typ E3C% und im anderen Falle um den
Typ E3CC3.

Bemerkung. In dem letzten Kapitel werden wir auch beweisen, dass diese zwei
Schemen wirklich realisierbar sind und dass die Konfigurationspunkte auf einer
Kurve dritter Ordnung liegen.

8. KAPITEL

In diesem Kapitel suchen wir die Schemen von Type C,,, wobei die Existens
mindestens eines C2-Punktes vorausgesetzt wird.

Es sei I ein C?-Punkt, der von den Punkten 2, 3, 4 getrennt ist, und weiter ergebe
sich auch 3 : 4. Wir wissen schon, dass genau zwei Konfigurationsgeraden existieren,
die sich nicht in dem Konfigurationspunkte schneiden und gleichzeitig mit keinem
Punkte der Gruppe I, 2, 3, 4 inzidieren. Als diese zwei Geraden kann man 5—6—7,
8—-9—0 wihlen und die zwei iibrigen Konfigurationspunkte kann man als P, Q
bezeichnen.

295



Diese Teilergebnisse fassen wir zusammen und fiihren die zwei moglichen Alterna-
tiven fiir die Geraden, die durch den Punkt I gehen, an: -

M, 1-5-81-6-9,1-7-0,1-P~-Q,5—-6-7,8—-9-0,2-3,2—4,
3:4;1:2,3,4.

M, [1-5-81-6-9,1-7—-Q,1-P-0,5-6—-7,8—-9—0, 2-3, 2—'4,
3:4;,1:2,3,4.

Ich empfehle dem Leser sich zu iiberzeugen, dass alle iibrigen Moglichkeiten fiir
die Geraden, die durch den Punkt ] gehen konnen, mit den Moglichkeiten M,
oder M, dquivalent sind.

Wir konzentrieren uns jetzt auf die Méglichkeit M,, Durch den Punkt P (bzw. Q)
miissen vier Konfigurationsgeraden gehen und deswegen ist dieser Punkt mit den
Punkten 1, 2, 3, 4 verbunden, aber er kann nicht auf den Geraden 2—3, 2—4 liegen.
Man kann also das Teilschema fiir diese Moglichkeit folgendermassen anfiihren:

(M;) 1 2 3 4

567P PQ .PQ .PQ 8-9-0,5-6-7,2-3,2-4.
890Q xy

Der Punkt 2 ist von dem Punkte / getrennt und wir sehen, dass er noch von den
zwei Punkten aus der Menge (5, 6,7,8,9, 0) separiert sein muss. Begreiflich kann
man voraussetzen, dass 2:0,d. h. 2: 1, 0 ist.

In dem Falle 2 : 7 wire der Punkt 2 vom Typ E. Inden Fillen 2 : 8 oder 2 : 9 wire

-er vom Typ B. Deswegen muss entweder 2 : 5, oder 2 : 6 sein. Mit Riicksicht auf die
zuldssige Permutation (56), (89), kann man 2 : 6 wihlen, der Punkt 2 ist also von den
Punkten 1, 0, 6 getrennt. Ausserdem muss 0 : 6 sein, weil der Punkt 2 vom Typ C ist.

Fiir die zwei Punkte x, y auf den Geraden 2— P, 2— Q ergeben sich — den zuléssi-
gen Permutation (79), (60), (58) nach — nur die Mdglichkeiten 79, 59, 58, 57. Weil
auch (PQ) eine zulédssige Permutation ist, kann man fiir die erste Ziffer (aus diesen

~ Paaren) x und fiir die zweite y annehmen.
Diese Méglichkeiten fassen wir mit den bisherigen Ergebnissen kurz zusammen:

(1) 2:1,0,6; 0:6; xy = 79,59,57,58.
Im Falle \
' x=7,y=9, d.h 2-P-7,2-0-9

konnen auf den Geraden 2— 3, 2—4 nur die Punkte 5, 8 liegen. Der Permutation (34)
nach kann man 2—3—5, 2—4—8 wihlen und somit folgt aus 2P7—815—4Q6,
248—-961—QQ5, dass 4—Q—6und Q : Sist.

Im Falle, dass der Punkt P mit dem Punkte 6 verbunden ist, kann auf dieser Gera-
den nur der Punkt 3 liegen und wir haben einen Widerspruch der Relation 235—
— QP1-968 mit der Geraden 9—6— 1. Es muss also 6 : P sein, d. h. 6 : 0, 2, P.

296



Dann ist 3—6—8 die letzte Gerade, die noch durch den Punkt 6 gehen kann, und
daraus folgt, die Separierung 8 :7, P, Q. Weil sich P—Q und P—7 ergibt, muss
schon 7 : Q sein (8 ist ein C-Punkt), d.h. Q:5,7,8, so dass die letzte durch den
Punkt Q gehende Gerade die Gerade Q—3—0 ist.

Dann aber widerspricht 2P7—3Q0—511 der Geraden 5—1—8 und wir kénnen
uns dem weiteren Falle zuwenden.

x=5y=9, dh 2-P-5 2-0Q0-9.

Auf den Geraden 2— 3, 2—4 kénnen nur die Punkte 7, 8 liegen und der Permutation
(34) nach kann man diese Geraden als 2—3—7, 2—4—8 bezeichnen. Die weitere
Konfigurationsgerade 3—8— P bekommt man aus der Bezichung 29Q—701—38P.
Dann ergibt sich 8:6,7, Q und 6 : 2,0, 8, so dass die letzten durch den Punkt 6
gehenden Geraden die Geraden 3— Q —6, 4— P —6 sein kdnnen. Jetzt aber kommen
wir schon zum Widerspruch der Geraden 7— I —0 mit der Beziehung 2P5—3Q6—717.

Im vorletzten Falle

x=5y=7, dh 2-P-5 2-Q-7

bekommt man augenblicklich einen Widerspruch der Beziehung PQI—576—229
mit der Separierung 2: 1,0, 6 (wo schon die Punkte 2 und 9 verbunden sein miissen),

Es bleibt also noch der letzten Fall
x=5y=8, dh 2-P-5 2-Q0-8

zu 16sen. Mit den Geraden 2— 3, 2—4 konnen nur die Punkte 7, 9 inzidieren und der
zuldssigen Permutation (34) nach kann man diese Geraden als 2—3—7, 2—4—-9
bezeichnen. Man bekommt vor allem zwei weitere Konfigurationsgeraden 4— Q—7,
3—P—9 und ausserdem noch die Bedingungen 7 :8,9, P; 9:5,7, Q. Weil 7 und 9
auch C-Punkte sein miissen, ergibt sich notwendigerweise 5 : Q und 8 : P.

Wire P—0, dann konnte auf dieser Geraden nur der Punkt 4 liegen und man
wiirde zu dem Widerspruch der Relation PQI—089 —426 mit der Geraden 4—2—9
kommen. Es muss also P : 0 sein und daraus ergibt sich P:7,8,0; 0: 2,6, P. Der
Punkt 6 ist schon mit dem Punkte P verbunden und diese Gerade inzidiert mit dem
Punkte 4. So haben wir die Gerade 4—6—P bekommen und aus der Beziehung
249— QP1—-866 sehen wir, dass auch 8 : 6, d. h. 8 : 6, 7, P ist. Die letzte durch den
Punkt 8 gehende Gerade 3—4—8& widerspricht der Beziehung 3 : 4 und damit ist die
Moglichkeit M, véllig ausgeschopft.

Bei der zweiten Moglichkeit M, miissen analogisch die

(T,)  Punkte P, Q mit allen vier Punkten 1, 2, 3, 4 verbunden sein, kénnen aber
nich auf den Geraden 2- 3, 2—4 liegen.
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Das Teilschema fiir diese Moglichkeit kann man also folgendermassen ausdriicken:

(M) 1 2 3 4
- 567P 34.. ... .. 5=
8900 .... ... ... &

6—7
9-0.

Man erwigt, dass sich dieses Teilschema bei der Beniitzung den angefiihrten
Permutationen nicht dndert:

{(p) Py = (56),(89); p, = (58),(69). (70), (PQ); ps=(349).

Wir beweisen zuerst, dass sich
(Tz) X—7-0 (wobei X = 3,4) nicht ergibt .

Der Permutation (34) nach kann man nur den Fall 3—7—0 voraussetzen. Der
Punkt 3 ist von den Punkten 1, 4, t(t =3,6,8, 9) getrennt und der zuldssigen Per-
mutationen p,, p, halber kann man weiter voraussetzen, dass 3 : I, 4, 5 ist. Es folgt
.daraus 3—-8-X, 3—-9-Y, 3—6—Z, wobei X =6,P,Q; Y=5,P,Q; Z=8,P,Q
ist. Ausserdem folgen aus den Beziehungen 567 —890—113, 113—908—6PX, 113—
—809—5PY, 113—-576—-8QZ die Separierungen 6 : P; 5: P; 8: Q.

Im Falle 5 : 0 wire der Punkt 5(5 : 3, P, 0) vom Typ B. Es ist also 5—0. Wire
2—P—Q, dann wiirde die Beziechung P0l— Q71—233 der Verbindung 2—3 wider-
sprechen. Aus diesen Ergebnissen erwigen wir, dass der Punkt 2 nicht auf der Gera-
den 5—0 liegen kann (weil sich anderenfalls nach der Behauptung T, 2—P—Q
ergiibe). Es muss also 5—0—4 sein und deswegen ist 2—5— Q die letzte durch den
Punkt 5 gehende Konfigurationsgerade. Folglich ergibt sich 5 : 3, P,9und 0 : 6, Q, 2.

Der Punkt 2 muss mit dem Punkte 7 verbunden sein, denn anderenfalls wire er
von Typ B. Es muss auch 7— P sein. (Im gegenteiligen Falle wire P : 5, 6, 7 und daraus
folgt, dass P vom Typ E ist.) Die letzte durch den Punkt 7 gehende Gerade ist also
die Gerade 2—7—P,d. h. 7:4,8,9; 4: 1,3, 7 und der Punkt 7 ist vom Typ B.

Damit ist die Anfithrung T, vollig bewiesen und ich behaupte noch, dass sich
(T,) 7:0 ergibt.

Zur Beweisfiilhrung geniigt die Voraussetzung, dass 7—0—2 ist und dass wir auf
einen Widerspruch stossen. Unter diesen Bedingungen muss nach der Behauptung T,
auch 2—P— Q sein. Weil 2 : 1, a, b und der Punkt 2 vom Typ C ist, muss auch a : b
sein. Dann ergeben sich zwei Alternativen: entweder 2:1,5,9, oder 2:1,6,8.
Diese Alternativen sind dquivalent (der Permutation p, nach) und man kann voraus-
setzen, dass 2: 1, 5, 9 und daraus auch 5 : 9 ist.

Auf den Geraden 2— 3, 2—4 kénnen nur die Punkte 6, 8 liegen und mit Hilfe der
Permutation p, wihlen wir auf der Geraden 2— 3 den Punkt 6,d. h.2—3—-6,2—4-8.
Aus den Relationen 890—567—112, 112—576—8Q3, 112—908—6P4 folgen die
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Beziehungen 8—Q—3, 6—P—4, 6:8,0, Q; 8:6,7, P und weiter 0: Q; 7 : P, weil
6, 8 die C-Punkte sind.

Im Falle 3—5— P widerspricht die Beziehung 263 —01P — 795 der Geraden 7—6—35
und einfach iiberzeugen wir uns, dass auf der Geradenl 3— P nur der Punkt 9 liegen
kann. Es ist also 3—P—9 die weitere Konfigurationsgerade und die Trennung
9:7,2,5 bekommt man aus 236—0P1—799. Dann muss aber 4—Q—9 die letzte
durch den Punkt 9 gehende Konfigurationsgerade sein und man bekommt einen
Widerspruch der Geraden 0 —9 —8 mit der Relation 248—70Q1—095.

So haben wir die Behauptung T; bewiesen.
Weiter kann man behaupten, dass

(T4)  der Punkt 7 wenigstens von einem Punkte der Menge 2, 3, 4 getrennt ist.

Begreiflich setzen wir das Gegenteil voraus. Im Falle 7 : 0, 8, 9 ist der Punkt 7 vom
Typ E. Die zuldssige Permutation p; erlaubt uns die Voraussetzung 7:0,9, P zu
erwidgen. Es ist entweder 2—3—7 oder 2—4—7 eine der Geraden, die durch den
Punkt 7 gehen. Hinsichtlich der Permutation p; kann man diese Gerade als 2—3—7
bezeichnen. Dann muss durch den Punkt 7 noch die Gerade 4—7—8 gehen. Die
Separierung P : 9 folgt aus der Bedingung, dass 7 ein C-Punkt sein muss.

Fiir den Punkt ¢ auf der Geraden 4— P—t ergeben sich zwei Mdéglichkeiten ¢t =
= 5, Q (siche 1P0—748—Qt9) und ausserdem im Falle t = 5 wire.9:Q, 5,7, P.
Es ist also 4— P— Q und folglich QQ9; 9 : 7, P, Q. Auf der Geraden 2—9 kann also
nur der Punkt 4 liegen und so bekommen wir die letzten zwei Geraden 2—4—9,
3—5-9, die noch durch den Punkt 9 gehen konnen. Die weitere Konfigurationsgerade
3—P—6 ergibt sich aus 7Q1 —249 —3P6.

Wire 2—0, d. h. 2—0— Q, dann wiirde die Gerade 0—8—9 im Widerspruch mit
Q71— 249 — 086 sein. Es ist also 2 : 0 und auf der Geraden 3—0 kann nur der Punkt Q
liegen, also 3—0— Q. In diesem Augenblicke widerspricht die Gerade 7—4—8 der
Beziehung 249 —3Q0—7P8.

Damit ist die Behauptung T, bewiesen und man kann noch in Erwégung ziehen,
dass im Falle 7:3,d. h. 3:1,4,7;7:3,0,t (t = 8,9, P) der Punkt 7 vom Typ B
wire. Es muss deswegen 7—3 und analogisch auch 7—4 sein. Mit Riicksicht auf T,
bekommen wir so die Trennung:

(Ts) 7:2.
Setzen wir fiir einen Augenblick voraus, dass
(Py) 2-0 ist,

dann 2:1,7,a (wobei sich a = 8,9 und a : 7 ergeben muss), da der Punkt 2 vom
Typ Cist. Die zuldssige Permutation p, erlaubt uns die Separierung 2:1,7,8
voraussetzen, daraus folgt noch 7:8und 7 : 2,0, 8.
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Wenn wir die durch den Punkt 7 gehenden Konfigurationsgeraden suchen, be-
niitzen wir die Permutation p;, und diese Geraden bezeichnen wir als die Geraden
3—7—-P,4—7—P. Weil 8 : 2 ist, muss auch §—4—1(t = 6, Q) sein, was aber wegen
der Beziehung'908 —7P4—31t und Bedingungen 1—t, 1 : 3 unmdglich ist. Damit ist
bewiesen, dass :

(Ts) 2:1,7,0 ist.
Wir setzen noch die Existenz der Konfigurationsgeraden

(Pz) 2—-P-Q
voraus.

Wegen der Permutationen p, und p; kann man 2—5—9, 2—3—6, 2—4—8 als die
iibrigen durch den Punkt 2 gehenden Geraden annehmen. In den Fillen 5—Q—t
(bzw. 9— Q—1t), wobei t = 3, 4 ist, wiirde die Relation 587 — Q2P — 40 der Verbin-
dung 4—0 (bzw. 961 — Q2P —t30 der Geraden 3—0) widersprechen. Esist also Q : 5,
9, Tund T=6,8,0.

Der Punkt Q ist allerdings vom Typ C und ausserdem ergibt sich 5—9—2. Es muss
also entweder 5 : 7, oder 9 : T sein und daraus sehen wir, dass nicht T = 6, 8 sein
kann. Im letzten Falle T=0,d. h. 0 :5,9,0 wire 0:2,7, Q, 5 und daraus ergibt
sich, dass die Voraussetzung P, falsch ist.

(T_‘I) Q:P
beweisen.

Wegen der Permutation p, geniigt es die Existenz der Konfigurationsgeraden
3—P—Q vorauszusetzten. Die Permutation p, erlaubt uns auch die Gerade 3—7—8
zu erwiégen.

Im Falle Q-9-T(t = 2, 4) widerspricht die Gerade Q—3— P der Relation 980 —
—Q71—T3P. Es muss also 9 : Q sein und fiir den Punkt ¢ der Geraden 2—9—1¢
kommen drei Mdglichkeiten ¢t = 3, 4, P in Betracht. Wire ¢t = 3, dann wire 2: ],
7,0, 5 (siehe 961 —378—255). Auch der Fall ¢t = 4 ist unmdoglich, weil 3—0-9 als
die letzte durch den Punkt 9 gehende Gerade der Geraden 8—0—9 widersprechen
wiirde. Daraus folgt nur 2—9—P und 9:3 (wie wir sofort sehen kénnen), d. h.
3:1,4,9 und 9:Q, 3, x (wobei x = 5, 7 ist). Begreiflich kann nicht x = 7 sein,
weil anderenfalls 9 vom Typ B wire. Folglich9 : 0, 3, 5und 5 : Q.

4—9—7 ist die letzte mit dem Punkte 9 inzidierbare Gerade, d. h. 7 : 2, 0, 5. Daraus
sehen wir, dass auf der Geraden 4—0 nur der Punkt Q liegen kann und man kommt
zu einem Widerspruch der Bedingungen 3—6, 3 : 4 mit 809 —7Q1—346.

Die Behauptung T ist damit bewiesen.

Der Punkt 7 ist von den Punkten 0, 2 getrennt und deswegen muss er noch von
einem der Punkte 8, 9 separiert sein. Gemiiss den Permutationen p, und p; kann man
voraussetzen, dass 3—7—8 ist.
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Mit Riicksicht auf 2 :0 muss schon 0 : 3 und 0 : 4 sein, d. h. auf der Geraden
0—3 liegt der Punkt Q (anderenfalls inzidiert er mit der Geraden 3—P, was im
Gegensatz zur Behauptung T, wiire).

Schliesslich kann auf der letzten durch den Punkt 0 gehenden Geraden 4—0
weder P noch Q liegen.

Fassen wir alle diese Ergebnisse zusammen, konnen wir das Teilschema M,
folgendermassen anfiihren:

1 2 3 4
567 P 34PQ 7PQ 0PQ 5-6-7 2:1,7,0
89 Q0 e 8.0 . 8—-9-0 7:0

Dann ist offenbar 4—7—P eine weitere mit dem Punkte 7 inzidierbare Konfigu-
rationsgerade und aus den Relationen /P0—873—540, 809 —7Q1—336 folgt 4— Q0 —5
und 3:1,4,6. Danach muss 4—0—6 eine von den durch den Punkt 6 gehenden
Geraden sein. Leicht finden wir noch die weiteren zwei Geraden 3—P—-9, 2—3—-5
und stellen fest, dass der Punkt 5 (5 10, P, 9) vom Typ B ist.

Wir kénnen jetzt den Hilfsatz dieses Kapitels anfiihren:

Lemma 8. Die Punkte der Konfigurationen C{C3,_; (i > 0) kénnen nicht mit
einer irreduziblen Kubik inzidieren.

Bemerkung. Dazu bemerke ich noch, dass vier Konfigurationen vom Type cici, .,
existieren (die aber begreiflich nicht mit der Kubik inzidieren) und in einer meiner
anderen Arbeiten angefiihrt werden.

9. KAPITEL

In diesem Kapitel suchen wir die Schemen der Konfigurationen C},. Es sei 7 ein
C!-Punkt, der von den Punkten 2, 3, 4 getrennt ist. Wir setzen weiter voraus, dass
3: 4 ist. Es existieren genau zwei Konfigurationsgeraden (die sich in einem Konfi-
gurationspunkte schneiden), welche nicht mit den .Punkten 1, 2, 3, 4 inzidieren.
Man kann diese Geraden als 5—6—7, 5—8—9 bezeichnen und die iibrigen drei
Konfigurationspunkte als 0, P, Q wéhlen.

Auf der Geraden I—5 muss schon irgend einer von den Punkten 0, P, Q liegen.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man diese Gerade als die Gerade
1—5—Q bezeichnen. Der besseren Ubersicht halber fiihren wir das Teilschema von
sechzehn Konfigurationsgeraden folgendermassen an:

() , 1 2 3 4 5
5 ... 34.. ... 68
1Y) 79
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(1) Daraus ist ersichtlich, dass jeder der Punkte 0, P, Q mit allen Punkten Z, 2, 3, 4
~ verbunden sein muss, aber auf keiner der Geraden 2—3, 2—4 liegen kann.
Nach den ,obenangefiihrten Ergebnissen muss vorerst 2:1,a, b sein, wobei
a,b=35,6,7,8,9 ist. Ausserdem ergibt sich noch a : b, weil der Punkt 2 vom Typ C
sein muss. Man kann also voraussetzen,

(2 dass 2:1,6,8 und folglich 6 : 8 ist.

Wire der Punkt 5 von beiden Punkten 3, 4 getrennt, dann 3:17,4,5 und der
Punkt 3 widre vom Typ D. Der Punkt 5 muss also wenigstens mit einem Punkte der
Gruppe 3, 4 verbunden sein und man kann voraussetzen, dass genau 5—3 ist. Aus
der Anfiihrung (2) sehen wir, dass auch 5—2ist, d. h. 2—3—5 muss die letzte durch
den Punkt 5 gehende Gerade sein.

(3) 2—3-5 impliziert 4:1,3,5; 5:4,0, P

und daraus folgt 0 : P.

Wir werden jetzt den Konfigurationspunkt 3 niher untersuchen. Aus den oben-
angefithrten Ergebnissen folgt 3:171,4, X (X =6,7,8, 9). Im Falle X :2 gehen
durch den Punkt X nur drei Geraden. Esist also X —2, d. h. (siche 2) X = 7, 9. Die
zulissige Permutation (79), (68) erlaubt uns

4) 3:1,4,7

in Betracht zu nehmen.

Der Punkt 9 ist schon mit allen Punkten 2, 3, 4 verbunden und deswegen muss
2—4-9 eine Konfigurationsgerade sein (weil schon die Gerade 2—3—35 existiert).
Die iibrigen zwei durch den Punkt 2 gehenden Geraden kann man als 2—0—t,
2—P—v bezeichnen (¢, v = 7, Q), wenn wir uns der Separierung 0 : P bewusst sind.

Nach der zulissigen Permutation (OP) kann man also diese Geraden als Geraden
2—-0-7,2—P—Q erwigen.
 Dann aber existieren eben zwei Konfigurationsgeraden (2—P—Q, 5—8-9) die
mit keinem der Punkte 2, 1, 4, 7 inzidieren. Folglich (siehe die Anfiihrung 4) ist der
Punkt 3 vom Typ C?, was den Grundvoraussetzungen widerspricht.

Damit haben wir den folgenden Hilfsatz bewiesen:

Lemma 9. Es existieren keine Konfigurationen vom Type C1,.

10. KAPITEL

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir vier Schemen gefunden und wir miissen
noch beweisen, dass diese Schemen wirklich realisierbar sind und dass die Konfi-
gurationspunkte mit einer irreduziblen Kurve dritter Ordnung inzidieren.
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Wir konzentrieren uns vorerst auf das Schema

S, I 2 3 4

5798 P634 PQ4 PQ
QOGP Q890 078 6

aus dem Hilfsatze L. 2.

Die Konfigurationspunkte 0, 4, Q kénnen nicht auf einer Geraden (weder kon-
figurationellen oder fremden) liegen und deswegen kann man diese Punkte als Eck-
punkte des Koordinatendreiecks wihlen. Also 0 =(1,0,0), 4 =(0, 1,0), Q =
= (0, 0, 1). Weiter setzen wir voraus, dass der Schnittpunkt der fremden Geraden
06 und 2Q der Punkt J = (1, 1, 1) ist. Die Koordinaten dieser Geraden sind 06J =
=(0, 1, —1), 20J = (1, —1, 0) und weil auch 4—6—Q = (1, 0, 0) ist, muss der
Punkt 6 die Koordinaten 6 = (0, 1, 1) haben. Aus 2—4—0 = (0, 0, 1) bekommen wir
analogisch 2 = (1, 1, 0). Die Koordinaten des Punktes P kénnen wir mit P = (1, 1, a)
bezeichnen, weil der Punkt P auf der Geraden 2—P—Q = (1, —1,0) liegt. Aus
4—5—P = (a,0, —1) ergibt sich analogisch 5 =(1,c,a) und aus /-5-Q =
= (c, —1,0) bekommt man die Koordinaten des Punktes / = (1, c, cx).

Auf der fremden Geraden 0Q = (0, 1, 0) muss der Punkt 8 liegen (siche 923—
—5P4—008), und da dieser Punkt auch mit der Geraden 2—6-8 = (1, —1, 1)
inzidiert, sind (—1, 0, 1) die Koordinaten des Punktes 8. Aus 3—4—8 = (1,0, 1),
3—P—0 = (0,a, —1) ergibt sich folglich 3 = (—a, 1,a) und aus 1-7-0 =
= (0,x, —1), 3—Q—7 = (1, a, 0) bekommt man analogisch 7 = (—a, 1, x).

Die Koordinaten des letzten Punktes 9 wihlen wir aus der Geraden 9—0—5 =
=(0,a, —c),d. h. 9 = (—b, c, a).

Diese Ergebnisse fassen wir zusammen:

s, I=(1,ccx), 2=(1,1,0), 3 =(-—a, =(0,1,0),
5=(,c,a), 6=(0,11),7 = (a )8 (10,1),
9 =(-b,c,a), 0=(1,0,0), P=(1,1, ) 2=(0

und erwigen, dass diese Konfigurationspunkte auch (ohne weitere Bedingungen)

mit den folgenden Geraden inzidieren:

1-5-Q =(c, —1,0), I-7—-0 = (0,x, —1), 2—P-Q
2-6-8 =(1, -1,1), 2—4-0=(0,0,1), 3-P-0 =
3-Q0-7=(1,a,0), 3-4-8=(1,0,1), 4-5-P
4-6-Q=(1,0,0), 9-0-5=(0,a, —c).
Zwischen a, b, c, x miissen gewisse Beziehungen bestehen und diese Beziechungen
stellen wir aus den Bedingungen der Inzidenz der Konfigurationspunkte mit den
folgenden Geraden fest:

5—6-7 ... x—ac—1+a?2=0, 1-8—P ... ac+c—cx—1=0,
—9 ... a.(b+c—a—1)=0, I1-9—-6 ... (a—c+bcx—bc) =0,
9 ... cx—a+b—ac=0.

vom Type B}B;B3C3C2E?

6—7
—-8-9
0-5

o NN
|

I

(1, —1,0),
(0,3, —1),
= (2,0, 1),
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Leicht erwigen wir, dass wir diese Bedingungen auch in der Form
b, x=ac+1-a% b=a+1-—c, abc =1 anfiihren kdnnen,

denn im Falle a‘ =Qwire 3=4und im Fallex = 1 wire I1-7-0 = 5-9-0.

Analogisch wie in diesem Falle suchen wir auch die Koordinaten der Konfigura-
tionspunkte der Schemen S,, S;, S,. Weiterhin fiihre ich nur die Ergebnisse an und
der Leser kann sich leicht iiberzeugen, dass alle nétigen Inzidenzbedingungen erfiillt
sind.

S, 1 2 3 4 0-5—P vom Type B2,
0 P57 0Q34 904 50 0—-6-7
Q6 89 86 79 S5 PS8 67 P—-8-9

S, = =(0,1,0), 3 =(av,v%a), 4= (b, 1,¢c), 5=(0,0,1),

1 =(1,0,0), 2
6 = (b, ,b) 7 =(tv,v,t), 8=1(a,0,1), 9=(av,t), 0=(a11),
P Q=

= (a, 1, b), (1, 1,1).

b, t—1=v.(b—1)=a.(c=1); (c—1).v?> =t—v; ac = bt.

S Qo 1 2 3
1680 2684 604 804 6-8-0 vomType E3CLC2
75P9 395P 7P5 759 79—

S3

I =(1,tx,x), 2=(1,00), 3=(x,t,1), 4=(0,1,0), 5=(1,1,0),
6=(1,0,-1), 7 =(0,0,1), 8= (x2tx,1), 9 = (x tx, 1), 0 = (1,tx,x?),
P=(1,t,x), Q=(0,1,1).

b, x2+x+1 = tx.

S, (0] 1 2 3

4680 2684 604 804 6-8-0 vom Type E2C?
S57P9 395P SP7 759 7-9-

s« I =(,r,1),2=(010, 3=(,q1), 4=(1,0,0), 5=(0,0,1),
6 =(0,1,1), 7 =(1,1,0), 8=(,r,s), 9=(y,q 1), 0=(1,4q,),
P=(s,r11), Q=(1, 0—1). ‘

b, r=s+2, q=y+2, sy=1.

Damit ist bewiesen, dass alle Schemen wirklich realisierbar sind, und es bleibt nur
die Inzidenz der Konfigurationspunkte mit einer irreduziblen Kubik zu beweisen.

Wie oben, so werde ich mich auch hier ausfiihrlich nur mit dem Schema S; be-
schiftigen.
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Gemiss der Beziehung 923 —5P4—0Q8 konstruieren wir vor allem die Kubik F,
aus den Geraden ‘

923 = (a, —a, a+1), 5P4 = (a, 0, —1), 008 = (0, 1, 0) und analogisch
die Kubik F, aus den Geraden
950 = (0, a, —c), 2PQ = (1, —1,0), 348 = (1,0,1).
Auf den Kubiken F; und F, liegen also die Punkte 2, 3, 4, 5, 8, 9, 0, P, Q und ausser-

dem ergeben sich folgende Beziehungen:
F,(1) : Fy(1) = F,(6) : F4(6) = F,(7) : Fy(7) = a—c.

Daraus ist ersichtlich, dass mit der Kubik K, = F,+(c—a).F, alle zwdlf Konfigu-
rationspunkte inzidieren. Mit Hilfe der Beziehungen b; konnen wir diese Kubik K,
folgenderweise ausdriicken:

K, Xo - (aX . X;—cX;) . (Xg—X;+X;)+ab. x;X; . (X,—X;) = 0.

Analogisch finden wir die Gleichungen der kubischen Kurven fiir die Konfigura-
tionspunkte der Anfiihrungen s,, s3, §4: ‘

K, a.x3.(Xo—%;)+b.(a=1). XeX; . (X; —Xz)+XoX; . (X, —ix“,) =0,
K, X1(XoX; + X1 X, —XoX, — X3 —X3)+ 12 . XX, . (Xo—X; +X;) = 0,
K, X1(XoXy + X Xy —XoX, —X2 —X2)+qr . XoX; . (Xo—X;+X;) = 0.

Bemerkung. Dazu bemerke ich, dass man das Schema S, (zum Unterschiede von
den iibrigen Schemen) auch noch mit den Punkten (und dazugehorlgen Geraden)
als s}, folgendermassen ausdriicken kann:

si  1=(1,0,0), 2=(0,1,0), 3 =(1,1,0), 4 = (0,0, 1), 5 = (t—tx, x—1,t+1),

= (1-x,1, =t), 7 = (0,1, 1), 8 = (x, x=1, t+1),9 = (1, 1, =t), 0 = (1, x, 1),
=(1,0,1), 0 = (x—1, x+tx—1—t, t—1—tx).

by, t+t+1=0; x.(x=1).(x—t=1).(x=t) 0.

Die Punkte dieser letzten Konfiguration inzidieren nicht mit einer irreduziblen
Kubik (wie wir uns iibrigens leicht iiberzeugen konnen).

Die Teilergebnisse dieser Arbeit kann man also in folgende zwei Hauptsitze
zusammenfassen:

Satz 1. Es sei i > 0. Es existieren nur drei ebene Konfigurationen (124, 16,) von
den Typen E}C,,_; und keine Konfigurationen der Typen E{E}C, und Cj,.

Satz 2. Nur acht ebene Konfigurationen (124, 165) inzidieren mit der irredu-
ziblen Kurve dritter Ordnung. Die ersten zwei von diesen Konfigurationen (Al, All)
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hat de Vries, die dritte (BI) BydXovsky und die vierte (BII) J. Metelka gefunden.
Die iibrigen vier Konfigurationen (S;,S,,Ss,S,) von den Typen BgC;E,, By,,
EJCEC3, ESCS in dieser Arbeit gefunden sind.
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Vytah

ROVINNE KONFIGURACE (12, 16;),
KTERE INCIDUJI S NEROZLOZITELNOU KRIVKOU
TRETIHO STUPNE

VAcLAvV METELKA, Liberec

Velmi vyznamnou podmnoZinu rovinnych konfiguraci (12,4, 16,) tvofi ty zajimavé
pfipady, ve kterych konfiguraéni body leZi na nerozloZitelnych kubikdch. Doposud
byly v literatufe popsdny &tyfi konfigurace téchto vlastnosti. Objevili je postupné J.
Hesse, De Vries, B. Bydzovsky a J. Metelka. Autoru se podafilo vypocéitat dal¥i
étyfi konfigurace na nerozloZitelné kubice a zdroveii dokdzat, Ze vice konfiguraci
téchto vlastnosti jiZ existovat nemiZe. PouZil k tomu hlavné metody klasifikace ro-
vinnych konfiguraci podle typt jejich bodi. Na zajimavé vlastnosti téchto konfiguraci
hodld poukdzat v pokradovdni tohoto ¢ldnku.

Pesrome

TUIOCKUE KOH®UT'YPALIUM (12,, 16,), KOTOPBIE UHUWUAEHTHBL
C HEINPUBOJAMMON KPUBOW TPETBEI'O ITOPSJKA

BAIJTAB METEJIKA (Viclav Metelka), JIuGepeix

3HaunTeNbHOE MOJMHOXECTBO IUIOCKMX KoHurypaumit (12,, 16;) cocTaBisioT Te
HUHTEpECHBIE CIydYau, KOrga KOH(PUTYpamHOHHBIE TOYKH JIeXaT HAa HEIMPHBOAMMBIX
Kybuueckux KpuBbIX. {0 cuX mop OBUTH ommcaHBI YeThIpe KOHPUI'YpalHH C 3THMH
cpoiicrBamu. O6Hapyxwmi ux mocrenenno Y. Tece (Hesse), e Bpue (De Vries),
B. BeimkoBckuii 1 . MeTenka. ABTOPY yOajioch HAaHTH OCTaJIbHBIE YeThIpe KOH(H-
rypamyy Ha HEIPHBOJMMOM KyOHYECKOH KpHBOM M OJHOBPEMEHHO NOKa3aTbh, YpO
6oubinre KOHGUTYpalmii C 3TUMH CBOXCTBAMH CyLIIECTBOBATD yXKe He MOXeT. JJIst 3Toi
uenn 6bUT IPUMEHEH IJIaBHBIM 00pa3oM MeTon KiiacCHHKamuy ITOCKHX KOHGH-
rypamyii B 3aBUCHMOCTH. OT THIIOB HX To4eK. IHTepecHbIe cBOMCTBA 3THX KOHpHUTY-
paiuii coGupaeTcs aBTOP ONKCATH B HPOJOJDKEHNM HACTOSMIIEH CTaThu.
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