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Casopis pro péstovéni matematiky, ro&. 91 (1966), Praha

UBER DIE ABLEITUNG DER ADDITIVEN INTERVALLFUNKTION

LADISLAV MiSik, Bratislava

(Eingelangt am 8. September 1965)

1

Die Funktion f ist eine Intervallfunktion, wenn sie auf der Menge aller abge-
schlossenen Intervalle im n-dimensionalen euklidischen Raum E, definiert ist (ihre
Werte kénnen nur reelle Zahlen sein). Die Intervallfunktion f ist additiv, wenn fiir
jedes Paar solcher abgeschlosenen Intervalle I, und I,, deren Vereinigung ein abge-
schlossenes Intervall ist und die keine inneren Punkte gemeinsam haben, f(I; L I,) =
= f(I,) + f(I) gilt. Es sei I ein abgeschlossenes Intervall im E, und I, I, ..., 1,
seien die Seiten des Intervalls I. I soll das Maximum von [y, I,, ..., I, bedeuten. Dann
wird die Zahl I, I, ... ,[I" der Parameter der Regularitit genannt. Die Menge
aller abgeschlossenen Intervalle, deren Parameter der Regularitét gréBer oder gleich o
ist, bezeichnen wir mit &,. & bedeute die Menge aller abgeschlossenen Intervalle.
Es seien Iy, I, ..., I, abgeschlossene Intervalle, dann nennen wir ihre Vereinigung
u{l;:i=1,2,..., k} eine Figur. Jede Figur kann man als eine Vereinigung von
endlich vielen sich nicht iiberdeckenden abgeschlossenen Intervalle, d. h. abgeschlosse-
nen Intervalle unter denen je zwei keine inneren Punkte gemeinsam haben, ausdriik-
ken. Die Bezeichnung d(I) soll der Durchmesser des Intervalls I sein.

Die Intervallfunktion f nennt man stetig, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine solche positive
Zahl ¢ existiert, fiir die jede zwei abgeschlossenen Intervalle, welche die Ungleichung
m(I, A 1,) < & erfilllen, die Ungleichung |f(I,) — f(I,)| < & erfiillen [12]. Dabei
bedeutet I; A I, die symmetrische Differenz der Intervalle I; und I,, und m(4)
bedeutet das lebesguesche MaBl der Menge 4. Wenn die Intervallfunktion in diesem
Sinne stetig ist, sagt man, daB sie metrisch stetig ist. Die Stetigkeit der Intervall-
funktion kann auch folgendermaBen definiert werden: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein
8 > 0so, daB fiir jedes abgeschlossenes Intervall I, welches die Ungleichung m(I) < &
erfiillt, |f(I)| < & gilt ([15], S. 59). Jede additive Intervallfunktion, die im Sinne der
zweiten Definition stetig ist, ist auch metrisch stetig [6]. Die additive Intervallfunk-
tion f ist absolut stetig, wenn zu jedem & > 0 ein solches é > 0 existiert, daB fiir jede
Figur R, deren MaB kleiner als « ist, die Ungleichung [Y{f(I;): i = 1,2,...,k}| <&

394



gilt. Dabei soll die Figur R die Vereinigung von Intervallen I,, I,, ..., I; sein und die
Intervalle I,,I,, ..., I, sollen sich nicht je zwei iiberdecken. Jede absolut stetige
Funktion ist im Sinne der zweiten Definition stetig.

Fiir die Intervallfunktion f fithren wir die untere und obere Ableitung im Punkte
x € E, des Typus a folgendermaBen ein: D,f(x) = sup {inf {f(I)/m(I): xele &,
d(I) < ¢} : & > 0} und D,f(x) = inf {sup {f(I)/m(I) : x €I € &, d(I) < ¢} : & > 0}.
Dabei bedeutet D,f(x), bzw. D,f(x) die untere, bzw. obere Ableitung von f im
Punkte x. Wenn D,f(x) = D,f(x) ist, dann sagen wir, daB8 die Intervallfunktion f
die Ableitung D,f(x) des Typus a im x hat und es gilt fiir sie D,f(x) = D,f(x). Wenn
0 <o’ <a < list, dann gilt

D, f(x) < D.f(x) = D, f(x) < Do f(x).
Weiter setzen wir
Dof(x) = inf {D,f(x): 0 < a < 1}
und
Dof(x) = sup {Df(x): 0 < @ < 1} .

Wenn man in der Definition von D,f(x) und D,f(x) das System &, durch das
System & ersetzt, dann werden die dazu gehdrigen Zahlen durch D f(x) und Df(x)
bezeichnet, d. h. .

Df(x) = sup {inf{:;—((% ixele?, d(I) < a} te > 0}
und

Df(x) =inf{sup{% :xeles, d(I) < e}:s > 0}.

Wenn Dof(x) = Dof(x) gilt, dann existiert die Ableitung D,f(x) = Dof(x) und
wenn Df(x) = Df(x) gilt, dann existiert die Ableitung Df(x) = D f(x). Immer gilt

Df(x) £ Dof(x) < D.f(x) £ D,f(x) £ D, f(x) <
< B.f(x) = D,f(x) < Df(x),

wo 0 < a < 1ist.

Es sei g eine Funktion, die auf E, definiert ist. Es sei # die Basis aller offenen
Intervalle in E,. Die Funktion g gehort zu der Klasse .#(4#), wenn fiir jede Zahl a
die Mengen {x : g(x) 2 a} und {x: g(x) < a} folgende Eigenschaft haben: Wenn
Be®,B c {x:g(x) 2 a},bzw. B < {x :g(x) < a}ist,dannist B = {x :g(x) 2 a},
bzw. B = {x:g(x) < a} !). Die Funktion g gehort zu der Klasse Mo(B), bzw.

1) B bedeutet die abgeschlossene Hiille von B.
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1(®), wenn fiir jede Zahl a die Mengen {x : g(x) > a} und {x : g(x) < a} folgende
Eigenschaft haben: Wenn Be # und B n {x : g(x) > a} (B n {x : g(x) < a}) nicht
leer ist, dann gxistiert eine mindestens abzidhlbare, bzw. unabzihlbare Menge A4,
welche im Durchschnitt B N {x : g(x) > a} (B n {x : g(x) < a}) enthalten ist. Die
Funktion g ist aus der Klasse 4 ,(#), bzw. # (&), bzw. # (%) dann und nur dann,
wenn sie aus der ersten Baireschen Klasse und aus der Klasse (%), bzw. .#(2B),
bzw. Ay (R) ist.

Die Funktion g hat die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis %, wenn fiir
sie folgendes gilt: Fiir jedes B € %, x, y € B und die Zahl ¢ mit der Eigenschaft g(x) <
< ¢ < g(y) existiert ein ¢ € B so, daB g(&) = cist ([10] und [12]).

2

Es ist bekannt [8], daB die Ableitungen D,f, wobei 0 < a < 1 ist, und Df die
Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis # haben, wenn sie endlich sind. Wenn
die Ableitungen D,f, wobei 0 < a < 1 ist, und Df endlich sind, gilt fiir sie der
. Mittelwertsatz [8]. Die Ableitungen D,f, wobei 0 < a < 1 ist, und Df sind aus der
ersten Baireschen Klasse ([5] und [9]). Aus dem Artikel [10] folgt jetzt, daB die
Funktionen D,f, 0 < « < 1, ausden Klassen # (#), .# (%) und .# (%) sind, wenn
sie endlich sind.

J. RIDDER hat in [14] gezeigt, daB D, f die Eigenschaft von Darboux beziiglich
der Basis 4 hat, wenn f eine stetige additive Intervallfunktion ist. Daraus folgt nun,
daB fiir jede stetige additive Intervallfunktion, die die Ableitung D, f, 0 < a < 1,
bzw. Df besitzt, die Ableitung D, f, bzw. Df die Eigenschaft von Darboux beziiglich
der Basis £ hat. In diesem Fall gilt auch der Mittelwertsatz fiir D,f, 0 < a < 1,
bzw. Df (der Mittelwertsatz fiir D, f ist in [14] gegeben). Man kann den Mittel-
wertsatz fiir D, f, bzw. Df und die Eigenschaft von Darboux fiir die Ableitung D,f,
bzw. Df unter Voraussetzungen, die schwicher als die Stetigkeit sind, beweisen.

Das Symbol {a,, b,; a,, b,; ...; a,, b,> wird ein abgeschlossenes Intervall, welches
durch die Ungleichungen a; = x; < b; fiir i = 1, 2, ..., n gegeben ist, bedeuten. Es
seienl” = {ay, by;...;0;-13b_y5a, b3a;,15bi4015...5a,, byyund I” = {ay; by, ...;
ay_1, bi_y; ¢ind; Ajags bivys oo ay b,y zwei Intervalle, wobei entweder a; > c;
und b; = d; oder a; = c; und b; < d,ist. Das System aller Intervalle I, = {a;; by,...;
a;—3, b3 (1 —t)a; + te;, bi; agyq, byyy; .5 a, b,y fiir te{0,1) im Falle
a;> c;und das System J, =<ay, by;...5a,-4, b, g5a,(1 =) b+ tdsai g, bigys oo
a, b,y fiir te0,1) im Falle b, < d; ist eine zusammenhingende Menge im
metrischen Raum (X(E,), @o), wobei X(E,) das System aller abgeschlossenen Inter-
valle im E, und gy(Iy, I;) = m(I, A1,) fiir jede I,, I, € X(E,) ist. Wir werden das
System {I,}.¢(0,1y bzW. {J:}:0,1y €ine volle Keite von Intervallen von I’ bis zum I”
nennen. Die Intervalifunktion f wird eine D}-Intervallfunktion genannt, wenn die
abgeschlossene Hiille des-Bildes bei f von jeder vollen Kette eine zusammenhéngende
Menge ist.
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T. RADAKOVIC hat in [13] eine D*-Funktion folgendermaBen definiert: Die Funk-
tion g heiBt auf einem abgeschlossenen Intervall J eine D*-Funktion, wenn fiir jedes
a,beJ, a < b, die abgeschlossene Hiille g({a, by) des Bildes g((a, b)) von <a, b)
eine zusammenhédngende Menge ist.

Es sei f eine Intervalifunktion und K eine volle Kette {I,},,1)- Dann bezeichnen
wir die Funktion f(I .), welche auf dem Intervall <0, 1) definiert ist, durch fy. Man
beweist leicht, daB eine Intervallfunktion f dann und nur dann D}-Intervallfunktion
ist, wenn fiir jede volle Kette K die Funktion fx eine D*-Funktion ist. Daraus und
aus der Folgerung 6 von [11] geht folgende Behauptung hervor:

Lemma 1. Es sei f eine D}-Intervallfunktion und g eine metrisch stetige Inter-
vallfunktion. Dann ist die Intervallfunktion fg eine D’-Intervallfunktion.

Lemma 2. Es sei f eine additive D}-Intervallfunktion, fiir welche D,f, 0 £ o < 1,
bzw. Df existiert. Dann ist die Ableitung D, f, 0 < a < 1, bzw. Df aus der Klasse
Mo (B).

Beweis. Es geniigt den Satz nur fiir den Fall der Ableitung D f, 0 < ¢ < 1, zu
beweisen. Essei Be &, B = {ay, by;...;a, b,>, B< {x :D,f(x) 2 a}undu e B —
— B. Wir zeigen, daB D,f(u) < a unméglich ist. '

Es sei D,f(u) < a’ <a und u = (uy, u,,...,u,). Dann existiert ein Intervall
I e &,, dessen Parameter der Regularitit groBer als o ist und fiir das u e I < B und
f(D)Im(I) < a"ist. Seil = {cy, dy;...; ¢, d,». Wir zeigen nun, daB ein abgeschlosse-
nes Intervall I' = ey, fy;...; e, f,», dessen Parameter der Regularitit groBer als o
ist, existiert so, daB e, > a,; und f(I')/m(I') < a! ist.

Wenn ¢; > a, ist, dann wird I als I’ genommen. Es sei also ¢; = a;. Esseieg > 0
so gewihlt, daB ¢, + ¢ < d, und der Parameter der Regularitit des Intervalls
I, = ¢y + ng, dy; ¢y, dy; ... cpy d,) fiir jedes 0 < y < 1 groBer als « ist. Das Sys-
tem {I,},c,1y ist eine volle Kette von Intervallen. Da die Intervallfunktion
f(J))m(J) nach dem Lemma 1 eine D}-Intervallfunktion ist und nachdem
Sf(Io)[m(I,) < a’ ist, gibt es ein abgeschlossenes Intervall I, so, daB f(I,)[m(1,) < a’
und 0 < n < 1ist. Man sieht unmittelbar, daB man I, fiir I' nehmen kann.

Jetzt konnen wir dhnlich beweisen, daB es ein abgeschlossenes Intervall I” =
= (e, f1s...; €n >, dessen Parameter der Regularitit groBer als « ist, so gibt,
daB a; < e} <fi <d; und f(I")/m(I") < a’ ist. Wenn man diese Betrachtung
fortsetzt, so kommt man zu einem abgeschlossenen Intervall Y, dessen Parameter der
Regularitit groBer als a ist und fiir das Y = B und f(Y)/m(Y) < a' ist. Daraus kann
man durch Teilung die Existenz von mindestens einem solchen Punkt v € Y beweisen,
daB D,f(v) £ a’ < a ist. Das ist aber mit der Relation B = {x : D,f(x) 2 a} in
Wiederspruch.

Damit wurde bewiesen, daB fir die Menge {x: D,f(x) 2 a} folgendes gilt:
Wenn B < {x:D,f(x) = a} ist, dann ist auch B c {x : D,f(x) 2 a}. Ahnlich
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beweist man, daB diese Eigenschaft auch die Menge {x : D,f(x) < a} fiir jedes a
hat. Es gehort also fiir 0 < « < 1 die Ableitung D, f zu der Klasse .# +(%).

Satz 1. Sei f eine additive D}-Intervallfunktion, fiir die die Ableitung D,f
(0 = a < 1), bzw. Df existiert. Dann hat D,f, bzw. D f die Eigenschaft von Darboux
beziiglich der Basis #.

Beweis. Es geniigt den Satz nur fiir den Fall der Ableitung D,f, 0 < « < 1, zu
beweisen.

Es sei Be#, x, ye B, D,f(x) < ¢ < D,f(y) und D,f(u) # ¢ fiir jedes u € B.
Wir setzen A; = {u:u€eB, D,f(u) < c} und 4, = {u:ueB, D,f(u) = c}. Dann
ist B=A; UA,, A, n A, = 0. Dabei bedeutet @ die leecre Menge. Auf Grund des
Lemma 2 und der Eigenschaft von B sind die Mengen A7 n 4, und 4; n A} nicht
leer ([10], S. 48). Dabei bedeutet A} die Ableitung der Menge A,. Es sei x, € 4] N A,.
Dann existiert ein B, € 4, fiir das folgendes gilt: B; = B, B, € &,, f(B;) > ¢ m(B,),
x; €B; und d(B,) < 1. Die Gleichung B, = (B; n 4;) U(B; N A4,) bedeutet
eine Zerlegung der Menge B, in zwei nicht leere disjunkte Mengen. Die Mengen
(By n4,) n(B; n A4,) und (By n Ay) n(B; n A,)" sind nicht leer. Es sei x, ¢
€(By n A4;) N (B; N A,)'. Dann existiert ein B, € 4, fiir das folgendes gilt: B, € &,
f(B;) < ¢m(B,), x, € B,, B, = B, und d(B,) < }.

Wir konnen also zwei Folgen {x,},%; und {B,},Z, so konstruieren, daB fiir n =
=1,2,3,...folgendes gilt: B,€ #, B,€¥,, x,€B,, B,,, < B,, B, = B,d(B,) < 1/n,
f(Bzns1) > ¢ m(By,y ;) und f(B,,) < c m(B,,). Es sei Xen{B,:n=1,2,3,...}.
Dann ist X € B und D,f(X) = c. Dieses ist aber nicht mdglich. Also muB D,f die
Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis # haben.

Wir bemerken, daB der Satz 1 eine unmittelbare Folgerung des Lemma 2 und des
Satzes 1 aus [10] ist. Der Satz 1 aus [10] gilt auch fiir die Funktionen, welche + co als
Werte annehmen kénnen.

Satz 2. Es sei f eine additive D}-Intervallfunktion, fiir die die Ableitung D,f
(0 £ a < 1), bzw. Df existiert. Dann existiert fiir jedes abgeschlossene Intervall I
ein Punkt Py so, daf f(I) = D,f(P;) m(I), bzw. f(I) = Df(P;) m(I) gilt und daf P,
dem Inneren von I zugehort. '

Beweis. Der Satz wird nur fiirden Fall D, f,0 < a < 1, bewiesen. Esist leicht zu be-
weisen, daB fiir jedes P aus dem Inneren von I die Ungleichung D,f(P) < f(I)[m(1)
nicht gelten kann. Daraus folgt ndmlich, da8 D,f(P) < f(I)/m(I) fiir jeden Punkt
aus I gilt. Das hat zur Folge, daB f(J)/m(J) < f(I)/m(I) fiir jedes abgeschlossene
Intervall J < I gilt. Es existiert also eine Texlung {J1s J3 ..., Ji} des Intervalls I so,
daB f(J,)/m(J)) < f(Dm(I) fir i = 1,2, 3, ..., k gilt und daB in der vorigen Unglei-
chung die Gleichung mindenstens fiir eine Zahl i nicht gilt.

Aus denselben Griinden kann die Ungleichung D,f(P) > f(I)[m(I) fiir jedes P
aus dem Inneren von I nicht gelten. Also miien zwei Punkte Py und P, aus dem
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Inneren von I so existieren, daB D,f(P,) < f(I)/m(I) £ D,f(P,) gilt. Aus dem Satz 1
geht hervor, daB solcher Punkt P; aus dem Inneren von I existiert, fiir den f(I) =

= D,f(P,) m(I) gilt.

In dhnlicher Weise kann man folgende Sétze beweisen:

Satz 3. Sei f eine Funktion einer reellen Variablen die eine D*-Funktion ist.
Existiert die Ableitung f', dann hat sie die Eigenschaft von Darboux.

Satz 4. Es sei f eine Funktion einer reellen Variablen, die eine D*-Funktion ist.
Existiert die Ableitung f', dann gilt der Mittelwertsatz fiir f', d. h. fiir jede zwei
Zahlen a und b, a < b, existiert eine Zahl &, fir diea < ¢ < bund f(b) — f(a) =
=f'(&) (b — a) gilt.

Zu den Sitzen 3 und 4 fiigen wir zu, daB jede Funktion einer reellen Variablen,
welche die Ableitung besitzt, nur hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitspunkte hat
(nach einem Satz von A. BRUDNO [1]), also ist sie aus der ersten Baireschen Klasse.
Wenn sie dazu noch eine D*-Funktion ist, dann hat sie nach dem Satz 8 aus [11] die
Eigenschaft von Darboux. Es ist also in den Sidtzen 3 und 4 die Bedingung der D*-
Funktion gegeniiber der Eigenschaft von Darboux nur scheinbar schwicher.

Die Behauptung, daBB die Ableitung einer Funktion mit der Eigenschaft von Darboux
diese Eigenschaft besitzt, ist bekannt [2], S. 96. J. MaRik hat mir in einem Brief
mitgeteilt, daB man in dhnlicher Weise, wie den Satz 1, folgenden allgemeineren
Satz beweisen kann:

Es sei f eine endliche reelle Funktion einer reellen Verdnderlichen, die im Inter-
vall I definiert ist und fiir welche folgendes gilt:

1° Fiir jedes x € I, fiir welches f(x*) = lim f(u) existiert, gilt f(x*) = f(x);
2° fiir jedes x €1, fiir welches f(x~) = lim f(u) existiert, gilt f(x~) = f(x);

3? fiir jedes x €I existiert eine endliche oder unendliche Ableitung f’(x).

Dann hat f' die Eigenschaft von Darboux.

Daraus folgt jetzt, daB man im Satze 4 iiber die Funktion f 17 und 2° voraussetzen
kann anstatt, daB sie eine D*-Funktion ist.

Bemerken wir, daB man die Existenz von lim f(u) im 1°. und von lim f(u) im 2°. im
u—+x-

u-xt

eigentlichen oder uneigentlichen Sinne nehmen muB. Wenn man lim f(u) im 1°. und

u—-xt

lim f(u) im 2° nur im eigentlichen Sinne versteht, dann ist die Behauptung von J.

Maftik nicht richtig. Das sieht man leicht aus dem Beispiel folgender Funktion
f:f(x) = 1/x fir x < 0 und f(x) = \/x fur x = 0.

Wir bemerken noch zu den Sétzen 1 und 2, daB jede additive Intervallfunktion f,
die eine endliche Ableitung besitzt, eine D}-Intervallfunktion ist. Die Intervallfunk-
tion f ist nimlich metrisch stetig und darum auch eine D7-Intervallfunktion [7].
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Wir zeigen jetzt auf einem Beispiel, dal man im Lemma 1 und in dem Satz 1 die
Voraussetzung, daB die Intervallifunktion f eine D3}-Intervallfunktion ist, nicht aus-
lassen kann.

Wir nehmen den Raum E 1 und definieren die Intervallfunktion f folgendermaBen:
Sf(I) = m(I), wenn 0 ¢1 ist, f({—1,0)) = f(<0, 1)) = 0 und f ist additiv. Aus der
Additivitit der Funktion f geht hervor, daB fiir den Fall 0 € I folgendes gilt: f(I) =
=m(I'")— 1+ f(I =TI'), wenn I = 0, ) und I' =1n<0, 1), f(I) = m(I") —
-1+ f(I=T1"),wennl = (—o0,0)undI” =In{=1,0)und f(I) = m(I' UI") —
-2+ f(I - (I"uI"), wenn I N (0, ©) und I N (— o0, 0) nicht leer sind und wenn
I'=1n<0,1y und I" =1 n {—1,0) ist. Es ist leicht zu sehen, daB D,f(x) = 1
fiir 0 < « < 1 und Df(x) = 1 fiir x % 0 and D,f(0) = Df(0) = — oo ist.

3

In diesem Teil der Arbeit wird gezeigt, daB die Ableitung D,f, 0 < a < 1, bzw. Df
aus einer Klasse von Funktionen ist, die dhnlich wie die Klasse .#, aus [16] definiert
werden kann. Es gilt auch fiir D,f, 0 £ « < 1, bzw. Df ein Satz, der dem Satz von
Denjoy fiir die Ableitungen der Funktionen einer reellen Verdnderlichen dhnlich ist.

Es sei x € E, und x = (x;, X, ..., X,). Es sei i eine natiirliche Zahl, fiir die 1 <
£ i £ n gilt. Dann nennt man die Mengen {y :y = (yy, Y2, .-+ V), ¥i < X;} und
{y:y = (Y1 V2. ¥a) ¥i 2 X;} zueinander gegenliegende Halbraume, welche zu
dem Punkt x und zu der Koordinate i gehoren. Diese Halbriume sind durch die
Hyperebene {y : y = (y1, ¥2, -+ Vn)» ¥i = x;} definiert. 2(x) soll das System aller
solchen Durchschnitte von n abgeschlossenen Halbrdumen sein, aus denen jedes zum
Punkt x gehort und je zwei verschiedene von ihnen zu verschiedenen Koordinaten

gehoren.

Wenn x ein Punkt aus E, ist, und wenn P € #(x) ist, dann nennen wir das Inter-
vall J, welches in P liegt und x enthilt, als zu P und zu dem Punkt x anliegend. Die
Menge A hat die Eigenschaft M, dann und nur dann, wenn A eine F,-Menge ist
und wenn entweder 4 = @ oder fiir jedes x € 4, fiir jedes P € #(x) und jedes zum P
und zu dem Punkt x anliegendes Intervall J m(4 n J) > 0 gilt. Die Funktion g
gehort zu der Klasse #, dann und nur dann, wenn jede Menge {x : g(x) > a} und
{x : g(x) < a} fiir jede Zahl a die Eigenschaft M, hat.

Satz 5. Sei f eine stetige additive Intervallfunktion, fiir welche D, f existiert.
Dann gehort D, f zu der Klasse # ,.

Beweis. Sei D f(x) > a, P e #(x,) und J ein zu P und zu dem Punkt x, anlie-
gendes Intervall. Jetzt zeigen wir, daB m({x : D, f(x) > a} n J) = 0 nicht méglich
ist.
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Es sei m({x : D,f(x) > a} n J) = 0. Dann existiert zu der Zahl b > a ein Punkt
xy €int J s0?), daB a < D, f(x,) < b ist. Es sei P, € #(x,), P; = P und J, ein
Intervall, daB in J enthalten und zu P, und zu dem Punkt x, anliegend ist. Wir
definieren: E, = {u:ueJ,, D,f(u) < a}, A={u:uelJ,, D,f(u)e(a, b)} und
E,={u:uel;, Dyf(u) = b}. Es gilt J, = E,u AU E, und die Mengen E,
A und E, sind paarweise fremd. Es ist weiter m(4) = 0, nachdem m({x : D, f(x) >
>a}nJ)=0ist

Weiter wird gezeigt, daB 4 < E, N E; ist. Sei x € A und x ¢ E;. Dann existiert ein
Intervall J, = J,, J, €&, so, daB xe J, und J, n E, = § ist. Dann gilt auch
D, f(u) > a fiir jedes u € J, und D, f(u) Z b fiir fast alle u € J,. Nach einem Satz
von [14],§ 5ist f(I) = b m(1I) fiir jedes Intervall I, welches in J, enthalten ist. Daraus
folgt jetzt, daB D, f(x) = b ist. Das ist aber wegen der Relation x € A unméglich.
Ahnlich beweist man, daB 4 < Ej ist.

Es sei 4, = A nint J,. Die Menge A, ist nicht leer, da a < D, f(x,) < b ist und
weil die Ableitung D, f die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis # hat. Es
sei y € Ay und I ein beliebiges Intervall, welches y im Inneren enthélt und im int J,
enthalten ist. Dann existieren im I Punkte aus E, und E,. Es muB also inf {D, f(u) :
uel n Ay} = a und sup {D,f(u) :uel'n 4.} = b sein, nachdem D, f die Eigen-
schaft von Darboux beziiglich der Basis # hat. Daraus folgt jetzt, daB die Ableitung
D, f, wenn sie nur auf A, betrachtet wird, keinen Stetigkeitspunkt hat. Das wider-
spricht aber der Tatsache, daB3 D, f der ersten Baireschen Klasse zugehort.

Wir bekamen also einen Wiederspruch und es muB also m({x : D, f(x) > a} n
n J) > 0 sein. Damit wurde bewiesen, daB die Menge {x : D;f(x) > a} die Eigen-
schaft M, hat. Ahnlich beweist man, daB auch die Menge {x : D, f(x) < a} fiir jede
Zahl g die Eigenschaft M, hat. Also gehort die Ableitung D, f der Klasse .#, zu.

Der Beweis des Satzes 5 zeigt daB folgender Satz richtig ist:

Satz 6. Es sei f eine stetige additive Intervallfunktion, die die Ableitung D, f hat.
Dann ist fiir jedes Intervall I die Menge {x : x€l, a < le(x) < b} entweder leer
oder von positivem Map.

Ahnliche Behauptungen gelten auch fiir die Ableitung D,f, wobei 0 < o < 1 ist
und auch fiir die Ableitung Df, wenn f eine additive D}-Intervallfunktion ist. Dazu
brauchen wir zuerst eine Behauptung zu beweisen.

Lemma 3. Es sei 0 < o < 1. Sei weiter D,f(x) = 0, bzw. D,f(x) < 0 fast iiberall
auf dem Intervall J und es sei'noch D,f, bzw. D f auf J nach unten, bzw. nach oben
beschrinkt. Dann ist f(I) 2 0, bzw. f(I) £ O fir jedes Intervall I, das in J enthal-
ten ist.

Beweis. Wir beweisen nur den auf f(I) = 0 sich beziehenden Teil des Lemma.

2) int J bedeutet das Innere von J. °
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" Es sei
() D.f(x) z K

fiir jedes x € J. Wir konnen annehmen, daBl K < 0 ist. Es sei I = J ein Intervall
und ¢ > 0. Bezeichnen wir 4 = {x : D,f(x) = 0} nintI. Aus der Definition der
Menge A geht folgendes hervor: es existiert zu jedem Punkt x € 4 eine solche Folge
{J{(x)};Z, der Intervallen aus #,, welche in I enthalten sind, daB x e J(x) fiir i =
=1,2,3,... lim,d(J(x)) = 0 und f(J(x)) > —em(J(x)) ist. Nach dem Satz (3.1)
aus [15], S. 109 existiert ein endliches System der Intervalle J,, J,, ..., J,, welche
zueinander punkt-fremd sind und die folgende Eigenschaften haben:

(2) mA—-vu{J;:i=12..,k})<e f(J)> —em(J;) und
' Jie&, fir i=12..,k
ist.

Aus der Arbeit [8], S. 271 geht hervor, daB eine Teilung Jy, J,, ..., Jio Jys1, -+ I
des Intervalls I existiert, fiir die alle Intervalle dem System &, zugehoren. In der Folge
von (1), (2), von Lemma 2 aus [8] und von der Gleichung m(4) = m(I) folgt, daBl

B) fM=3{):i=12..,s}=Y{f(J):i=1,2,..,k} +
+3{f(J):i=k+Lk+2..,s}>—ey{mJ):i=12..,k} +
+KY{m(J):i=k+ Lk+2..5} 2 —em(I) +
+ Km(A — u{J;:i=1,2,..,k})> —em(I) + Ke = (K — m(I)) ¢

ist.

Aus (3) folgt jetzt, daB f(I) = 0 ist.

Mit Hilfe von Lemma 3 beweist man den Satz 7 dhnlich, wie man den Satz 5
bewiesen hat.

Satz 7. Es sei 0 < a < 1. Es sei f eine additive D}-Intervallfunktion, die die
Ableitung D, f, bzw. Df besitzt. Dann ist D,f, bzw. Df aus der Klasse ./ ,.

" Es gilt auch dieser Satz:

Satz 8. Es sei f eine additive D}-Intervallfunktion, die die Ableitung D,f,
0 < « < 1, bzw. Df besitzt. Dann ist die Menge {x : x €I, a < D,f(x) < b}, bzw.
{x : Df(x) € (a, b)} fiir jedes abgeschlossene Intervall I und jede zwei Zahlen a
und b entweder leer oder von positivem Map.

Fiir die Funktion g einer reellen Verdnderlichen, welche im Intervall {a, b)
eine endliche Ableitung g’ besitzt, wurde von A. DENJOY [4] gezeigt, daB die Menge
{x:xela,b),a < g’(x) < B} leer oder von positivem MaB ist. Den Satz hat J. A.
CLARKSON [3] auch fiir stetige Funktionen, die eine endliche oder unendliche Ablei-
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tung besitzen, verallgemeinert. S. MARCUS hat in [6] gezeigt, daB diese Eigenschaft
auch die approximative Ableitung von einer approximativ stetigen Funktion hat.
Aus dem Beweise des Satzes 5 sieht man, daf3 auch folgende Behauptung gilt: Wenn g
eine D*-Funktion einer reellen Verdnderlichen ist, die die Ableitung g’ hat, dann
ist die Menge {x :xe<a, by, a < g'(x) < B} fiir jedes abgeschlossene Intervall
<a, by und jede zwei Zahlen a und B entweder leer oder von positivem Maf>). Es ist
bekannt, daB jede approximativ stetige Funktion die Eigenschaft von Darboux hat
und aus der ersten Baireschen Klasse ist. Es ist eine offene Frage, ob man in dem Satz
von S. MARcuUs die approximative Stetigkeit durch eine schwichere Bedingung, zum
Beispiel durch die Annahme, daf die betrachtete Funktion eine D*-Funktion ist,
ersetzen kann.

Jetzt geben wir noch eine Verallgemeinerung des Lemma 3.

Satz 9. Es sei 0 < a < 1. Es sei J ein abgeschlossenes Intervall. Es sei weiter
D,f(x) > — 0, bzw. D,f(x) < oo fiir jedes x € J und es soll D,f, bzw. D,f wesent-
lich nach unten, bzw. nach oben beschrinkt sein*). Wenn D,f(x) 2 0, bzw. D,f(x) <
< 0 fast diberall in J ist, dann ist f(I) 2 0, bzw. f(I) < O fiir jedes Intervall I,
welches in J enthalten ist.

Beweis. Die Behauptung beweisen wir fiir den Fall f(I) = 0. Es sei ¢ > 0 und I
sei ein abgeschlossenes Intervall, welches in J enthalten ist. Es sei K eine solche Zahl,
fiir die das MaB der Menge M = {x : D, f (x) < K} gleich 0 ist. Dann existiert nach
[14], § 4 eine solche stetige additive Intervallfunktion g, fiir die

(4) D,g(x) = oo fiir xe M und 0 < g(I') < ¢ fiir jedes abgeschlossene Intervall
I'elJ

ist. Dann ist f + g eine additive Intervallfunktion, fiir die D,(f + ¢)(x) = K fiir
jedes x e J und D,(f + g) (x) = O fast iiberall ist. Aus dem Lemma 3 folgt jetzt,
daB (f + g) (I) = 0 ist. Daraus und aus (4) folgt, daB f(I) = —g(I) > —sist. Also
ist f(I) 2 0.

Lemma 4. Es sei f eine wesentlich beschrinkte Funktion, die zugleich zu der
Klasse #, gehdrt. Dann ist f beschrdnkt.

Beweis. Es sei m({x : ]f(x)l > K}) = 0. Wir wollen zeigen, daB in diesem Fall
A= {x:|f(x)| > K} = 0 ist. Wire namlich x, € 4, dann ist entweder f(x,) > K
oder f(xo) < —K. In dem ersten Fall gilt fiir jedes P e 2(x,) und fiir jedes zu P
und zu dem Punkt x, anliegendes Intervall J m({x : f(x) > K} n J) > 0. Das ist

3) Die Voraussetzung, dafl die Funktion g eine D*-Funktion ist, kann man auch hier, wie in
Sédtzen 3 und 4, durch 1° und 2° ersetzen.

4) Die Funktion g ist nach oben, bzw. nach unten wesentlich beschrinkt, wenn es ein C so
gibt, daB m({x : g(x) = C}) = 0, bzw. m({x : g(x) £ C}) = 0 ist. Die Funktion ist wesentlich
beschrinkt, wenn sie nach oben und nach unten wesentlich beschrankt ist.
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aber unmdglich, weil {x:f(x)>K}nJ < {x:|f(x)] > K} = 4 und m(4) =0
ist. Ahnlich beweist man, daB f(xo) < —K unmdglich ist. Daraus folgt jetzt, daB
A=0Qist. -

Folgerung 1. Wenn die stetige additive Intervallfunktion f die Ableitung D, f hat,
und wenn diese Ableitung wesentlich beschrdnkt ist, dann ist D, f schon beschrdnkt.
Wenn eine additive D}-Intervallfunktion die Ableitung D,f, 0 < a < 1, bzw. Df
besitzt, und wenn diese Ableitung wesentlich beschrdnkt ist, dann ist sie schon
beschrdnkt.

4

Z. ZAHORSKI hat in [16] folgendes bewiesen: Es sei f eine Funktion einer reellen
Verinderlichen, welche die Ableitung f’ besitzt. Dann ist f' aus der Klasse #,
wenn f' endlich ist. Wenn f’ beschrdinkt ist, dann ist f' aus der Klasse #,. Ein
dhnliches Resultat gilt auch fiir die Ableitung Df, wobei f eine additive Intervall-
funktion ist.

Es sei P ein abgeschlossener Halbraum, der durch die Hyperebene n bestimmt ist.
Es sei weiter J « P ein abgeschlossenes Intervall, dessen eine Seite in 7 liegt. Wenn
J; # J ein abgeschlossenes Intervall ist, welches in J enthalten ist un welches eine
Seite mit J in n gemeinsam hat, dann sagen wir, daB3 das Intervall J, das Intervall J
paralell zu  teilt. Dabei soll die Zahl m(J,)/m(J — J,) der Parameter der Teilung
heiBen.

Die Menge A hat die Eigenschaft M,, wenn sie entweder leer ist oder wenn eine
solche Folge {F;};2, von abgeschlossenen Mengen und eine solche Zahlenfolge
{n:}i~, existiert, daB folgendes gilt: es ist

(5) A=U{F;:i=1,23..), 0y <1,

fiir jedes x € F; und ¢ > 0 existiert ein s(x, ¢) > 0 so, daB fiir jeden abgeschlossenen
Halbraum P, der durch 7 bestimmt ist und zu dem Punkt x und zu irgendeiner
Koordinate gehort, und fiir jedes zu P und zu x anliegendes Intervall I mit d(I) <
< g(x, ¢) und fiir jedes Intervall I,, welches das Intervall I paralell zu = teilt und
deren Parameter der Teilung kleiner als c ist, die Ungleichung

©) \ mAn( -1))

m(I - I,) T

gilt. Die Menge A4 hat die Eigenschaft M,, wenn sie die Eigenschaft M; hat und wenn
man die Zahlen 7, in (5) positiv wihlen kann.”

Es soll #;, bzw. #, die Menge aller Funktionen f bedeuten, fiir die die Mengen
{x :f(x) > a} und {x:f(x) < a} fiir jede Zahl a die Eigenschaft M;, bzw. M,
haben.
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Satz 10. Es sei f eine additive Intervallfunktion, die eine endliche Ableitung Df
besitzt. Dann hat die Menge {x : a < Df(x) < b} die Eigenschaft M 5. Dabei sind a
und b beliebige Zahlen und a < b.

Beweis. Es sei 4 = {x:a < Df(x) < b}. Da die Funktion Df aus der ersten
Baireschen Klasse ist, ist die Menge A eine F,-Menge. Also gilt A = U{F,:i =
=1,2,3,...}, wobei F,; fiir i =1,2,3,... eine abgeschlossene Menge ist. Jetzt
wahlen wirn; = 0fiiri =1,2,3,...

Es sei x, € F,. Es ist also Df(xo) = a € (a, b). Es sei c eine beliebige positive Zahl
und 7 eine solche positive Zahl, daB 7(2¢ + 1) € (0, Min ((« — a)/2), (b — 2)/2)) ist.

Es sei P ein abgeschlossener Halbraum, der zu dem Punkt x, und zu einer Koordi-
nate gehort und der durch die Hyperebene 7 bestimmt ist. Es sei weiter I ein abge-
schlossenes Intervall, das zu P und x, anliegend ist. Dann gilt

(7 f(I) = am(I) + n(xo, I) m(I) .

Da Df(x,) = a ist, muB lim #(xo,I) = O sein. Es existiert also eine positive Zahl
&(xo, ¢) 50, daB an-o0

(8) lﬂ(xm I)i <n

gilt, wenn d(I) < ¢(x,, c) ist. Es soll jetzt d(I) < &(xo, ¢) und I, ein solches Intervall
sein, das I mit dem Parameter, der kleiner als ¢ ist, paralell zu = teilt. Wenn I, =
=] — I, ist, dann muB}

) a+oc<f(12)<b+rx
2 m(I,) 2
sein.

Wir zeigen, daB m(A4 n I,) > 0ist.

Es wird angenommen, daB m(A n1,) = 0 ist und dieses zu einem Wiederspruch
gefiihrt. Es sei B = {x :xel,, Df(x) < a} und C = {x:x€l,, Df(x) 2 b}. Die
Menge Q definieren wir durch die Gleichung Q =I, n B’ n C'.

Es sei xe A nI, und I; = I, ein beliebiges abgeschlossenes Intervall, das den
Punkt x enthilt. Mit Hilfe vom Lemma 3 zeigt man,daBI; n B+ QundI;nC + 0
gelten muB. Daraus folgt, daB x € Q ist. Aus (9) bekommen wir, daB A n I, + @ und
also auch Q =+ Qist.

Jetzt zeigen, wir daBl die Menge {x : x €I,, Df(x) = B} fiir jedes f e (a, b) eine
dichte Teilmenge von Q ist. Es sei z € Q und J ein beliebiges Intervall, welches den
Punkt z als inneren Punkt enthilt. Dann sind die Mengen J n B und J n C nicht
leer. Da die Ableitung Df die Eigenschaft von Darboux beziiglich der Basis & aller
offenen Intervalle hat, folgt nun, daB der Durchschnitt {x : xeI,, Df(x) = g} n J
fir B € (a, b) nicht leer ist. Das bedeutet aber, daB die Menge {x : x € I, Df(x) = B}
eine dichte Teilmenge von Q ist.

405



" Man sieht jetzt leicht, daB die partielle Funktion Df auf der Menge Q in keinem
ihrer Punkte stetig ist. Das ist aber nicht moglich, nachdem die Ableitung Df zu der
ersten Baireschen Klasse gehort und Q eine perfekte Menge ist.

Es muB also m(4 N I,) > 0 sein. Daraus folgt nun, daB die Menge {x : a <
< Df(x) < b} die Eigenschaft M, hat.

Satz 11. Jede endliche Ableitung Df einer additiven Intervallfunktion f gehért
zu der Klasse M 5.

Beweis. Der Satz ist eine unmittelbare Folge des Satzes 7 und der Gleichungen
{x:a<Df(x)} =vu{{x:a<Df(x)<a+n}:n=1,273,..} und {x : Df(x) <
<a}=vu{{x:a-n<Df(x)<a}:n=1,23..}

Satz 12. Es sei 0 £ a < 1. Sei f eine additive Intervallfunktion, deren Ableitung
D,f, bzw. Df auf der Figur R beschrinkt ist. Dann ist die Funktion f auf der
Figur R absolut stetig und

(10) (1) = j Dofdm, bzw. f(I)= J Df dm

I

gilt fiir jedes abgeschlossene Intervall I < R.
Beweis. Essei0 < a < 1und [D,f(x)[ < K fiir jedes x € R. Dann gilt

(1) ()] = K m(1)

fiir jedes abgeschlossene Intervall I < R. Aus der Ungleichung (11) geht hervor, daB
die Funktion f absolut stetig auf der Figur R ist. Sie ist also auch von beschridnkter
Variation ([15], S. 93). Aus der Ungleichung (11) bekommt man noch, daB —K <
< Df(x) = Df(x) < K fiir jedes x € R ist. Aus dem Satz (11.15) aus [15], S. 137
folgt, daB Df fast iiberall existiert und Df = D, f fast iiberall auf R ist. Aus dem Satz
(7.8) aus [15], S. 121 geht hervor, daB (10) gilt.

" Satz13. Es sei f eine additive D} — Intervallfunktion, deren Ableitung Df wesen-
tlich beschrédnkt ist. Dann gehirt Df zu der Klasse A ,.

Beweis. Es sei a eine Zahl und A = {x : Df(x) > a}. Setzen wir g(I) = f(I) —
~ a m(I) fir jedes Intervall I. Dann gilt 4 = {x : Dg(x) > 0} = U{{x : Dg(x) >
>1/k} 1 k=1,2,3..}=U{U{F,:i=123..}:k=1273,..}, wobei F,
fiir i, k =1, 2, 3, ... abgeschlossene Mengen sind, fiir die noch die Gleichung

{x : Dg(x) > ;1(} =U{F,,:i=123..}
gilt. Laut der Folgerung 1 ist zu sehen, daB Df beschrinkt ist. Da Df beschridnkt ist,
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existiert eine Zahl K so, daB
(12) |Dg(x)| = K
fiir jedes x ist. Jetzt wahlen wir n, , = 1/2kK fiir i, k = 1,2, 3, ...
Es sei xy € F;;, und ¢ > 0. Es sei weiter  eine solche positive Zahl, da3

(13) n(2c + 1) < 2lk

ist. Wir nehmen an daB P ein abgeschlosener Halbraum ist, der zu dem Punkt x, und
zu einer Koordinate gehort. Er soll durch die Hyperebene n bestimmt sein. Es sei
weiter I ein abgeschlossenes, zu P und x, anliegendes Intervall, und I, soll I paralell
zu = teilen. Dann gilt

(14) g(I) = Dyg(xo) m(I) + n(xo, 1) m(I)

und

(15) g(Il) = Dg(xo) m([l) + n(xo, Il) m(Il) .

Da Dg(x,) existiert, gilt lim #(xo,I) = 0. Darum muB auch eine Zahl &(x,, c) > 0
d(I-o0

existieren, daB fiir jedes zu P und zu x, anliegendes Intervall I mit d(I) < &(x,, ¢) die
Ungleichung ]q(xo, I)I < n gilt. Daraus folgt jetzt, daB fiir jedes Intervall I mit den
gegebenen Eigenschaften und fiir jedes Intervall I,, welches das Intervall I mit einem
Parameter der Teilung, der kleiner als c ist, teilt, die Ungleichung

(16) (o) = nloo 1) L o 1) 2+ 1) <

m(I — 1)

erfiillt ist.

Aus (14), (15) und (16) folgt jetzt folgendes: fiir jedes zu P und zu x, anliegendes
Intervall I mit d(I) < &(xo, c) und fiir jedes Intervall I;, welches das Intervall I mit
dem Parameter der Teilung, kleinerem als c, teilt, ist die Ungleichung

(17) 9((1122) Dg(xo) + (n(xo, I) = 1(x0, I1)) E 1) + n(xo, 1) > —11; T i

erfiillt. Dabei bedeutet I, das Intervall I — I,.
Aus dem Satze 9 und aus (12) bekommt man, daB

(18) 9(I2) =J Dg dm = J Dg dm + J Dg dm
I IonA In—-

A

IIA

< 'f Dg dm < K m(I, n A)
InnA

ist.
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Aus (17) und (18) folgt, daB

m(I,n4) _ 1 g(I) oL
. m(I,) — Km(l,) 2K

ist. _

Die Menge A hat also die Eigenschaft M,. Ahnlich stellt man fest, daB auch die
Menge {x : Df(x) < a} fiir jede Zahl a die Eigenschaft M, hat. Also ist die Ablei-
tung Df aus der Klasse .#,.

5

Eine Intervallfunktion f nennt man im Punkt x lokal stetig, wenn ein abgeschlosse-
nes Intervall I existiert, fiir das x € int I und f stetig auf dem metrischen Raum X(I)
aller abgeschlossenen Intervalle, die in I enthalten sind, ist. Dabei soll die Metrik g,
die Gleichung go(I;, I,) = m(I; A I,) bestimmen.

Sati 14. Es sei f eine additive Intervallfunktion, die im Punkte x, lokal stetig ist,
und im Punkte x, eine stetige Ableitung D, f hat. Dann existiert auch Df(xo),
und es gilt Df(xo) = Dyf(xo).

Beweis. Es sei I ein Intervall, fiir das x, eintI und f auf X(I) stetig ist. Es sei
{J}i%, eine Folge von abgeschlossenen Intervallen, die x, enthalten, so daB
lim, d(J,) = Oist. Da D, f in x,, stetig ist, gibt es zu ¢ > 0 solche eine Zahl 6 > 0, daB
(19) |D,f(x) — Dyf(xo)| < &

fiir jedes x, das die Ungleichung o(x, xo) < 6 erfiillt, gilt. Dabei ist ¢ die Metrik
in E,. Dann existiert eine natiirliche Zahl N so, daB J, = I und sup {Q(x, xo):
x € J,} < 6 fiir k > N ist. Fiir k > N existiert ein Punkt &, daB

(20) f{ x) = D1f(&) m(J)

gilt. )

Aus (19) und (20) bekommt man, daB
| b(CA)
== — D, f(x
Lo = Dis(xo
firr k > N ist. Darum muB

= lle(ék) - le(xo)l <e

sein. Es existiert also Df(x,) und es gilt Df(x,) = D, f(x,).

Folgerung 2. Wenn fiir eine stetige additive Intervallfunktion f die Ableitung D, f
auf E, existiert, und auf E, stetig ist, dann existiert Df iiberall in E, und es gilt
Df = D,f. ’
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6

Es ist bekannt, daB das Limes einer gleichmaBig konvergenten Folge von Ablei-
tungen der Funktionen einer reellen Variablen auch eine Ableitung einer Funktion
einer reellen Variablen ist. Ahnliches gilt auch fiir die Ableitungen von additiven
Intervallfunktionen.

Satz 15. Es sei {f,} - eine Folge von Funktionen, die auf einer Figur R gleich-
mdpig gegen f konvergiert. Es sei fir n = 1,2, 3, ... f(x) = D,@,(x), bzw. f,(x) =
= D@&,(x) fir xeR, wobei 0 <o <1 und &, fir n=1,2,3,... eine additive
Intervallfunktion ist. Dann gibt es eine additive Intervallfunktion ®, die das
gleichmdpfige Limes auf der Menge aller Intervalle, die in R enthalten sind, von
der Folge {®,} 1 ist und f(x) = D, ®(x), bzw. f(x) = D®(x) fiir x € R ist.

Beweis. Sei I ein abgeschlossenes Intervall, daB in R enthalten ist. Dann gilt
¢n+p(l) - tpn(l) = (Da‘pnﬂ:(é) - Da‘pn(é)) m(I) = (fn+p(€) - f,,(f)) m(I) fir jedes
n=1,23,...,p=1,2,3,... und fiir ein geeignetes ¢ aus dem Inneren von I. Da
die Folge {f,}-, gleichmiBig auf R gegen f konvergiert, existiert zu jedem & > 0
eine natiirliche Zahl N(g) so, daB |f,+ (x) — f.(x)| < &/m(R) fiir jedes x € R, n > N(e)
und p = 1, 2, 3, ... gilt. Es gilt also fiir jedes n > N(g)und p = 1, 2, 3, ... und jedes,
in R enthaltenes Intervall I, die Ungleichung |®,,,(I) — &,(I)| < . Die Folge
{®,}2, konvergiert also gleichméBig auf der Menge aller Intervalle, die in R enthal-
ten sind, gegen eine Funktion ¢. Man sieht leicht, daB die Funktion & eine additive
Intervallfunktion ist. Wir bemerken noch, daB die Funktion @ stetig ist, falls die
Funktionen @, stetig sind.

Wir zeigen nun, da auch die Folge {®,(I)/m(I)}-, gleichmiBig auf der Menge
aller Intervalle, die in R enthalten sind, gegen die Funktion &(I)/m(I) konvergiert.
Es sei ¢ > 0 und N, (e) eine natiirliche Zahl so, daB |f,. (x) — f,,(x)l < ¢ fiir x e R,
n>N(g)und p =1,2,3,... ist. Dann gilt

¢n+p(l) _ ?L(_I)
m(I)  m(I)

= [De@ys (&) — DeBu(8)] = [fus &) — £u(O)] <&

firn > Ny(e), p = 1,2, 3, ... und jedes Intervall I = R. Dabei ist & der gewiBe Punkt
aus dem Inneren von I, dessen Existenz der Mittelwertsatz sichert. Daraus folgt nun,
daB die Folge {&,(I}/m(I)}, gleichmiBig auf der Menge aller Intervalle, die in R
enthalten sind, gegen die Funktion &(I)/m(I) strebt.

Es sei x € R und {I;};~, eine beliebige Folge von Intervallen aus &,, fiir welche
lim, d(I,) = Oist. Es sei ¢ > Ound n eine natiirliche Zahl so, daB | f(u) — f,(u)| < &3
fiir jedes u € R und
2 _ o) ¢
m(I) m(I) 3
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fiir jedes Intervall I < R gilt. Nun wird eine natiirliche Zahl K so gewihlt, daB

(L) _
fn( ) (I,‘)

fir k > K ist. Dann gilt
9 - “% < [76) ~ £09] + | 10) - “’"gj P

fiir k > K. Es existiert also D,®(x) und es gilt f(x) = D,®(x).

Der Beweis fiir die Ableitung D@ ist analog.

Fiir den Fall der Ableitung D, & gilt ein dhnlicher Satz, wenn man noch die Stetig-
keit der Funktionen &, voraussetzt.

Betrachten wir jetzt eine Figur R und die Klasse aller auf der Figur R beschriankten
Ableitungen D,® der additiven Intervallfunktionen &. Dann bilden diese mit der
gleichmiBigen Norm einen Banachschen Raum.
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Vytah
O DERIVACII ADITiVNEJ FUNKCIE INTERVALU

LApisLAv MiSik, Bratislava

V praci sa dokazuje — za podmienok slabsich ako je spojitost — veta o strednej
hodnote a Denjoyova vlastnost pre derivdciu aditivnej funkcie intervalu. Dalej sa
odvodzuju vlastnosti pre derivdciu aditivnej funkcie intervalu, ktoré si podobné
vlastnostiam, ktoré md derivdcia funkcie jednej redlnej pramennej a ktoré st odvo-
dené v préci [16].

Pe3romMme

O IMPOM3BOJHON AJJUTUBHON ®VHKIUU [TPOMEXYTKA

JJAOUCJIAB MUIIUK, (Ladislav Misik), BpaTucnasa

B sToit paboTe mOKa3bIBaeTCS — IPH YCJIIOBUH Gosee c1abom YeM HeTpepbIB-
HOCTb — TeOpeMa O CpeJHeM 3HAYeHWM M cBoiicTBa JlaHXkya IJIS IPOM3BOJHOM
anIUTHBHON (QyHKIMH IPOMeXyTKa. Jlajiee MPUBOIATCS CBOMCTBA AJIsSt IPOM3BOJHOM
aJIUTHBHON (QYHKIMM MPOMEXYTKA, IOJAOOHBIE CBOMCTBAM, KOTOPHIE MMEET IIPOU3-

BogHAs (YHKUMM OIHOM MNEHCTBHTEJLHON IIEPEMEHHOH W KOTOPHIE HAXOMATCH
B pabore [16].
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