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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 91 (1966), Praha 

ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СЛАБО ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

ИРЖИ КОПАЧЕК и МАРИЕ СУХА (Лп Корасек а Мапе ЗисЬа), Прага 

(Поступило в редакцию 9/Х11965 г.) 

Введение. В работе рассматривается задача Коши для систем линейных диф­
ференциальны^ уравнений с постоянными коэффициентами 

ди " к ди 
— +% Ак~ + Ви=/, 
01 & = 1 дхк 

причем предполагается лищь действительность всех корней характеристичес-
и 

кого полинома ее* {ХЕ + ^ Ак%к). Но с другой стороны приходится налагать 
к=1 

ограничения на матрицу В. Из работы [4] ясно, что какое-нибудь ограничение 
необходимо, но наше к сожалению довольно ограничительно. Г. Пейзер в [1] 
рассмотрел случай одного уравнения высшего порядка, Ю. Охия [5] и Ж. Л эре 
и Ю. Охия [6] изучали разрешимость задачи Коши для гиперболических 
уравнений и систем с кратными характеристиками в классах Жеврея. В данной 
работе, так-же как и в работе [1], используются пространства Соболева \Ук. 
Существование гладкого решения доказываем методом конечных разностей, 
в остальном применяем метод энергетических неравенств. 

1. Обозначения и определения. Пусть Г фиксированное число, Т > О, 0 ^ X ^ 
^ Г и а0, а1 5..., а„ целые неотрицательные числа. Обозначим 

П = {[т,х]еЕй + 1; О ^ т ^ Г , хеЕп}; 5, = {[*,х]еЕй + 1; хеЕп}; 

ос = [а 0,а 1 5 ...,а„] ; |а| = а0 + аг + ... + ай 

оао + а1 + ... + а„ ^ э 

Я " - - — ; /><> = - , .О.- — , 1 = - 1 , 2 , . . . , и . 
ё1*°ёх\1...дх"» д1 дх1 

Через ^ обозначим множество всех бесконечно дифференцируемых векторных 
функций и = \и1,и2,..., мт] с ограниченным носителем в Ут. Для неотрицатель-
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ного целого числа к пусть Щ0^т) или просто Ш\ есть гильбертово пространство 
векторных функций из ^2(VТ), обладающих обобщенными суммируемыми 
с квадратом по Vт производными до порядка к включительно. Полагаем 
^\(Ут) — ^ч(Ут)- В пространствах \У\ скалярное произведение определяется как 
обычно по формуле 

(i) 
m /• 

(", v)W2ь = 1 £ D" uit, x) D* vff, x) át dx .. 

где и =- [ии и29..., и т ] , V = \уг, V29..., Vт]. Обозначим еще через \У2

к линейное 
нормированное пространство всех линейных ограниченных функционалов 
над №% с нормой 

(-) • И ^ - - = 8 -Р1ГТ^' 

где (/, I?) значение функционала / е 1№2

к на функции V е \У\. Пространство УУ2

 к 

т 

полное и если множество ^ вложить в \У2

к по формуле (/, V) = /к т Х/»,1?- ^х &> 
1 = 1 

/ е ^9Vе Щ9 то ^ будет плотным в Ж-Г*. Пусть ^ линейный дифференциальный 
оператор вида 

д п д 
(3) ь = ^ + 1 л * + я 

01 1=1 га^ 

где А19 А29 ...9 Ап9 В постоянные матрицы типа (т9т). Для вещественные 
чисел Я, ^ , <*2,..., ^я обозначим 

а(Я,0 = йе1(ЯЕ + | : Л ^ ) ; 
1 = 1 

Яи(А,0 = « а О ; Я т_,(Я,0 = | : Я т _ * + 1 ( Я , 0 , где к = 1,2,. 
СМ 

Пусть Л?~*+1, А?" , + 1,..., А^1-+1 корни многочлена Ят_^+1(Я, <*), т.е. 

(4) Я т_ е + 1(Л, е) - *<т - 1) ... (т - I + 2)т]ГНА - А?" ' + 1 ©), 
1=1 ! 

I = 1, 2,..., т . 

Если ввести обозначение 
т - * + 1 

- Т ' & 0 - П а - *"~ ,+1(€)), Л - 1, 2 , . . . , « - I- + 1, 
./«1 
7*к 

WÍ. 
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то будут иметь место равенства 

m-i 

(4') Н^^Х, 0 = т(т - 1) ... (т - г + 1) П (Я - Я?"^)) = 
1=1 

т - 1 + 1 

= т ( т - 1) ... ( т - * + 2) ^ Р?"'(*, О 
к = 1 

Н0(Х9 0 = т ! 

Если гк.(Х9 <С) алгебраическое дополнение элемента т^(Х9 ^) матрицы ХЕ 4-
и 

+ %А^19 М(Х,%) = {гк](Х, 0}Г,у = 1 квадратная матрица порядка т , то будем 
1 = 1 

иметь 
(5) М(Х,{)(ЛЕ + %А&) = а(Х,$Е 

1 = 1 

Пусть наконец 
5(Я,0 = М ( Я , 0 5 . 

Элементами матрицы 1?(Я, {) являются многочлены степени т — \ перемен­
ных Я, ̂  (или нули) 

т 

(6) б (̂Я, <0 = Е г^(Я, {) Ь д , I, /с = 1, 2,..., т . 
1=1 

Предположим, что оператор Ьвида (3) гиперболический в следующем смысле: 
а) уравнение 

(7) а(Х9 0 = 0 

имеет относительно Я только вещественные корни для всех вещественных 
векторов ^, ^ Ф 0. 

б) существуют функции ук*(%)> *>Л & = 1, 2,..., т такие, что 
т 

(«) ««.АО = _1Ш- э Г 1 а0 
к = 1 

в ) УкХ%)> *>Л Л; = 1, 2,..., т ограничены для всех вещественных векторов ^ 
^ Ф 0 . 

Отсюда видно, что мы допускаем операторы, для которых корни уравнения 
(7) могут быть кратными и кратность может меняться при изменении %. С дру--
гой стороны мы должны наложить ограничение на матрицу В. Корни много­
члена #-,.-1 разделяют корни многочмена Я т _ * + 1 в следующем смысле: если 
писать каждый корень столько раз, какова его кратность, то 

Я7" | + 1 < А;-"1 < ^Т+Г1 > е с л и А Г 1 + 1 < ^ 7 + Г 1 > 
Яи-|+1 = х*-*9 если Я7~г+1 =_ Я7+/+ 1, 

433 



где корни Щ \Х™ *+ 1 (; = 1, 2,..., т - ц к = 1, 2,..., т - г + 1) пишем 
в неубывающей последовательности. 

Коэффициенты Нт.1+1 (г = 1, 2,..., т) как многочлены относительно X 
ограничены на множестве {%; |{| = 1}, следовательно, корни ху1*1 (; = 
= 1, 2,..., т — I + 1) также ограничены на этом множестве. Для вещественных 
векторов <̂, % Ф 0 и произвольных комплексных чисел 5 имеем 

(9) АГ'+1(-0 = -ЯГ_'+1(0 

для /с = 1, 2,..., т — I + 1; г = 1, 2,..., т. 

2. Энергетическое неравенство. Целью этого параграфа является получение 
энергетического неравенства для гиперболического оператора ^, удовлетворяю­
щего условиям а, б, в п. 1. Неравенства будем доказывать для вещественных 
векторных функций и = \и19и19...9 ит\ ие ^9 и((09 х) = 0, х е Еп; г = 1, 2,..., т. 
Через С будем обозначать постоянные, независящие на и. Применяя линейный 
оператор Ег = Мф)9 I) = [3/3^ д/дх1?..., д/(Ъсп] к векторной функции Еи9 

получим в силу (5) и (6) 

(10) ^1(^^0 = а(1)) Ей + 5(1)) и , 

где М^)9 В(й) — линейные матричные операторы порядка т — 1, а(&) линей­
ный оператор порядка т , получающиеся из М(Х9 %)9 Ё(Х9 %) и а(Я, ̂ ) соответ-
свенно заменой [Л, <̂] на ̂ . Если записать (10) по координатам, получим 

т 

(11) (Е,Еи\ = я(1)) к, + ^ 5^.0) и, . 
1=1 

В дальнейшем воспользуемся следующими общеизвестными результатами 
и результатами работы [1]. 

Лемма 2.1. Пусть у(1) ̂  0 непрерывная функция на интервале <0, Г>, удо­
влетворяющая на нем неравенству 

y(t)žKry(s)ds+ ('Q(s)ds, 
Jo Jo 

где #(г) интегрируемая на <0, Г> неотрицательная функция и К положительная 
постоянная. Тогда для у(1) имеет место оценка 

у(1) = екг Г #(5) ё5 

для г е <0, Т}. 
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Лемма 2.2. Пусть / и % бесконечно дифференцируемые функции, |а| = т 
и \$\ = т — 1. Потом 

(12) ^у^ед + ^ад^^ = Е вл с^(/, <0 
,_ 0 

где С{р вещественные симметрические формы производных порядка т — 1 
функций} и #. 

Применяя лемму 2.2 для функций м> и й> (комплексно сопряженная к и) 
получим 

(13) Я__<+,(/>) )У Яи_ ((Д) IV + Я__ |+.(_>) и> Яи_,(_)) * = __ ! ) . Л™"'О) , 
*=*0 

где Л0"~
1, А™~\..., Л™-1 эрмитовы формы производных порядка т —- * функ­

ции и>; I = 1, 2,..., т. 

Лемма 2.3. Пусть и> действительная бесконечно дифференцируемая финитная 
функция на УТ, и>(0, х) = 0; х е Жи. Тогда 

(14) Г 4у-'(иО<1х_>0, 0 _? ^ Г, I = 1,2,..., т . ľ ^s 
Jst 

Лемма 2.4. Пусть Е линейный дифференциальный оператор вида 

Е = а(I>) + ^ о т_ 1(^) + ... + ̂ 0 (р) 

где аф) оператор определеный в (10), удовлетворяющий условию а)п.1.и ^ т _ 4(Б) 
однородный линейный оператор порядка т — г и такой, что существуют огра­
ниченные для всех % е Еп, % =# 0 функции у™~\ у™~~\ ..., ут~\+1 такие, что имеет 

место равенство ̂ т_^(А, <̂) = ]Г у™~1(%) Р~~г(А, %). Потом для любой функ-

ции и! из предыдущей леммы имеет место неравенство 

(15) Г (Ьт- М 2 йхйс( АТ \м») _х ; 
^ 5* ^ 5е 

/ = 1, 2,..., т; 0 ___ / __* Т, где С не зависит на и\ 

Из этой леммы и условий б) и в) вытекает для функции и неравенство 

(16) Г [В^В) и/Г, х)]2 йхйс[ А$-1(ид их; г,; = 1, 2,..., т . 
^ 5 * ^ 5 . 

Из равенства (13) получаем для и^ неравенство 

I Г ВьАГКидЪЬй [ [Я ш _ | + 1 (2))иЛ 2 ёхат+ Г [Ят_((2)) и,]2 ёх с!т. 
* в ( ^ К . ^ К . ^ К . 
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Суммируя эти неавенства по ^ =- 1, 2,..., т , получим 

(17) 2 Г^о-'(иу) «1х ^ Ё Г {[-*--.+-(->) "у]2 + [ Я . . ^ ) «,]2} ах ат + 
./=0_< ^ О к , 

т /• 

+ Е -4Гг(и;)йх. 
1 = 1 ^ 5 о 

Суммируя еще по г = 1, 2,..., т, можем, в силу (15), написать 

(18) 5 Г А^;\и})йх й с\ Ё Г ЛГ'(«л)ах + | Г __Г'(«.»)<-* < 4 + 

т /• 

+ 1 [а(-))«,] 2ахат. 

Из (11) получим интегрированием по области V, и суммированием по } 
- 1,2, ...,т 

т /* т /• т 

(19) X 0(Я) и,.]2 ёх ёт ^ С X {(1^1*)*. + X [5Д(1)) и*]2} ёх ёт . 
1=Ок. 1=Ок. *«-

Вследствие (16) и (19) из (18) вытекает неравенство 

/• т г /• т 

(19') X ЛГ'(«у) <Ь ̂  С Л X __Г'(«у) ах + 
^5^ и - 1 и _0 и-1 

/» т т -ч 

[Е лг'Ы + Е^^«)2]_хат 
^ к . « ^ 1 . - 1 ) 

+ 

Так как ^ 1 оператор с постоянными коэффициентами порядка не более чем 
т — 1, то имеет место оценка 

(20) 1(1.1*); _. с 2 I № « ) ; ] 2 . 
1-1 1=1 |а |__т-1 

Используя вид оператора ^ и теоремы вложения С. Л. Соболева можно оценить 
все производные функции и до порядка т — 1 на <:з0 и получить таким образом 
неравенство 

т /• т /• 

• • I А%-%)йхйС% X [_>*М/]2_х_т. 
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Если использовать это неравенство и неравенство (20) в (19') и применить лемму 

2.1, получим 

(21) Г 5 АГ\и])АхйС^ X Г №и)/] 2 сЬс<к 
^8^^^=^ 1=1 1«1^т-1 ^V^ 

интегрируя (21) по X от 0 до Т 

г* т т /» 

(2Г) (Е^-ад^^-^с! Е тьиЪГЛхь. 
^VТ Ь 1 = 1 1=1 1*1=^-1 ^ К т 

В силу этого неравенства и (4) имеет место 

I* т т /* 

\ (%и*)йхИйС% ^ [1)^) ; ]
2 ёхёГ, 

^ V Т 1 = 1 1=1 н = т ~ 1 ^ К т 

что доказывает следующую теорему. 

Теорема 2.1. Пусть ^ гиперболический оператор (т.е. удовлетворяющий 
условии а), б), в) п. 1.) Тогда существует постоянная С > 0, что для всех 
функций ие ^, и((0, х) = 0, х е Еп, г = 1, 2,..., т , имеет место неравенство 

(22) Н|ь 2 = ^ 1 ^ - . , . 

Это соотношение дает сразу однозначность в ̂  решения задачи Коши 

(23) ^м = / 

с начальными данными 

(24) М;(0, х) = 0 , х € Еп , I = 1, 2,..., т . 

3. Решение задачи Коши для гиперболического оператора методом конечных 
разностей. В этом пункте мы построим решение и системы уравнений (23), 
удовлетворяещее условиям (24), для / = [/,/г, ...,/«], / е .0, т.е. докажем 
следующую теорему. 

Теорема 3.1. Пусть/ = [Л,/2, ...,/т] вещественная векторная функция,/е 2> 
и ^ гиперболический оператор, определенный в п. 1. Тогда существует одна 
и только одна функция и = [ии и2,..., ит], ие ^, удовлетворяющая уравнению 
(23) и начальным условиям (24). 

В пространстве Еп-± построим сетку с узловыми точками [I, х] = [/с0т, 
кхН,..., кпК], где /с0, ки...,кп целые числа и т, А положительные числа. Если 
функция и(1, х) определена в УТ или только в точках сетки, определим вектор­
ную функцию Ид по формуле 

(25) ид(*, х) = и(к0х, к^к,..., кпН) , 
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если к0х _$ I < (к0 + 1)т и кйк _* хг < (к1 + 1) к, г = 1, 2, . . . , п. Обозначим 

и * 1 = !*(*,*_,...,Х! ± й, . . . , х я ) ; и ± 0 = и(1 + т, х19 х29..., х„) ; 

Д<и = ^ и + | ~ и ~ < ) ; Д 0и = ^ и + 0 - и~°); 
2А 2т ' 

^2и~^(и+0 + и-~0); 

д«_- д у д у . . . д * ; |а| = а0 + а 1 + . . . + а Й . 

Пусть М д такое целое и т такое положительное число, что имеет место равен­
ство М д т = Г и пусть далее 

С2 = т а х т а х |Л?({)|. 
1_;Л^т 5бЕ„ 

1М_.1 

Через П, обозначим множество всех точек сетки на 5„ г е <0, Т>, вида 
[*, кхк9 ...9 кпК\ и через ]_ и-мерный куб со стороной длины 2я; __д = {х*.е 1_„, 
х* = [& 2 й,.. ., кпк] , /с15,..., /сл целые}. 

З а м е ч а н и е . Пусть функции V, и> определены на множестве точек сетки в Ут 

и обращаются в нуль вне какого-нибудь куба для всех г9 г е <0, Т>. Тогда 
верны следующее равенства: 

(26) Д^и?) = Д , т у + | + Д^мчГ1, 

ко~1 

(27) 21 [Д0^ ^ + А 0 ^ ^2VЪ = ̂ x = 

= 1. {[™ + м - ° ] , . м - [™ + м-°] ш } , 
2т 

* о ~ 1 

(28) Е М а * - ^/21?) = 

_ ^[„-он, _ ^ « Ч ^ - [р-о^ _ *-•>«,],-».}, 

(29) X V * + Е А(и>1> = О 
о, я, 

где к0 — т + 1, т + 2 ..., М_. Обозначим еще для ^ е Е я 

<>('. «) - I К*. **) «"'ад . г Д е *€ = I *.«. 
лке1_к 1 = 1 

и заметим, что имеют место соотношения 

(30а) - ^ Г Ь(и € ) Ж 0 <« = й" I «<*. *_) К ^ ) 
(2#) ^ x хкеОл 

_,» — - 0 я л с. 
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I Я - І » 

и следовательно 

(зоб) ям_ |(д> = я т ^ е , 

где для краткости обозначаем 

Нт-1 (До» ~ ЯП {,.,..., ^ 8Ш О ) = # « - 1 (А0> ^ ЗШ { | = Я. 

Р ? " ' /Д0, 1 8Ш ^ , ..., I БИТ {Л = Р?~ ' /Д0, I 8Ш Л = Г?'* • 

При доказательстве теоремы 3.1 нам понадобится следующая лемма, дока­
занная в [3], стр. 144. 

Лемма 3.1. Пусть у(() неотрицательная функция для I = к0х9 к0 = 0,1,..., МА9 

удовлетворяющая для к0 = 1, 2,..., МА неравенствам 

у(к0х) й К,{у(0) + х X 3<«) + Р(к0х)} , 

где Р(к0х) неотрицательная неубывающая функция для к0 = 1, 2,..., МА. Пусть 
хКх <^ %9 х = I. Потом существует постоянная К29 зависящая только от Кх 

и Т = МАх9 что имеет место неравенство 

у(к0х) ^ К2{у(0) + Р(к0х)} 

для к0 = 0, 1,..., МА. 

Доказателство теоремы 3.1. Пусть т15 т2,..., к19 к29... последователь­
ности положительных чисел, удовлетворяющих условиям 

Итт у = 0, Нтй у = 0, 1. = и, У = 1,2, . . . , ту < 1. 
у-*оо у-+оо И 

Для каждой пары т, й, т = ту, к == йу, т < 1 определим векторную функцию и 
следующим образом (индекс V опускаем): 

(31а) и(к0х9 хк) = 0 для к0 <* 0 

и для к0 ^ 0 является решением системы уравнений 

п 

(316) Д0м(/с0т> х*) + ^ -4,- А|«( V» **) + Ви(к0х9 хк) = /(/с0т> хк). 

Решение системы (23) с условиями (24) получим как слабый предел ступенча-
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тых функций Мд = иА (У = 1, 2,...), которые построим по сеточным функциям 
(31а, б) по формулам (25). Из (30) и (31) следует, что для произвольного нату­
рального числа / и вектора /? = [/?0, р19..., /?„], /?0 = 0, 1 ^ |/?[ 5̂  /, 1 <̂  I <| т 
имеют место'соотношения 

А'и/т, х*) = 2тАА'У/9, **) = *[А''/Л°> х*) - Д г//Г(0, х,)] , 

Д0и,<т, х,) = //т, х,) - Е ртЬуЛО, х») + * Е 4(/Л<>, **) - /Д°> **)] > 
а = 1 1=1 

где /?' = [0,/?19 ...,/?г — 1, ...,/?„]. Эти соотношения дают оценку выражения 
Д^и,(т, хЛ) для /?0 ^. 1 через значения функции/: 

X|д\<т,х к)\ 2 | с х Е I ЦМъ**)|2 + |Я°>**)|2 + 
1*1 2 - - = 1 1=1 1/М<:*-1 
Рой1 /*о = 0 

+ |/,+ ,'(0,х1)|2 + |/Г'(0 !хк)|2}. 

Суммируя эти оценки по } = 1, 2,..., т и х Л еП д , получим после умножения 
на /Г неравенство 

т 

(32) [А" Е Е Е |АЧ|2]г=г ^ 
лк€Пд у = 1 1/?|<Л 

До<.1 

^с{ь-[Е I Е \Щ\2Ъ-г + П1 I Е № , - > • 
*кбПд ^ = 1 | у | < . 1 - 1 . х к б П д ; = 1 | у | < Л - 1 

уо = О у о = О 

Докажем теперь несколько лемм. 

Лемма 3.2. Пусть 1,р целые неотрицательные числа, 0 <| р <̂  /; т, к положи­
тельные числа (т/й = х, т < 1). Тогда для функции и, определенной соотноше­
ниями (31а, б) имеет место неравенство 

(33) * • [ ! Е Е | А Ч 1 2 ] ^ ^ С Е Л " [ Е Е Е |П-|2],=„, 
х к е П д ; = 1 1«1 ^ 2 я = 0 * к е П д . / = 1 |/&|<Л~1 

для 8 = 0, /?0 = 0, где постоянная С не зависит, как всюду в дальнейшем, от /, т, й. 

Доказательство. Неравенство (33) доказывается методом математической 
индукции по р. Неравенство (32) дает (33) для р = 1. Предполагая выполнение 
(33) для всех %><1 < р9 докажем его для р, р > 1. В силу уравнения (316) имеем 
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wяß'=lß0,ßu...,ß„lßo = 0,\ß\žl 

(34) Aßuj(px, xk) = A*uj((p - 2) т, x*) + 

+ x Д ß [ /Д(p - 1) т, x*) - //'(p - 1) т, xt)] -

- 2т £ \þJЏ A\((p - 1) т, xk) + £ aj„ AA\((P - 1) т, x*)] , 
м=i 

т и 

(35) Д0и/рт, хл) = //рт, х*) - X [Ьу„ид(рт, х*) + X а}„ Д,иДрт, **) 
д = l i = l 

Вместо Д^/4(рт, хл) и иг(рх9 хк) подставим в (35) их выражения из (34). Для выра­
жений Ааир |а| ^ /, а0 ^ р рассмотрим три случая: 
(А) если а0 < р — 1, то, применяя (34), можем написать 

Дви/рт, х*) = Да'Дгм/(р - 2) т, х,) + 

+ х А«У+Х(р - 1) т, хЛ) - //'((р - 1) т, х,)] -

т 

- У Л 2 Т Ь , > Д * ' Д , « „ ( 0 > - 1 ) Т , Х * ) + 
М = 1 

+ х Ё а}р А«'Д,[н Д0> - 1) т, х,) - «;'((р - 1) т, х*)]} . 
І = l 

Правую часть можно по индуктивному предположению оценить, и следователь-
т 

но, можно оценить тоже кп ^ ]Г [д аи/рт, х * ) ] 2 ДЛ* а0 < р ~ 1 правой частью 
/ = 1 ЛквПд 

(33). 

(В) Если а0 = р — 1, |а| = /, можно писать 

Даи/рт, хк) = Д*'//рт, х*) -

т п 

- Е Ол. А*Ч0>Т> хк) 4- X «л. &А*'иАР*> **)] > 
д = 1 1=1 

где а' = [а0 — 1, а ь .,., аи], |а'| ^ / — 1,} = 1, 2,..., т . Применяя (Л), оценим 
правую часть этого равенства и тем самым получим оценку (33) для а0 = р — 1. 
(С) Если а0 = р, то 

Дам/рт, хк) = Да'Д0м/рт, х*) = 

т п 

= Да'//рт, х,) - 2 [ ^ Да'н/рт, х,) + X 4м Да'Д,̂ (/>*> **)] 

где а' = [а0 — 1, а1 э..., аи]. Отсюда и из (В) получится нужная оценка и в этом 
случае. 
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Лемма 3.3. Пусть имеют место предположения леммы 3.2 и х _§ <5/С2, 
5 6(0,1). Тогда 

(36) ^~\ Е " х:+1{|17"'^от, 0\2 + (|*Г ЧСМ, Ф" 0 } л« -3 
( 2 7 . ) ^ * *,/--1 *=1 

- 5 с - ^ Г I т%\№-%(тт,о|2 + <\Ъ-Ч™>Ф~0}« + 
(2Я) ^ ^ с 1.7-1 *=1 

т1-и /• *о~1 т -̂""••••-̂  

+ с ^ - {Е I ЫД)/(5т,0|2Нг;, 

для целого к0, т + I ^ к0 ^ МА — т. 

Доказательство. Из формул (4) и (4') следует 

х\р *о-1Л 

7Г-Гп X { Я т „ Н 1 и / 5 Т , 0 / 2 # д а ^ 
(2п) *^К 

- ^ *5' Т * Г Г {А0ргч< ,̂ о ̂ г ч с ^ о + 
( 2 я ) и 5 = т * - 1 ^ ^ к 

+ Д 0 РГ^т>0 - ^ Г К 0} <Х + 

•žír'"* sin o {pr-'sx«, o JtFï-'ûfa, ť)+pr_'fiX". o-W-X". ol dí 
Применяя (27) и (28), можем правую часть переписать в виде 

; тп;"Е+* Г (И?"-/**. 0|* + (|-Г Ч(М, ф - ° - |РГ-Ч(тт, о|- -
2(2.Т> * * ! ^К 

- ( | Р Г - ' Й Х ^ , 0 | 2 ) - 0 } ^ -

- 177Т»В--+ 1 [ ЛГ'+ 1(--п01т{РГ-'йХ*оТ,0[РГ-'йХМ.«)]" 0 -й(2тг)" *«1 ^ к 

- РГ"' _Х»т, 0 [РГ-'йХтт, О]" 0} <К; • 

Оценивая это выражение, получим 

(37) 2 ̂ - *% Г {Яш_|+1_Х-т, 0 72ЯМ_,„Х5Т,0 + 
(2я; ._„ ̂  

+ ^гНт-^й^8x, о Я _ _ ( + 1 Й Х « , 0 } « _̂  -?-- " 1 + 1 Г {|РГ"'йХ^. 0 | 2 + 

(2я) . = 1 ^ к 

+ (|Р?-'ЙХ^ОТ,0|2)-° - |Р?-'ЙХ»«.0|2 - (Иг~'-Х»«.Ф~°)к -
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- хс2 --*! " _+1 Г {|РГ-'ЙХЛОТ, о | 2 + (|РГ'*Х*от, о|-)-° + |Р?-'ЙХ«Т, «)|а + 

ч - ^ - ' а Х ш т . ф - 0 } ^ . 

Если использовать требование т/й = х _5 (5/<̂2> <5е(0,1), то можем написать, 
суммируя неравенства (37) по Г,./ = 1, 2,..., /# 

Тл _ " _+1 Г Ц-Т-'Й/Лот, 0|2 + (\П~%(к0г, Ф~°} И й 
П) . , у = 1 к=1 ^К (2 

m - i + 1 

(2rc) f>J = i k=í JK 

+ 27?TnÍ "i! f £ {IIm-i+1í?X
ST> 0 J2Hm-taj(sr, í) + 

(27lj j = l s = m J K i = l 

+ 

Я т . | + 1 й/вт, 0 . ^2Нт^^й^(8x9 0} 4{ 

и оценивая правую часть, получим 

г. л т т — 1 + 1 /• 

Д ; I I {|*Г Ч(*<* «|2 + (|^-Ч<^ОТ, О)2)"0} й{ <_ 
( 2 я ) 1^=1 * = 1 . ) „ 

^ с Д _:т~_Г Г{|?гчет,о|2 + ( | Р Г Ч < ^ о | 3 ) " 0 } ^ 
( 2 я ) л »,;=1 л=1 ^ к 

-/,« т ко-1 Г I / | \ 2 

+ с (^,?, .?Лл 4 ^ 5 ! п О й / - о а 4 + 

-/.и т ко /» 

+ с - ^ - X _ {|яш.1вх«,г)|а + (|я-.(вХ-т,ф-0}««. 
(2Я> 1,^=1 я = т ^ К 

+ 

Используя (4), (И), (23) и условия б), в), можем второе и третье слагаемое 

оценить через |Р* "'и/ат, <*)|2 и [гл(Д)/|2, и применяя лемму 3.1 получим (36). 

Лемма 3.4. Пусть имеют место предположения леммы 3.3. Потом 

(38) А-_ _«,2(*оТ,х10_С{тЛ-1_'1 _ _ _ [А%.(5т,хк)]2 + 
ЛкеПд / = 1 в = т **с«Од | < х | = т - 1 / = 1 

+ А"Е ! _ (СА'-Х^^Р + СА'иХС"--)^*»)]2)} 
хкеГ_д 7 = 1 | у | _ т - 1 

где /с0 целое, т + 1 _̂  &0 __ М_ — т . 
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Следствие 1. В предположениях леммы 3.3 имеет место неравенство 

(39) Л» У ^и*(к0т,хк)^С{хк°к°% X Е (А7/5Т, х,))2 + 
Х|сЖ}д У = 1 « = т х^еПд | < х | = т — 1 

т т 

+ Л " 1 I Е I (А%(5т,хк))2} 
5 = 0 *кеПд ^ * = 1 | у | = т - 2 

У о ^ « - 1 

где 0 ^ к0 = МД — т целое, у0 = 0 для 5 = 0. 

Лемма 3.2 дает нужную оценку второго слагаемого в правой части (38) 
а также оценку 

т т — 1 т 

(40) й" X 1 - ? ( р т , * 0 ^ С Х А - Х I Е (А7у(*т,х,))2 

/ = 1 * к е П д е- 8О х-с€Пд У = 1 | а | ^ т - 1 
ло^р—1 

для р = 0,1,..., т , что сразу приводит к неравенству (39). 

Следствие 2. Пусть со произвольное фиксированное число, со > 0. Обозначим 
УТ# = {[?, х]е Еи+1; —со ^ г ̂  Т, хе Еп}. Тогда в предположижениях леммы 3.4 
имеет место неравенство 

М д - т т т М д - т 

(41) тй" I Е Еи 2 (5Т,х,)^Стй"Е Е ( Е I (А%<5Т, хк))2 + 
^ = 1 х-с€ПдГ « = т \а\—т— 1 S = - [ C » / T ] .xkenA J = l 

+ 1 X (AV/sт,x,))2}. 
s = 0 | y | ^ m - l 

70 =» s "" -t 

Это неравенство получим, если умножить (39) на т и просуммировать по 
к0 = 0,1,.. ., М д - т . 

Доказательство леммы 3.4. Рассмотрим Р%~^й^(^, %). Очевидно 

ÍTЧO-É) - "ÁÍ 
|a |=m- i \h 

sin í ) AS-đ/ř, {), 

где я в однородные функции своих переменных степени т — I — а0, и, следо­
вательно, 

(42) 

ji-r^ofácE 
<*o = 0 

( n \ m — i -

E |sin í, |) 
Һ«-І-

Kûj(t,0 

для Л == 1, 2,..., т — I, 1,7 = 1,2,..., т . Используя (42) в неравенстве (36), 
получим после перехода от функций $,-,/,• к функциям му, /у 

* " E I u){k0x,xk)SC\ 
j = l x k e Q A 

m m—i л /» 

ІJ--I «o-=o(2я)nJк 

Z l s i n §i 
1 = 1 

m — i — «o 

Дo-й/mт, 0 dč + 

+ TЙ»°E i E W A ) / Я **)Y 
s = m j * , / = l JCkЄÍÎд 
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Потому что 

E E Co«(A) «,('. x,)]2 á C Z I I [A7Xt, **)Y 
/ , i = l XřcGÍÍA / = 1 | a | = m - l JCJCGÍIA 

\ т — I — ао 

то имеет место неравенство (38) и лемма 3.4 доказана. 

Применяя к системе (31) оператор Аа, получим оценку для Аам, аналогично, 
как мы получили (38) для и. 

Лемма 3.5. Пусть р натуральное число. Потом в предположениях леммы 3.3 
имеет место оценка 

М д — т — р т 

(43) тА-х I Е Х(Дв«Х«.**))2^ 
| а | = р 8=>т + р дс^еПд / = 1 

М д — т — р т 

йс{гн- Е Е Е Е [ДУХ«.**)]2 + 
я = т + р дс^еПд / = 1 | у | = т + р — 1 

т + р т 

+ ьпЕ Е Е Е [ Д № , * , ) ] 2 , 
я = 0 1 , / = 1 Х|сб.Пд | у | ^ т + р - 2 

Уо<« 

для к0 целого, т + р + 1^к0^ М д — т — р. 
Доказательство. Применяя оператор Аа, |а| == р к уравнениям (316), 

получим 
(44) Д0(Дам) + ^ Л,Д,(Дв!<) + В(А*и) = Аа/. 

1 = 1 

Поступая теперь подобно, как при доказательстве (38) и применяя наконец 
лемму 3.2, получим (43). 

Лемма 3.6. В предположениях леммы 3.3 имеет место оценка 

М д — т т и 

(45) тй" X Е Е Е|А,«Х^'**)|2 = 
я = — [со/*] ХкеЦд / = 1 г = 0 

М д — т т т т 

= с т И Е Е Е Е |Д'/Х". **)|а + 1 Е Е Е |Д'/Х«.*-).2} 
я = т / = 1 дс^бОд | а | 5 т .5 = 0 / = 1 х^бЛд | у | = т 

ао <; т — 1 У о ^ * ~ " 1 

для г = 0, 1, 2,..., и, где со произвольное положительное число. 
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Доказательство. Применяя оператор Аг, г = 1 , 2 , . . . , п к уравнениям 
п 

(316), получим Д0(Дгм) + X! ^ А 6 М ) + #(Аг") = Дг/. # 3 этого и следствия 2 
Ф 1--1 

леммы 3.4 для функций Агм, Дг/следует 

Мд~*я т 

(46) тй" I X Ц ^ ц / в т , * » ) ! - ^ 

* * - [ ю / т ] ДскбПЛ I е 1 

МА-~»* *И Я» И» 

^стМЕ Е I Е |А*А,/Х«,*»)|2 + 1 I X I |АГА,//«,**)|2} 
5=-т ./=1 хьеОд | а | = т - 1 5 = 0 ./«1 хкеПд | У 1 ^ « ^ 1 , 

для г = 1, 2,..., п. Из (41), (46) и уравнений (31) получим нужную оценку 
и для Д0м. 

Неравенства (41), (43) и (46) дают оценки функций м, Даи (|а| = 1,2,...). 
Чтобы доказать существование решения системы (23), удовлетворяющего 
условиям (24) для / е 2), поступаем следующим образом: 

Возьмем последовательности положительных чисел ту, йу (V = 1, 2,...), удо­
влетворяющих условиям ту ^ Сх < 1, Нт ту = 0, 11т к* = 0, ту//Г = к ^ <5/С2, 

б € (О,1), V = 1, 2,... и для каждой пары ту, йу построим функцию ыу по форму­
лам (31а), (316). Наконец определим функцию и\ с помощью и* по формуле (25). 
Покажем, что последовательность {мд}*Г=1 сходится слабо в Ь 2 к функции и е ^ 
удовлетворяющей (23), (24). 

При / е 2) правые части неравенств (41), (46) ограничены равномерно по V. 
Следовательно, последовательности функций мд, Д^ д , г = 0, 1, ..г, п ограни­
чены равномерно в ^г(Vт^ (полагаем и\(к0х9 хк) = 0, Д(ид(А;0т, хк) = 0 для 
г = 0,1,.. ., п, V = 1, 2,..., М д - т < к0 <* Мд). Пусть р натуральное число. 
Тогда из (45) вытекает равномерная ограниченность в ^2(VТ) функций Д*м, 
|а| = р9 где полагаем Дамд(&0т, хк) = 0, для О ^ & о ^ т + р и Мл — т — р й 
й &о =• А/̂ . Поэтому из последовательности и\ можно выбрать подпос­
ледовательность 1?д такую, что Да«?д сходится к функции ^ а слабо в ^2(VТ^ 
для |а| <; 1 и в ^2(VТ) для |а| 2* 2. Покажем, что и>я есть обобщенная производ­
ная функции и = Нт *?д, т. е. и>а = #ам. По формулам (25) и (29) имеем для 

любой сеточной функции V и любой бесконечно дифференцируемой функции (р 
с компактным носителем во внутренности Vт равенства 

2 Д^(г, хк) <р((9 хк) = - ]Г А^(^, **) о(г, Х к) 
хдеОд здеПд 

И 

М д - 1 М д - 1 

X I Д01</т, X») <р(к, Хк) = - ^ I »(/-, **) Ао^Сг. **) 
Г"--[о>/«] х к б П д 1-а--[«>/тЗ Х*6-*А 

446 



и, следовательно 
М д - 1 М д - 1 

(47) Е X Л"**. **) <К!*> **) = (-1)'-' I X Р(Л, х») Д>(/т, х»). 
1 = т + | « | здеЛд I = 1« Ч- |ое| хьеПд 

Применяя последнее для функций ьА9 получим 

(48) Г АЧ(19 х) срА(19 х)Ахйг = (- 1) ,а | Г 1>ДД>Д(*> *) с1х <1* 
Л ут ^ т 

для V = 1, 2,... Из предыдущего и благодаря гладкости (р видно, что можно 
перейти в этом равенстве к пределу по V и получить 

Í, wя(ř, x) ę(t9 x) dx dt = ( - l ) м 

vт 

u(ř, x) Daę(t9 x) dx dt 
vт 

для любого а. 
Но это значит, что функция имеет обобщенные производные всех порядков. 

По теореме вложения С. Л. Соболева она бесконечно дифференцируема в Кг. 
Предельным переходом в равенстве 

Мд — 1 т т и т 

тА'Е Е Е {^/н, **) + Е Е «;Аг#/т, **) + Е ЬуЛ^, **)} <?Х̂  **) = 
1=1 хкеПд У=1 ж=1 1=1 5 = 1 

М д - 1 т 

= ТЙ" Е Е Е / , ( Л * * ) < Р Х ' * > * * ) 

1 = 1 хкеПд У=1 

ДЛЯ V -> СО ПОЛуЧИМ 

{Ьи(г, х) - /(*, х)] <р(*, х) ёх &1 = О Í, 
для любой вышеуказанной функции (р. В виду плотности таких функций в ^1 

и бесконечной дифференцируемости и и/, получим, что и удовлетворяет системе 
(23). Покажем, что удовлетворяет и условию (24). Благодаря оценкам (41) и (45) 
можно показать, что и е ^(^г*)- Тогда по теореме вложения С. Л. Соболева 
можно писать 

lim I u2 dx = I u2 dx 
»-° Jst Jso 

Но так как очевидно 

I2 их = О lim ľ u2 

«-o-Jя, 

то и(0, х) = 0 для всех х е Е„. 
Из финитности / и уравнений (31) следует также финитность и. Однозначность 

такого решения и сходимость всей последовательности иА вытекает из теоре­
мы 2.1. 
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4. Задача Коши для/е и у 1 . 

Определение 4.1. Будем называть векторную функцию ие^2(Vт) сильным 
решением задачи (23), (24), если существует последовательность функций 
иу е /), V = 1,2,..., удовлетворяющий (24), такая, что 

Ит ЦЬи-, - /|||ра«-1 = 0 и Нт ||му - и\\Ьл = 0. 
У-+00 , у-*оо 

Теорема 4.1. Пусть ^ удовлетворяет условиям а)—в) п. 1. Пусть / е \У2 ~ 1(КГ)-
Тогда существует одно и только одно сильное решение задачи (23), (24). 

Доказательство. Для/е \У2~
Х существует (см. [2] стр. 340—343) последо­

вательность функций/у,/у 6 I), V = 1, 2,... такая, что 

ишЦл-/!̂ .! =°-
у-*оо 

Для каждой функции/у существует по теореме 3.1 функция иу, удовлетворяю­
щая (24) и системе 

Пху = / у . 
Из неравенства (22) следует 

К " иА^г = С| | / у -/ м | | Ж 2 п.-1, V, ^ = 1,2,... 

где С не зависит от /*, V. Следовательно, последовательность функций му явля­
ется фундаментальной и в силу полноты ̂ 2 существует ие^2 такая, что 

Нт ||му - и\Ьг = 0 

и которая есть искомым сильным решением задачи (23), (24). Единственность 
следует из неравенства (22), которому удовлетворяет очевидно и сильное ре­
шение. 

5. Задача Коши для/е ^2(VГ). 

Определение 5.1. Пусть /е^ 2 (V ^ ). Линейный ограниченный функционал 
ие\У2

т+1 будем называть сильным решением системы уравнений (23) при 
начальных условиях (24), если существует последовательность {щ}™= г вектор­
ных функций му е /), удовлетворяющих условиям (24) такая, что 

Нт | ^ и у - /\\Ь2 = 0 и Нт ||иу - и||Ж2-„,+1 = 0. 
у->00 * у-*оо 

Для доказательства существования решения задачи Коши для произвольной 
функции / е ^ 2 мы должны предположить, что тоже для оператора 

"• :••'• .••• ь*- -1--А1-?- + в* 
д1 .=1 дх1 



выполняются условия б) и в) из п. 1. Так как условие а) выполнено автомати­
чески благодаря гиперболичности ^, то ^* тоже гиперболический оператор. 
Тогда мы можем, используя предшествующие результаты, доказать энергети­
ческое неравенство в норме || || цг2 - т+1. 

Теорема 5.1. Пусть ^ и ^* гиперболические операторы и и = [ии и29..., ит]9 

ие^ вещественная векторная функция, удовлетворяющая условиям (24). Тогда 
имеет место неравенство 

(49) | |«1к — * ^ С\\Ьи\\Ьг 

где постоянная С не зависит от и. 

Доказательство. По теореме 3.1 существует для каждой функции Vе^ 
одна и только одна функция и> е В, являющаяся решением задачи Коши для 
системы *̂VV = V с нулевыми начальными условиями при I = Т. Потому что 
в (3) можно взять точную верхнюю грань только по функциям V€ ^9V^ так как 
существует (по теореме 2.1) положительная постоянная С независящая на м 
такая, что для у? е^9 У?Ь(Т9 Х) = О для г = 1, 2,..., т имеет место неравенство 

можем писать 

W2~ sup v ? * = c S UP 
weD \\V\ цr2n 

откуда в силу неравенства ^и9 ц>)Ьг ^ \\Щ\Ь2. | И | Ь 2 получим неравенство (49). 
Из этой теоремы следует непосредственно однозначность решения задачи 

(23), (24) в ]У2

т+1(УТ). Следующая теорема доказывается так-же, как теорема 4.2. 

Теорема 5.2. Пусть ^9^* гиперболические операторы. Тогда для любой 
функции/е^2 существует один и только один функционал ие дег

2~
т+1

> являю-
щийся сильным рещением задачи (23), (24). 

Определение 5.2. Пусть / е ^ 2 . Функционал м б № 2 " т + 1 будем называть 
слабым решением задачи (23), (24), если для всех ере ^9 <р(19 х) = 0 для % = Т 
имеет место равенство 

(/><р)х,2 = (и9Ь*ф)^2.т+1. 

Теорема 5.3. Если ^* гиперболический, то существует одно и только одно 
слабое решение задачи (23), (24) для любой функции/ е Ь^(уТу 

Доказательство. Оператор ^* отображает ^0 = {(р;(ре^9 ср = О для 
г = Т) на О взаимнооднозначно. Пусть ^(р = ф. Тогда формула 

Щ) = {Г,<Р\2 
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определяет на всюду плотном множестве ^е1V2

 г линейный функционал, 
который в виду 

\к(ф)\ = |(/, 9)\ < ||/||,2. Н|,2 < с||/||Ь2. \и9\**-г - с|/к • И к -

также ограничен. Следовательно существует один и только один элемент 
и е ^ 2 "" т + 1 такой, что 

Ь(ф)-(и9ф) = (и9Ь*9) 

для любой ф € ^9 ер = 0 для X = Г, х е Еи. Теорема доказана. 

6. Примеры. Покажем, что для/е И^ 1 "" 1 ^) можно в общем случае гаранти­
ровать существование сильного решения только в ^2. Для этого постром систе­
му двух уравнений для функций и19и2 двух независимых переменных Х9 х, 
удовлетворяющую условиям гиперболичности с правой частью в У?1(уТ)9 

решение которой принадлежит ^29 но не принадлежит УУЦут). Рассмотрим 
систему 

/~\ ди< д , ч ди2 д , ч (50) - 1 + - К - и2) « Л , — 2 + — ( м 1 - ^ 2 ) = / 2 
0? 0Х (7* ОХ 

с начальными условиями 

(51) и((09 х) = 0, х е Е 1 9 / = 1,2. 

Эта система гиперболична (нуль есть двухкратным корнем характеристического 
уравнения). Вычитая второе уравнение из первого, получим 

(52) ^ ( и 1 - и 2 ) = / 1 - / 2 . 

Из (52) и (50) имеем 

(53) ^ . = л + ̂  Га»-/.)*, - ^ = л + ̂  Г(л-Л)ЙТ. 

Возьмем теперь / = [/1$ /2] в следующем виде: 

Л(*> х) « 0 для г ^ 0, х € Е х , 

Л(Л*) = j° ,. 
(бť2 x ç>(x. 

для í ;> 0, x < 0 
) для 1 ł 0, x ł 0 
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где ср(х) бесконечно дифференцируемая функция и такая, что 

Í
O для lx 

1 для x 

= K+ 1 
< K 

[О = ср = 1 для К = |х| й К + 1 

где К > 0 некоторая постоянная. Потом решение задачи (50), (51) в смысле 
нашего определения дано формулами 

и&> х) = д2(х, х) Ах , и2(1, х) = д2(х, х) их + /2(т, х) их , 
«/о .)о ^ о 

где 
Я Г* 

#2(*, х) = — /2(т, х) их , 
д х ^ 

что легко проверить, приближая / 2 с помощью средних функций (см. [2], стр. 
342). Очевидно 

м.(г, х) = 0 для х < 0, г = 0, | = 1, 2 

г4 Г4 

и^у х) = — , и2(*, х) = - + 2*3х для 0 = х <* К, X = 0 . 

Эти функции имеют скачок *4/2 на прямой х = 0, так что они не принадлежат 
Щ(УТ). 

Условия б), в) определения гиперболичности для системы с главной частью 
данной левой частью (50) сводятся к тому, что матрица В должна иметь вид 

B 
\--*U ~tW 

где Ь и , Ь 1 2 произвольные. 
На примере системы (50) также легко показать, что не имеет место энергети­

ческое неравенство 

И к ^ с1М1к 
которое верно в случае различных корней характеристического уравнения. 
Возьмем последовательность функций / " = 0, / 2 = §т пх . (р(х), п = 1, 2,..., 
где ср(х) такая-же, что и в предыдущем примере. Тогда соответствующие 
решения задачи (50), (51) имеют вид 

X1 

и\(19 х) = — [<р(х) 8ш пх + п (р'(х) сов пх] , и2(х, х) «= и\ + ср(х) {§т пх. 

Отсюда видно, что нормы м", и2 в Ь2(^г) неограничены, в то время как 

| Я | к ^ Г . ( К + 1 ) . 
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Výtah 

CAUCHYOVA ÚLOHA PRO SLABĚ HYPERBOLICKÉ SOUSTAVY 
LINEÁRNÍCH DIFERENCIÁLNÍCH ROVNIC 

S KONSTANTNÍMI KOEFICIENTY 

JIŘÍ KOPÁČEK, MARIE SUCHÁ, Praha 

Pro soustavu (1) je dokázána existence a unicita silného řešení (eL2) pro/6 W2~
l 

slabého řešení (eW^n+í) pro/e L2 a stabilita jistého diferenčního schématu za před­
pokladu, Že rovnice det |XE + šřJ4ř| = 0 má pouze reálné kořeny a při jistých omeze­
ních na matici B. 

Summary 

THE CAUCHY PROBLEM FOR WEAKLY HYPERBOLIC SYSTEMS 
OF LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH 

CONSTANT COEFFICIENTS 

Jiilf KOPACEK, MARIE SUCHA, Praha 

The existence and uniqueness of the strong solution (eL2 for/e W2 "*) and of the 
weak solution (4W2

n*x for feL2) of the system (1) is proved. The stability of some 
difference schemas for (l) is established. The weak hyperbolicity means that the 
characteristic equation has only real roots and that B satisfies some further conditions. 
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