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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 92 (1967), Praha

POISSONSCHE, WELLEN- UND WARMELEITUNGSGLEICHUNG
' AUF FLACHEN

Jiiti STEPANEK, Praha
(Eingelangt am 10. Dezember 1965)

Diesér Artikel ist der erste der Serie von fiinf Arbeiten, in denen ich versuchte die
Fundamentalgleichungen der mathematischen Physik und einige Randwertaufgaben
von der Ebene auf Flichen zu iibertragen. Er soll einen einleitenden Charakter haben;
es werden da die Poissonsche, Wellen- und Wirmeleitungsgleichung mit Hilfe des
Laplace Operators auf der Fliche (der in der Grundliteratur auch als der zweite
Differentialoperator von Beltrami bekannt ist) verallgemeinert. Weiter werden die
kanonischen Formen dieser Gleichungen in den sogenannten isothérmischen Para-
metern gezeigt.

Der Gedanke der Ubertragung fiihrte auf einigen Stellen zu Tatsachen die in ande-
ren Zusammenhidngen schon bekannt sind. Nachdem ich da eine génzliche und
womdglich verstdndlichen Erkldrung von diesem Thema, welche besonders an den, an
Anwendungen interessierten, Leser gerichtet ist (in der Grundliteratur werden diese
Fragen nicht behandelt), bestrebe, gebe ich nicht nur eine strenge Erklirung von
Originalresultaten.

Die Problematik wurde mit Hilfe der Tensorrechnung bearbeitet, da ich dieses fiir
die Leser, denen die Artikel besonders bestimmt sind, fiir vorteilhaft halte.

In allen Artikeln ersuchte ich die Analogie mit der Ebene und wollte die Grenze
der Analogie feststellen. Auch die Verarbeitung des Stoffes wurde per analogiam
durchgefiihrt. Die Beweise der Sétze, die man ainfach von denen fiir die Ebene mittels
eine Ubertragung erhilt, wurden selbstverstindlich ausgelassen, in den Fillen, wo die
Ubetragung nur teilweise mdglich ist, werden die Beweise nur kurz mit einem Litera-
turhinweis gegeben.

1. DIE DREI FUNDAMENTALTYPE DER GLEICHUNGEN
DER MATHEMATISCHEN PHYSIK AUF HYPERFLACHEN

Die Hyperfliche in einem Euklidischen Raum E, +, sei parametrisch mit den Glei-
chungen

(1) xX=x(&) (e=12,...,n+1;a=1,2,...n)
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definiert, wo x* reelle Funktionen von n reellen Verinderlichen £° sind und die zu-
sammen mit ihren zweiten partiellen Ableitungen im Gebiet o stetig sind. Dabei
setzen’ wir voraus, dass die Matrix

a—xi axn+1

aél > 661

a_xl axn+1
_ag" s eees 66"

in jedem Punkte des Gebietes o den Rang » hat.

Der erste kovariante metrische Tensor der Hyperfliche (1) wird durch die Glei-
<chungen
ox* 0xP
2'¢";' - : ab = O —— —T
( ) Gab B oL aéb
definiert (6 ist das Kroneckersche Delta)"). Der erste kontravariante Tensor wird also
durch die Gleichungen g*g,, = §; bestimmt, so, dass fiir diesen g* = (1/G) G* gilt,
wo G® das Komplement des Elementes g,, in der Determinante

9115 -+ 91n

ist.
Die metrische Konexion der Hyperfliche (die Chrlstoﬂ'elsche Symbole der zweiten
Art) wird mittels der Gleichungen

c 09pa 09as 09
3 = 1gcd [ 22bd 4 “Jad __ “Jab
® ; {a, b} 1 <6€" * Filad 65‘)

definiert.

Mit Hilfe von (3) definieren wir die kovariante Ableitung des kovarianten Vek-
tors A, auf der Hyperfliche:

' 04, c
4 \Y = A, .
) o= 2 {b}

Unter einem Punkt der Hyperfliche verstehen wir einen Punkt [£%] € o, ein Gebiet
auf der Hyperfliche ist ein Gebiet in 0 mit der Metrik, die (2) angibt. Eine Kurve auf

1) In (2) wird nach der Konvention von Einstein summiert durch die Indexe a, f. Diese Art
der Summation wird auch im weiteren bentitzt.
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der Hyperfliche wird parametrisch durch die Gleichungen &° = &%(¢). definiert..
Dabei wird vorausgesetzt, dass die Funktionen £ im Intervall J stetig sind,: dass
diese im Inneren des Intervalles stetige Ableitungen zweiter Ordnung haben,: wobei
d.p(dé%[dr) (d&¥dr) + O gilt.

Definition 1. Poissonche-Gleichung auf der Hyperfliche (1) wird die Gleichung

Jdo
5 - gy, 22 =
) 9 b o

genannt, wo w = (&%), f = f (6“) ist, Wellengleicﬁung auf der Hyperflidche (1) nennt
man die Gleichung

© - I A

wo o = oft, &) ist und Warmeleitungsgleichung auf der Hyperfliche (1) wird die
Gleichung :

oo Ow
7 abV S
genannt, wobei w = w(t, &%) ist.

Der auf den linken Seiten der Gleichungen von der Definition 1 stehende Operator
wird Laplace Operator der Funktion w auf der Hyperfliche & genannt und wird
mit Agw bezeichnet.?) Diese Benennung hat in dem ihren Grund, dass fiir die Hyper-
ebene mit den parametrischen Gleichungen x* = &% x"*' =0 (a = 1,2, .., n)
Ag0 = 5U(*w|0E" DEP) ist.

Nach (3) und (4) kann man 44 in der Form

Pw ¢ ) dw
8 A W= ab( ~ 7 ___) -
®) v =9 (aga o8 {a, b} e
o ’w ’w 2w
=g" + ...+ g" 29" —— 42— —
I ot o oe o oet o2 R YT

1 1 1
_(gll{ }+,,,+g”"{ }+2g'2{ }+...+29"""‘ 1 g _
1,1 n,n 1,2 n—1,n)/ 0,
~(gll{'f}+...+g""{"}+2g”{"}+...+2g"“"‘4 nol) o
1,1 ©otn,n 1,2 n—1,nl}/ o&

2y vgl. [3], wo 4y der zweite Differentialoperator von Beltrami genannt wird.
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schreiben oder in den kovarianten Komponenten
G o G Po G2 do
Ago= —— ——+ ..+~ + 2
G oetag! G acrog G a¢'og

LG Pe 60 2614%&_6“@2)+---+
G e tor |26 o¢! oL
Gﬂ

- _3(26“’ OGus _ Gra 09m) | ¢ G 9924 +/G“‘%‘—’ _ g9z
2G o o G? o il o¢t

" G" zl.n (Gld 69,,4 + G agn—l,d _ G ag,,_;,,,) ?ﬁ’_
G gt oen o¢
! nn
- G_z oG 9914 0914 Gnaagu A G 26“%_6“&9%)4”
L% oF ot oF o¢
+ 91—2 (G""a_g}l + G"da_g_lﬂ e 6912) o4

afl 652 aéd

+ G" 21," G"d agnd + G"d agn—l,d _ G"d ag,, 1, Il) aw .
G oert oc o¢ 65"

Speziell auf einer Fliche & im E; ist®)

_9n o gy Fo _,0u Fo
TG et G oot G & o

922 0911 0912 0912
-2 — 29y, 2 + +
[2G2 (922 ae! 912 a¢t 912 ae?
911 0922 9912 0d22 911 0911 0932\ | 0w

+ = - =22 42 — - 2= — _—
,2.(;2( 912 o gd22 oz 922 551) G (gzz YT 912 et )| aet

922 69“ a912 0911 |

+ 29 - +
[202( 912500 T AN o T I g

11 0922 2 a912 PP 912 0922 agu) E‘*_’
e —_ + — — -—
+ Ve (gu o¢? 912 YD 912 oet G2 g1 o8 912 o2 o8

wo G = 911922 — 9%2 ist.

3y vgl. [3)
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Ist die Fliche & explizit mittels einer Gleichung z = z(x, y) gegeben, dann ist

Aot = 1+ q2 62w+ 1+ p? 2w 5 Pq 2w
s — — — . —
1+p2+q* 0x> 1+ p*+q° 9y 1+ p* + g% ox dy
1+ ¢* pq 1+ p? oo
~< 2 22pr—2 2 e b5t — 7z Pt
1+ p*+ 4% 1+ p*+ 4% L+ P+ )ox
_( 1+q Pq g LHP e
(1+ p2 + q2)2 . (1 + p2 + qZ)Z (1 + p2 + q2)2 ay

wo p = (0z[0x), q = (9z[dy), r = (0*2[0x?), s = (9°z[0x 0y), t = (9°z[0y?).

2. KANONISCHE FORMEN DER GLEICHUNGEN

Es ist leicht zu zeigen, dass wenn man auf der Hyperfliche & die Transforma-
tion ‘&% = '&%¢%) der Parameter einfiihrt ('¢* haben stetige partielle Ableitungen
2. Ordnung im o), dann ist der Laplace Operator in Bezug auf diese invariant. Es
entsteht die Frage, bei welchen Parametern der Operator A4 die einfachste Form

' : o’
1 Agw = g6 ———
( ) ¥ 9 0 éa aéb
hat, wo g = g(&) + 0 eine Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung ist. Die Form (1) wird kanonisch genannt.

Durch eine Vergleichung der Gleichungen (1) und (8) vom § 1 bekommen wir

c

=0 (¢c=12,...,n).
a,b} ( )

(2) gab _ g‘éab s 6ab {

Es muss also die Matrix des Tensors g* eine Skalarmatrix der Form gE sein (d.h. die
Matrix des Tensors g, hat die Form (1/g) E). x

Von der zweiten Gleichung in (2) bekommt man (wenn man die Christoffelsche
Symbole mittels g, ausdriickt):

1 (2Gld 0414 G“' agu) + 1 (ZG“ 9934 - GU agzz) o+

2G o0&t ‘ o0& 2G 6{2 o¢d
+ 1. 2G4 09 —gu’ 09 na =
2G o aH
_1adg 1 dg 1 dg 1 o9 _ 1( 2)69
=E-———_—— —_—— - - — ——==-(n-2)= =
g ogt 2g90¢ 2908 2g o¢! g a¢t
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Genau so bekommt man —(1/g) (n — 2) (999 é") =0 (k=23,...,n). Die Glei-
chungen

3) (n—2)§ég—k~0 (k=1,2,...n)

sind identisch erfiillt entweder fiir n = 2 oder fiir dg[ot* =0 (k =1,2,...,n).
Dabher folgen sofort folgende Sitze:

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass der Laplace
Operator auf einer Hyperfliche im E,,(n > 2) die kanonische Form (1) hat, ist,
dass der Tensor g,, der Hyperfliche in den Parametern &* die Skalarmatrix (1/g) E
hat, wo g eine positive Konstante ist.

Satz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass der Laplace
Operator auf einer Flicheim E, die kanonische Form (1) hat, ist, dass der Tensor g,
der Fliche in den Parametern & die Skalarmatrix (1/g) E hat, wo g = g(é") eine
positive Funktion ist.

Bemerkung 1. Sind die Gleichungen (3) im Falle n > 2 nur in einem bestimmten
Punkte [£3] erfiillt, so bekommt man folgendes: Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass der Laplace Operator auf einer Hyperfliche im E,, (n > 2)
im Punkte [£G] die kanonische Form hat, ist, dass der Tensor der Hyperfliche g,, in
den Parametern &° die Skalarmatrix (1/g) E hat, wo g = g(&°) eine posmve Funktion
und [£5] ihr Stationdrpunkt ist.

Flichen, die den Bedingungen des Satzes 2 geniigen, sind genau die F lachen, welche
man konform auf die Ebene abbilden kann*).

Die Parametern, bei denen der Laplace Operator auf der Hyperfliche die kanoni-
sche Form (1) hat, werden isothermisch genannt®).

Kann man also die erste metrische Form der Hyperfliche ds? = g,, d&° d&® zu der
Form ds® = §,, (1/'g) d’¢é* d’¢® bringen, dann sind die Parameter £ isothermisch,

Die Gleichungen (5), (6) und (7) vom § 1 haben auf der Fliche in den isothermi-
schen Parametern u, v die Formen

3w o P o o o | Po ow
I\ozt7 )=l 9|5+ 7)== 57 t )=
ou v ou ov ot R ot

die kanonisch genannt werden (1/g(u, v), 0, 1/g(u, v) sind die kovarianten Kompo-

nenten des metrischen Tensors der Fliche).

4) siehe [3].
5) Vgl. mit den isometrischen Parametern in 3]
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Beispiele®). 1) Auf der Kugeloberfliche mit den Gleichungen x!' = r sin 9 cos ¢,
x* = rsin 9sin @, x* = r cos 9§ hat der Laplace Operator die Form

1 w 1 w cosd Odw
- Ayw = ——

— + —_—
r? 892 r*sin?9 2¢p*  r’sin 9 99

Schreibt man nun die metrische Form in der Gestallt

1

sin? 9

ds? = r?sin? 9( d9? + d<p2>

und legt man
| u = Lds—logt‘gg v—(p:
sin 9 2’
dann hat die Forim in den Paratﬁetern u, v die Gestallt
ds? = r? sin? 2arctg e'(du® + dv?)

und die Parameter u, v sind also isothermisch. Der Laplace Operator auf der ganzen
Kugeloberfliche ohne der Pole hat in den Parametern u, v die kanonische Form

Po o
Ay = r?sin® 2arctg e’ [ — + — ) .
yv 8 (6u2 o*

2) Auf einer Rotationsfliche mit den Gleichungen x!
x* = h(r) hat der Laplace Operator die Form

1 Po 1 Po n 1\ do
dyo = — @ 1 T0 - 9o
14+ K? ot gt 20 + K'Y (A +h)r) or

= rcos @, x> = rsin @,

Schreibt man die Form auf die folgende Weise

2
ds? = 7r? (——~1 +h dr? + d(p2>

r2
und legt man

V=0
r

dann hat die Form in den Parametern u, v die Gestallt

+.

ds? = r*(u) (du® + dv?)

und die Parameter u, v sind isothermisch. Der Laplace Operator auf der ganzen

%) vgl. [3].
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Rotationsfliche ohne des Punktes auf der x3 Achse hat in den Parametern u, v die
kanonische Form
o o
Agow = rHu)[— + — ).
d ) (6u2 ov? )

Auf einer allgemeinen Fliche im E; kann man den Laplace Operator zu der kano-
nischen Form mindestens in der Umgebung eines Punktes iiberfithren. Der Beweis
dieser Behauptung beruht auf der Tatsache, dass man die Gleichungen der Minimal-
kurven der Fliche im E, immer in der Form

4) (&' + i&%) = konst., f(&' + &%) = konst.

schreiben kann, wo f eine bestimmte regulire Funktion der komplexen Variablen
E' 4+ i£? ist. Daher folgt, dass die Parameter, die durch die Gleichungen

(5) u=Ref, v=Imf

bestimmt sind, in der Umgebung des Punktes [é‘(’,], in dem die Funktion f eine von
Null verschiedene Ableitung hat, isothermisch sind”).

Bemerkung 2. Der Beweis, dass in den mit den Gleichungen (5) bestimmten
Parametern u, v der Laplace Operator auf der Fliche in der Umgebung des Punktes
die Form (1) hat, kann man durch eine direkte Berechnung durchfiihren. Von der
Gleichung (4) folgt ;

g11dE A2 + 2g,, dEV E? + gy, dE dE2 = édfdf

wo u, ji gewisse Integrationsfaktoren sind®). Bezeichnet man f = u + iv, dann hat
die metrische Form die Gestallt ¢*(du? + dv?). Nachdem die Funktion f regulir ist,
gelten fiir diese die Cauchy-Riemannsche Gleichungen

ou ov ov ou

pet egr ot o2

und fiir den Jacobian der Transformation (5) bekommt man also

ou _6_0_
b (e (2
__Aau ov ot ot
og o8|

In dem Punkte [£g] ist dann J # 0.

7y Siehe [3].
8y vgl. [3].
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Vytah
ROVNICE POISSONOVA, VLNOVA A VEDENI TEPLA NA PLOCHACH
' ' Jiki $TEPANEK, Praha

V &ldnku, ktery jest ivodem k dalsim &tyfem pracim, jsou pomoci Laplaceova
operdtoru na plose (zvaného téZ Beltramiho druhy diferencidlni operdtor) Ay =
= g”V,(0w/0E%) (9 metricky tensor nadplochy, V, kovariantni derivace) pfeneseny
z roviny na nadplochu zdkladni rovnice matematické fyziky:

.0 oc
o0 =f, —2=Ayw, £=Ayw
or? ot

Didle jsou uvedeny nutné a postacujici podminky pro pfevod rovnic na kanonické
tvary, v nichz dy0 = gé™(0*w/0&* 9Z%) (6 je Kroneckerovo delta.). V Ej je touto
podminkou konformnost plochy s rovinou.

Pe3ome

o - YPABHEHMS IIVYACCOHA, BOJIHOBOE
- W PACIIPOCTPAHEHHUS TEIUTA HA TTOBEPXHOCTSIX

MMPXU WTEMAHEK (Jiti Stépanek), Ipara

B cTaThe, KOTOpas CIyXWT BBCICHHEM K deTHIpEM CJICAYIOL(MM 3a Heil pa-
60TaM, NepeHeceHbl NPY IOMOIUM onepaTopa Jlammaca Ha NOBEPXHOCTH (HA3bi-
BAEMOTO TAKXKe BTOPHIM AubdepeHImMaibhbiM onepaTopoM Benbrpamu) A, =
= ¢"V,(0w[0&%) (9* — MeTpHHECKHl TEH30p TMIEPIOBEPXHOCTH, V, — KOBAaPHAHT-
Hasi NPOM3BO/IHAs) M3 TUIOCKOCTH HA TMIIEPNOBEPXHOCTb OCHOBHbBIE YPABHEHMS Ma-
TeMaTHYECKOl bu3uxu:

2
Aﬁ’w:’f’ ?‘B:A.S‘w’
or?

Hanee npuBeneHb HEOOXOAUMBIE M JOCTATOYHBIE YCIOBUS IJis npeobpa3oBaHus
YPaBHEHWH K KaHOHWYEeCKOMY BHAY, riie 4,0 = gé®(0*w[0E® 0EP) (5-nenta KpoHexe-
pa). B E; sBISETCA TaKHM YCJIOBHEM KOH(YOPMHOCTH MOBEPXHOCTH C IJIOCKOCTBIO.

@[z

== Ayw.

9) Zu allen finf Arbeiten.

50



		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T23:06:07+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




