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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 92 (1967), Praha 

POISSONSCHE, WELLEN- UND WÄRMELEITUNGSGLEICHUNG 
AUF FLÄCHEN 

Jiüi §T£PÄNEK, Praha 

(Eingelangt am 10. Dezember 1965) 

Dieser Artikel ist der erste der Serie von fünf Arbeiten, in denen ich versuchte die 
Fundamentalgleichungen der mathematischen Physik und einige Randwertaufgaben 
von der Ebene auf Flächen zu übertragen. Er soll einen einleitenden Charakter haben; 
es werden da die Poissonsche, Wellen- und Wärmeleitungsgleichung mit Hilfe des 
Laplace Operators auf der Fläche (der in der Grundliteratür auch als der zweite 
Differentialoperator von Beltrami bekannt ist) verallgemeinert. Weiter werden die 
kanonischen Formen dieser Gleichungen in den sogenannten isothermischen Para
metern gezeigt. 

Der Gedanke der Übertragung führte auf einigen Stellen zu Tatsachen die in ande
ren Zusammenhängen schon bekannt sind. Nachdem ich da eine gänzliche und 
womöglich verständlichen Erklärung von diesem Thema, welche besonders an den, an 
Anwendungen interessierten, Leser gerichtet ist (in der Grundliteratur werden diese 
Fragen nicht behandelt), bestrebe, gebe ich nicht nur eine strenge Erklärung von 
Originalresultaten. 

Die Problematik wurde mit Hilfe der Tensorrechnung bearbeitet, da ich dieses für 
die Leser, denen die Artikel besonders bestimmt sind, für vorteilhaft halte. 

In allen Artikeln ersuchte ich die Analogie mit der Ebene und wollte die Grenze 
der Analogie feststellen. Auch die Verarbeitung des Stoffes wurde per analogiam 
durchgeführt. Die Beweise der Sätze, die man ainfach von denen für die Ebene mittels 
eine Übertragung erhält, wurden selbstverständlich ausgelassen, in den Fällen, wo die 
Übetragung nur teilweise möglich ist, werden die Beweise nur kurz mit einem Litera
turhinweis gegeben. 

1. DIE DRfil FUNDAMENTALTYPE DER GLEICHUNGEN 
DER MATHEMATISCHEN PHYSIK AUF HYPERFLÄCHEN 

Die Hyperfläche in einem Euklidischen Raum *En+i sei parametrisch mit den Glei
chungen 

(1) x« = x*(£a) (a = 1, 2,.. . , n + 1; a = 1, 2,.. . , n) 
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definiert, wo x* reelle Funktionen von n reellen Veränderlichen £fl sind und die zu
sammen mit ihren zweiten partiellen Ableitungen im Gebiet o stetig sind. Dabei 
setzen wir voraus, dass die Matrix 

Єx1 Єxa+1 

ðí-'" '" ðť 

Õx1 ðx"+1 

* • ' • ' " ЪÇ 

in jedem Punkte des Gebietes o den Rang n hat. 

Der erste kovariante metrische Tensor der Hyperfläche (1) wird durch die Glei
chungen 

,*\ * dx* dxp 

definiert (5 ist das Kroneckersche Delta)1). Der erste kontravariante Tensor wird also 
durch die Gleichungen gacgcb = <5£ bestimmt, so, dass für diesen gah =-= (1/G) Gah gilt, 
wo Gab das Komplement des Elementes gab in der Determinante 

G = 
gll> •••* ^ l и 

gлl? • • •> Øлл 

lSt . 

Die metrische Konexion der Hyperfläche (die Christoffeische Symbole der zweiten 
Art) wird mittels der Gleichungen 

<з) ľ,ьhф Ödad _ Ö9ab) 

definiert. 

Mit Hilfe von (3) definieren wir die kovariante Ableitung des kovarianten Vek
tors Aa auf der Hyperfläche: 

<4) VЛÆ, 
* U ъ] 

Ac. 

Unter einem Punkt der Hyperfläche verstehen wir einen Punkt [£a] e 0, ein Gebiet 
auf der Hyperfläche ist ein Gebiet in o mit der Metrik, die (2) angibt. Eine Kurve auf 

1) In (2) wird nach der Konvention von Einstein summiert durch die Indexe a, ß. Diese Art 
der Summation wird auch im weiteren benützt. 
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der Hyperfläche wird parametrisch durch die Gleichungen £a = £a(t) defiliert., 
Dabei wird vorausgesetzt, dass die Funktionen £fl im Intervall / stetig sind,- dass 
diese im Inneren des Intervalles stetige Ableitungen zweiter Ordnung haben, wobei 
c5flb(d<.fl/d0(d^d0*0gilt. 

Definition 1. Poissonche-Gleichung auf der Hyperfläche (1) wird die Gleichung 

(5) ^Џ-f 
genannt, woo) = a>(£a)>f = f(£a) ist, Wellengleichung auf der Hyperfläche (l) nennt 
man die Gleichung 

(6) • »-»v, 
õù) õ2a> 

дla дt 2 

wo co = co(t9 £?) ist und Wärmeleitungsgleichung auf der Hyperfläche (1) wird die 
Gleichung 

genannt, wobei a> = co(t, £°) ist. 

Der auf den linken Seiten der Gleichungen von der Definition 1 stehende Operator 
wird Laplace Operator der Funktion co auf der Hyperfläche Sf genannt und wird 
mit A&Q) bezeichnet.2) Diese Benennung hat in dem ihren Grund, dass für die Hyper
ebene mit den parametrischen Gleichungen xa = <f*, xn+1 = 0 (a = 1, 2, ..., n) 
A<,m = dah(d2(ü\dta d?) ist. 

Nach (3) und (4) kann man A^o) in der Form 

(8) ^ » W _ _ _ ^ _ J c l _ _ U 

, n _ _ _ _ _ _ _ „ . » _ _ _ L _ ^ 2 _ _ _ _ _ _ _ , „ . - , , . * > • = 911 - — - + - + 9*" — — + 2g12 —— + ... + 2g 
ať ať ať ať ať ať a ť - 1 ^ 

w —1, n j/ ð ^ - ( 9 " { . ! . } + - + 9 " { Л } + V І . : 2 } + - + 2 9 " " " І Л . } ) 

-(»"L".}+-+.'-.L".}+í'"{û}+-+v-"Ц.}) 
ao> : 

ãť 
2 ) Vgl. [3], wo A& der zweite Differentialoperator von Beltrami genannt wird. 
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schreiben oder in den kovarianten Komponenten 

• _ G11 a2o) ______ + 2 _ ü - - - - + + 
•• 9<0 = ~G~W^ + " G d?d? G a « 2 

+ 2 
G ð_ 

G' 

-2a> _ [" G__ / GW ___ _ G u 3_u\ 
- " ^ f L2G2V 3Í1 -ť/ 

Gn * OtU I VJ / ,__~.ld ^-Ud nld vau \ _|_ . . . + 

+ 
2G2 

/ 2 G u 3.__ _ G u 3__,\ + ___ (Gu ÖJM + Gu Sjid _ G u 3_1_\ + ... + 
V 1? W) G2 V tf1 * 2 ^ / 

. G--1 " / u a*., + G „ 3£____ _ G_ ______Y1 ___ _ 

[2G2V d? d?) 2G V ^ ^ / 

+•___ lo- - - - + G- ^-d - G"d ^-_-_ + • • • + 
G 2 V s.1

 Ö£2 a<;V 

. G"-1- (-_ dg ni „ _____ _ G„d Sg__X\ ___ . 

+ ~G2~V - F 7 3«" ^" LI3? 

Speziell auf einer Fläche £f im E3 ist3) 

. ' _ -22 g*- _ ffu _ _ _ _ _ _ _ 7 gU _ _ _ _ _ _ 

^ " c'a^a«1 G a « 2 G a ^ 2 

r.22 / a_n 2fl ____ + - , _ _ i _ \ + 
/ Ö92i_7n 8g12 dg22\_g11(- ___ _ ^ _ _ _ Y 1 _ £ _ 

(-«--a^r + 2 ö 2 2 ~ ^ ~ 3 2 2 ^ J G2 V *? acyJ5« 
. 0 2 2 / _ 3 . 1 1 , 2 f l ____ - «.. -_-_"_ + 

3.22 , f l 3Sl2 . a^X _ _ L * M _ -ia_€__\1 *__! 
i i - ^ r - 2*12 ̂ r + »12

 a 4 i J G 2 V .<* *12 3^2 / J -*? 

+ __І 
2Ö2 

WO G = . 1 1 . 2 2 — 012 l s t -

3 ) Vgl. [3]. 
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Ist die Fläche £f explizit mittels einer Gleichung z =- z(x9 y) gegeben, dann ist 

A __ 1 + q2 d2m 1 + p2 d2w pq d2a> 

1 jr p2 + q2 dx2 1 + p2 + q2 dy2 l + p2 + q2 8x dy 

_ l__J__J___ r _ 2 M
 + 1 + p2 \ do 

\(1 + p2+ q2)2 Pr (1 + p2 + q2)2 PS (1 + p2 + q2)2 P ) ób 

/ 1 + q2 _ M , 1 + p2 \ 3c 
— i _ _ ar — 2 — ; as H —— at I — 

\(l+P2 + q2)2 (í+P2 + q2)2 (l+P2 + q2)2 )d} 

wop = (8zjdx), q = (dzjdý), r = (d2zjdx2), s - (d2zjdx dy),t = (82zjdy2) 

2. KANONISCHE FORMEN DER GLEICHUNGEN 

Es ist leicht zu zeigen, dass wenn man auf der Hyperfläche Sf die Transforma
tion '£? = '£"(£*) der Parameter einführt ('£* haben stetige partielle Ableitungen 
2. Ordnung im o), dann ist der Laplace Operator in Bezug auf diese invariant. Es 
entsteht die Frage, bei welchen Parametern der Operator A^co die einfachste Form 

(1) Aym-gbab 82(° 
ђţa ðíb 

hat, wo g = g(£a) # 0 eine Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen Zweiter 
Ordnung ist. Die Form (1) wird kanonisch genannt. 

Durch eine Vergleichung der Gleichungen (1) und (8) vom § 1 bekommen wir 

(2) 9ab~0Sab, ^ I C l « 0 (c = l , 2 , . . . , n ) . 

Es muss also die Matrix des Tensors gah eine Skalarmatrix der Form gE sein (d.h. die 
Matrix des Tensors gab hat die Form (\\g) E). 

Von der zweiten Gleichung in {2) bekommt man (wenn man die (jhristdffelsche 
Symbole mittels gab ausdrückt): 

2G\ ee de) 2G\ de ee) ' 

+ JL;(2GU d9nd - Gld ~^A = 
2G\ de de) 

s i _ ? _ L - . l i _ L ^ l _ _ ^ ^ „LlL__„_:( __2,-^ = 0 
gde 2g de 2g de '"' 2g de 0 ) de 
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Genau so bekommt man -(1/g)(n - 2)(dgjd£k) = 0 (k = 2, 3, . . . , n). Die Glei
chungen 

(3) ( n - 2 ) ^ = 0 (fc = l ,2, . . . ,n) 
Oc 

sind identisch erfüllt entweder für n = 2 oder für ög/a^ = 0 (fc = 1, 2,'..., w). 
Daher folgen sofort folgende Sätze: 

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der Laplace 
Operator auf einer Hyperfläche im En+1(n > 2) die kanonische Form (1) hat, ist, 
dass der Tensor gab der Hyperfläche in den Parametern £fl die Skalarmatrix (\\g) E 
hat, wo g eine positive Konstante ist. 

Satz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der Laplace 
Operator auf einer Fläche imE$ die kanonische Form (1) hat, ist, dass der Tensor gab 

der Fläche in den Parametern £fl die Skalarmatrix (ljg)E hat, wo g = g(^a) eine 
positive Funktion ist. 

Bemerkung 1. Sind die Gleichungen (3) im Falle n > 2 nur in einem bestimmten 
Punkte [£0] erfüllt, so bekommt man folgendes: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass der Laplace Operator auf einer Hyperfläche im En+1(n > 2) 
im Punkte [£0] die kanonische Form hat, ist, dass der Tensor der Hyperfläche gab in 
den Parametern £a die Skalarmatrix (l\g) E hat, wo g = g(£a) eine positive Funktion 
und [c 0̂] ihr Stationärpunkt ist. 

Flächen, die den Bedingungen des Satzes 2 genügen, sind genau die Flächen, welche 
man konform auf die Ebene abbilden kann4). 

Die Parametern, bei denen der Laplace Operator auf der Hyperfläche die kanoni
sche Form (1) hat, werden isothermisch genannt5). 

Kann man also die erste metrische Form der Hyperfläche ds2 = gab dQa d£b zu der 
Form ds2 = 5ab (l/'g) d'£fl d'£b bringen, dann sind die Parameter '£a isothermisch^ 

Die Gleichungen (5), (6) und (7) vom § 1 haben auf der Fläche in den isothermi
schen Parametern u, v die Formen 

\du2 + dv2) ~ý' g \du2 + dv2)~ dt2 ' 9 [du2 + dv2) " 

die kanonisch genannt werden (l/g(u, v), 0, ljg(u, v) sind die kovarianten Kompo
nenten des metrischen Tensors der Fläche). 

4) Siehe [3]. 
5) Vgl. mit den isometrischen Parametern in [3]. 
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Beispiele 6 ). 1) Auf der Kugeloberfläche mit den Gleichungen xl = r sin 9 cos (p, 
x2 = r sin 9 sin <p, JC3 = r cos 9 hat der Laplace Operator die Form 

__ . 1 d2(o 1 d2oj cos 9 3co 

^ = T2 69^ r 2 sin2 9 LV J*2 sin 9 59 

Schreibt man nun die metrische Form in der Gestallt 

1 »Í4-
Vsin2 9 
^sin2 9 

und legt man 

d9 2 + dę4 

Jsrn 

9 
- d9 = log tg - , v = ш 
9 2 

dann hat die Fortti in den Parametern u, t; die Gestallt 

ds2 = r 2 sin2 2arctg eu(du2 + dt;2) 

und die Parameter u, v sind also isothermisch. Der Laplace Operator auf der ganzen 
Kugeloberfläche ohne der Pole hat in den Parametern w, v die kanonische Form 

. (82<o d2a>\ 

\3u2 Bv2/ 
A&(0 = r 2 sin2 2arctg el 

2) Auf einer Rotationsfläche mit den Gleichungen xl = r cos <p, x2 = r sin <p, 
.x3 = /t(r) hat der Laplace Operator die Form 

i d2co i e2(ů ( w i \ aoj 
1 + h'2 8r2 r2 dep2 \2{\ + h'f (1 + h') r) Br 

Schreibt man die Form auf die folgende Weise 

'2 

: ds 2 = 

und legt man 
(7(1 + /j'2) , 

u — I — ar , v = (p 

dann hat die Form in den Parametern u, v die Gestallt 

ds2 = r 2(u)(dti 2 + dt;2) 

und die Parameter u, v sind isothermisch. Der Laplace Operator auf der ganzen 

6 ) Vgl. [3]. 
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Rotationsfläche ohne des Punktes auf der x* Achse hat in den Parametern ti, v die 
kanonische Form 

?/ ч fд2o) ô2æ\ 
A<?co = ŕ(u) [ 1  

* KЛдu2 õv2j 
Auf einer allgemeinen Fläche im £3 kann man den Laplace Operator zu der kano

nischen Form mindestens in der Umgebung eines Punktes überführen. Der Beweis 
dieser Behauptung beruht auf der Tatsache, dass man die Gleichungen der Minimal
kurven der Fläche im £3 immer in der Form 

(4) f(e + i£2) = konst., f(e + i{2) = konst. 

schreiben kann, wo / eine bestimmte reguläre Funktion der komplexen Variablen 
i1 + j£2 ist. Daher folgt, dass die Parameter, die durch die Gleichungen 

(5) u = R e / , v = Im / 

bestimmt sind, in der Umgebung des Punktes [£0], in dem die Funktion / eine von 
Null verschiedene Ableitung hat, isothermisch sind7). 

Bemerkung 2. Der Beweis, dass in den mit den Gleichungen (5) bestimmten 
Parametern u, v der Laplace Operator auf der Fläche in der Umgebung des Punktes 
die Form (1) hat, kann man durch eine direkte Berechnung durchführen. Von der 
Gleichung (4) folgt 

gii de de + 29l2 de de + g22 de de = — d/d/ 
fifi 

wo /i, fi gewisse Integrationsfaktoren sind8). Bezeichnet man / = u + iv, dann hat 
die metrische Form die Gestallt £2(dw2 + dt;2). Nachdem die Funktion / regulär ist, 
gelten für diese die Cauchy-Riemannsche Gleichungen 

дu 

W1 дţ2 

ôv ôu 
č2 

und für den Jacobian der Transformation (5) bekommt man also 

j = 

ÕU õv 

ee' дЄ 

ÔU õv 

W дЄ 

du\2 

íě) + m 
In dem Punkte [£0] ist dann J -# 0. 

7) Siehe [3]. 
8) Vgl. [3]. 
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Výtah 

ROVNICE POISSONOVA, VLNOVÁ A VEDENÍ TEPLA NA PLOCHÁCH 

JIŘÍ ŠTĚPÁNEK, Praha 

V článku, který jest úvodem k dalším čtyřem pracím, jsou pomocí Laplaceova 
operátoru na ploše (zvaného též Beltramiho druhý diferenciální operátor) A 9co = 
= gabVb(dcojdša) (gab metrický tensor nadplochy, Vb kovariantní derivace) přeneseny 
z f o vin'у na nadplochu základní rovnice matematické fyziky: 

л .г д2(° л дсо л 
A<?co=f, — r = A^C0, _ = AyCD 

dt2 dt 
Dále jsou uvedeny nutné a postačující podmínky pro převod rovnic na kanonické 

tvary, v nichž A<?co = gdab(d2cojd^a д£ь) (5 je Kroneckerovo delta.). V E3 je touto 
podmínkou konformnost plochy s rovinou. 

Резюме 

УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА, ВОЛНОВОЕ 
И РАСПРОСТРАНЕНИЯ ТЕПЛА НА ПОВЕРХНОСТЯХ 

ЙИРЖИ ШТЕПАНЕК (Jiří Štěpánek), Прага 

В статье, которая служит введением к четырем следующим за ней ра
ботам, перенесены при помощи оператора Лапласа на поверхности (назы
ваемого также вторым дифференциальным оператором Бельтрами) А^со = 
s gabVb(dcojdša) (gab — метрический тензор гиперповерхности, Vfe — ковариант-
ная производная) из плоскости на гиперповерхность основные уравнения ма
тематической физики: 

д2со дсо 
ApCů--=f9 -~-~- = А<?со9 -^^А^со. 

dt2 dt 
Далее приведены необходимые и достаточные условия для преобразования 

уравнений к каноническому виду, где Ay со = ~д5аЬ(д2сд1д%а ё^ъ) ((5-делта Кронеке-
ра). В Е3 является таким условием конформность поверхности с плоскостью. 

9 ) Zu allen fünf Агbeiten. 
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