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Casopis pro p&stovani matematiky, rot. 92 (1967), Praha

DAS DIRICHLETSCHE PROBLEM FUR DIE LAPLACE-GLEICHUNG
AUF DEM GEODATISCHEN KREIS EINER FLACHE

Jiki STEPANEK, Praha

(Eingelangt am 10. Dezember 1965)

In dem Artikel wird das Dirichletsche Problem fiir die Laplace-Gleichung auf dem
geoditische Kreis der Fliche mit dem metrischen Tensor 1,0, g(r) h(p) (in den
Polarparametern) gelost. Die Lésung wird mit Hilfe eines verallgemeinerten
Poissonintegrales ausgedriickt. Weiter werden da die Fundamentaleigenschaften von
harmonischen Funktionen auf Flichen, die mit der Ebene konform sind, angefiihrt.")

1. DAS DIRICHLETSCHE PROBLEM AUF EINER FLACHE;
SEINE EINDEUTIGKEIT UND KORREKTHEIT

Definition 1. Eine Funktion o = (&%), die in dem Gebiet s der Hyperfliche &
im E,;, stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung hat und die im s der Laplace
Gleichung

(1) v, 22 = 0

(g ist der metrische Tensor der Hyperfliche &) geniigt?), wird harmonisch im
Gebiet s genannt. Ist die Funktion w ausserdem noch im § stetig, wird diese eine
stetige harmonische Funktion im § genannt.

Es sei auf der Hyperfliche das erste Dirichletsche Problem fiir die Gleichung (1)
gegeben: Es sei auf der Hyperfliche & ein beschrinktes Gebiet s mit der Grenz-
kurve €: & = &%(t) gegeben. Es ist eine im § stetige harmonische Funktion @ = (&%)
zu finden, die auf € die gegebenen Werte: w(£%(t)) = f(¢) annimt.

Bemerkung 1. Unser Problem kann selbstverstindlich eine physikalische Inter-
pretation im E; haben, z.B. als die Aufgabe der Warmeverteilung (bei einer statio-

1) Diese Behandlung kniipft an meine Arbeit: ,,Poissonsche, Wellen- und Wirmeleitungs-
gleichung auf Flichen‘ an. Im weiteren bezeichnen wir diese kurz 1.

2

) Vgl.1,§1. :
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ndren Erscheinung) auf einem Gebiet der Fliche, wenn die Temperatur auf der
Grenze des Gebietes bekannt ist.

Satz 1. Es sei w eine stetige harmonische Funktion im Gebiet § einer Fldche im E;
die mit der Ebene lokal konform ist. Dann erreicht die Funktion w ihr absolutes
Extrem auf der Grenze € von diesem Gebiet?).

Den Beweis kann man mittels einer Ubertragung des Beweises von dem analogi-

schen Satz in der Ebene vollbringen*). Wir bezeichnen max w(£%) = M, max w(¢&) =
[£ales [&9le€

= m und setzen voraus, dass ein Punkt [£7] € s existiert so, dass (&) = M ist.

Dann erreicht aber die Funktion

M —
- dz"’ Sl — ) (&~ &)

@*(&) = (&) +

wo d der Durchmesser des Gebietes s ist, ihr Maximum im Punkte [¢£{] € 5. Nachdem
die Fliche mit der Ebene lokal konform ist, kann man voraussetzen, dass in der
Umgebung des Punktes [£]] die Parameter ¢ isothermisch’) sind und also ist
6“”(62w/65“ 0&%) = 0, woher

w OC0* M- m

P e .

folgt und dieses ist ein Widerspruch.

Von dem Satz 1 folgen diese Folgerungen:

Satz 2. Das erste Dirichletsche Problem fiir die Laplace-Gleichung (1) auf einer
Fldche im E,, die mit der Ebene lokal konform ist, hat hochstens eine Losung und
diese ist korrekt.

Satz 3. Es konvergiere die Folge stetiger harmonischer Funktionen im Gebiet §
der Fliche im E,, die mit der Ebene lokal konform ist, gleichmdssig auf der
Grenze € von diesem Gebiet, dann ist diese Folge im § gleichmdssig konvergent.

Die Beweise der beiden Sidtze werden so wie in der Ebene auf Grund des Satzes 1
durchgefiihrt®).

3) In anderen Zusammenhingen ist es bekannt, dass der Satz vom Maximum sogar fiir
beliebige elliptische Operatoren gilt. .

4) vgl. [1] (Literaturverzeichnis siehe in I).
5) siehe I, § 2.
6)-vgl. [1].
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2. DIE LOSUNG DES DIRICHLETSCHEN PROBLEMES
AUF DEM GEODATISCHEN KREIS DER FLACHE

Der geoditische Kreis mit dem Mittelpunkt S auf der Fliche & im E; wird als
eine Orthogonaltrajektorie der geoditischen Kurven der Fliche, die durch den
Punkt S laufen, definiert.

Wir fithren auf der Fliche & die Krummflichenpolarparametern r, ¢ mit dem
Pole S ein; r ist der Bogen der geoditischen Kurve, die mit dem Punkte S inzident ist
(von S gemessen), ¢ ist der Winkel dieser Kurve von einer bestimmten Richtung in
der Tangentialebene im Punkte S zu der Fliche, gemessen.”)

In den Polarparametern hat der geoditische Kreis mit dem Mittelpunkt S und dem
Radius r, die Gleichung r = r,. Der metrische Tensor der Fliche hat in diesen
Parametern die Komponenten g,; =1, g;, =0, g,, = G(r, @), wo G eine periodische
Funktion in ¢ mit der Periode 27 ist.®)

Die Laplace-Gleichung auf der Fliche in den Parametern r, ¢ hat die Form

o 1 dw 1 0G ow 1 0G dw
1) — =+ =
orr G op* 2G or or 2G* O ¢

Bemerkung 1. Ist die Fliche eine Ebene mit den Gleichungen x = &, y = 62,‘
z = 0, dann iibergehen die Krummflichenpolarkoordinaten in die gewohnlichen
Polarkoordinaten. Der metrische Tensor der Ebene hat die Komponenten gy = 1,
g2 = 0, g,, = r? und die Gleichung (1) iibergeht in die Gleichung

Fo, 1 P0 100 _

~22, 0
or  r?de* r or

d.h. in die Laplace-Gleichung auf der Ebene in den Polarkoordinaten.

Die Dirichletsche Aufgabe auf der geoditischen Kreisfliche der Fliche kann man
in den Polarparametern auf so eine Weise formulieren: Es ist fiir r < r, eine stetige
Funktion w = o(r, ¢) zu finden (die in Bezug auf ¢ periodisch mit der Periode 2n
ist), die fiir r < r, stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung besitzt und der Gleichung
(1) geniigt, wobei w(ry, @) = f(¢) ist (f ist periodisch mit der Periode 2r).

Wir 16sen diese Aufgabe fiir Flichen mit dem metrischen Tensor 1, 0, g(r) h(¢)
wo g(r) > 0, h(p) > 0 ist.

Bemerkung 2. In die Klasse der Flichen mit diesem metrischen Tensor gehdren
z.B. Flichen mit einem konstanten Gaussschen Mass der Kriimmung (speziell die
Ebene). Daist G(r, ) = (1/K) sin® \/[K] r (fiir K = 0 ist G(r, ¢) = r?). Flichen mit
einer konstanten Kriitmmung sind genau die, welche man geoditisch auf die Ebene
abbilden kann.?)

- 7y Siehe [3].

8) Siehe [3].
%) Durch diese Abbildung bekommt man in der Ebene eine nichteuklidische Metrik (Vgl. [3]).
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Die Gleichung (1) hat die Form

Po 1 Po g o K dw

2 1 oo
@ or*  gh 0p® 2g or  2gh? d¢

.

Nach der Fouriermethode suchen wir eine Losung

a(r, 9) = R(r) &(p) .

Wir bekommen

I SN S
R R ho 2o
daher folgt
R" R’ 19" h @
—g— -39 —=4, - ——=——=1
gR %gR h & 2

wo A eine Konstante ist. Fiir die Funktionen R, @ bekommen wir so die Gleichungen

(3) gR” + 3g’'R" + AR =0
' ” h, l‘
) | " — L@ — Ihd =0.
. 2h

Legt man in (4) die Substitution z = @’/®, dann ergibt sich
2 — —z=1h— 2%,
Da die Funktion z = (*,./1,/h die beiden Seiten anulliert, folgt daher die Losung

© ® = exp (mj:«/[h(m ).

Lemma. Es ist
@
©) J JIH)] 4 = H(p) + co
0
wo H eine periodische Funktion mit der Periode 2x ist, und
v 1 2n
) o e=g [ VBN
. 2rn Jo
Beweis. Es gibt eine positive Konstahte ¢ so, dass

. r”(\/ [A(¥)] = c)dy =0
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gilt. Es ist ndmlich
J‘ (AT — o) dy = f "J[HW)] dy — 2ne

und also ist fiir das durch (7) bestimmte ¢ die Gleichung erfiillt. Bezeichnet man nun
JIRW)] = ¢ = p(¥), (@) = §5 p(¥) dy, ist

2n+ 2n+o@

"oy dy = j P(¥) dp

0

J(p + 27) =j‘

und mittels der Substitution y = 2 + ¢ erhdlt man

j W) v = f:P(Zn +1)di = .[}(t) dt = J(;p)

2z

Es ist also J(¢ + 2m) = J(¢@), daher folgt, dass J(¢ + 2kn) = J((p) (k ganz) ist.
Nachdem h die Perlode 2n hat, hat auch die Funktion

f (VIR - o) dy = j VIR 4y — co

dieselbe Periode und man kann schreiben [§/[h(¥)] dy = [/ [h(l;l)] dy — co +
+ ¢, d.h. §§/[h(¥)] d¥ = H(e) + co, wo H(p) = [§/[h(¥)] d¥ '~ co.

Von dem Lemma folgt, dass 2 < 0 ist (da @ periodisch sein muss). Fiir 2 < 0
bekommen wir

® = cos\/—4 jw\/[h(t//)] dy Iyisin/—2 J“P\/[h(l,b)] dy .

Damit ¢ die Periode 27 hat, muss —A = n?/c* (n natiirlich, ¢ durch die Formel (7)
bestimmt) sein. Es ist nimlich laut dem Lemma

cos \/(—2) IZJ [r(W)] dy =

= cos/(—A) H .cos \/(—2) cp — sin /(=) H.sin\/(=2) cp
und also ist \/(—4) ¢ = n. '
Fiir die Gleichung (4) bekommen wir die allgemeine Lésung

®=a, cosg r\/[h(n//)] dy + b, sing j "\/[_ho/;)] ay .

Fiir 2 = 0 haben wir die Gleichung

=

@ —

LS RN

>
i
[
o
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deren LGsung

® = ay + bo j " JThw)] dv

-

ist. Daher ist notwendig b, = 0.

Fiir die Funktion R ergibt sich in dem Falle A < 0 die Gleichung

2
gR" + 3gR - R=0.
cZ

Mit Hilfe der Substitution y = R’/R bekommen wir

’

Q

Yy + g

y= oy
c2g '

N | =
@ |

Diese Gleichung hat die Losung y = £, (n/c \/g), daher folgt

R - exp(;, jm@

Die allgemeine Losung der Gleichung fiir R ist also

Rmeen(] ) "o (- )

In Analogie mit der Ebene setzen wir voraus, dass
i, i 0o 1
r ~/[9(0)]

ist.!%) Mit Riicksicht auf (8) muss also ¢, = 0 sein. Fiir 2 = 0 hat die zugehorige
Gleichung

®

do = —

RR+1%R -0
29
eine Losung
v , )
R = dl + d 2 dQ .
Mit Riicksicht auf (8) ist notwendig d, = 0.
10) Far die Ebene ist g(r) = r? und also jg) (1 [r) dr = —o0. Die gegebene Voraussetzung ist

auch fir Flichen mit einer konstanten Kriimmung giiltig.
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Fiir die Funktion @ bekommen wir so die Reihenentwicklung

g =35 man®)
. (a, cos " J :J[iz(w)] & + bysin” f NEO) dw) .

Von der Randbedingung folgt
(10)  flo) ==+ Z (a cos — J JIhW)] dy + b, sin - J V)] dl/l)

Nachdem (10) nicht eine Entwickluag nach Orthogonalfunktionen ist, bestimmen
wir ihre Koeffizienten mittels der Einfilhrung der Parameter u, v durch die Trans-
formation

(11)

r

Tl = [y

die gegenseitig eindeutig ist. In den Parametern u, v ist die geoditische Kreisfliche
mit dem Radius r, durch die Ungleichung u < 0 gegeben, wobei die Funktionen w, f
in Bezug auf v die Periode v, = (3" h({) dy haben.

Die Gleichungen (9) und (10) haben die Form

(12) o(u, v) = 24 ) (exp (21‘_’1 u)) (a,, cos 2mn v + b, sin 2mn v)
1

Vo Vo

f(v)—‘;Z +Z (a cos T 5 4 b, smﬂv)

Vo Vg

Dabher folgen fiir die Koeffizienten a,, b, die Formeln

(13) a, = 2 0f(v) cos—zﬂ vdv (n=0,1,2,...)
Vo Jo

Vo

v, . 2
,,”=_2_'[°f(,,)smﬂvdv (n=1,2..)

Vo Jo Vo

Kehrt man nun wieder zu den Polarparametern zuriick, ergibt sich fiir die Koeffizien-
ten der Entwicklung (9) folgendes:

4 a=1 j f ( j :J[h(w] dw) cos f :J[h(w)] av o)) o

b= = j f ( j :J[h(v/)] d»//) sin f :J[h(w)] ay . /[h(e)] do

Wo ¢ = vp[2n = 3n~! 3%\ /[h(¥)] d¥ ist.
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So wie auch in der Ebene kann man auf dem Grunde des Satzes 3im § 1 beweisen,
dass die Reihe (9), deren Koeffizienten durch die Formeln (14) gegeben sind, die
Losung unserer Aufgabe ist.’?)

Bemerkung 3. Wenn wir uns auf die Klasse der Flichen, fiir die h = 1 ist, (zu
dieser gehdren z.B. Flichen mit einer konstanten Kriimmung) beschrinken wiirden,
dann mdchten wir anstatt der Reihe (9) die Reihe

r

. VI9@] [g(h )]

bekommen (nachdem ¢ = 1 ist), deren Koeffizienten man von der Randbedingung

o(r, (p)——~+2( ( ))(a cos ng + b, sin ne)

f(‘P)’= %9 + Y (a, cos ng + b, sin ng)
n=1
bestimmen kann. Daher folgt

zuf(gb) cos iy dy, b, = - hf(z//) sin ny dy .
0 TJo

T

3. DER VERALLGEMEINERTE POISSONINTEGRAL

Auf dem Grunde der Formeln (12) und (13) vom § 2 driicken wir so wie auch in
der Ebene'?) die Losung der Dirichletschen Aufgabe auf der geoditischen Kreisfliche
der Fliche in der Form des verallgemeinerten Poissonintegrales aus. In den Para-
metern u, v ist

o(u, v) = ;l—J‘y'(V)dv ;2 Y (exp(zvﬂl u))( l,f(v)cos27t—" ydv.cos ™y 4+
o Jo o 0

Vg n=1 Uy Vo

of(v) sin 2mn vdv.sin 2nn v) =

0 ) )

. vio J:"f(v).(l*.;_ 2"2 (exp (2% u)) . cos 2—1’:—" (v - v)) dv.

Legt man da (Zn/vo') (v - v) = ¢, ist der Kern des letzten Integrales gleich

—1+2Re), (exp(—z—zu + it))
! n=0 Uy

11y val. [1].
12y vgl. [1].
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Ist also

(e + )
expl{—u + it
Vo

d.h.u <0, bekommen wir fiir den Kern:

(=)
=expl—u)<l1
Vo

—1+2Re ! ' =—1+2Re

1 — exp (2_11 u+ it) (exp( )1) (cost + isint)

)

(o (o) (0 ()
1 —{exp cost + i|exp sin t
= —1+2Re % %
(= (oo () (o ()
1—{exp{—u)).cost sin? ¢
Vo v
1 —exp (‘—"E u)
Vo
4n 2n '
1+exp(—u)—2(exp{—u)).cost
Vo Vo

Fir u < 0 ist also

4n
L e 1 —exp (: u)
M) ofwo) =+ j 1) o ] av

1+ exp(4—n u) - 2(exp(2—nu ).cosgf—[(v - v)

Satz 1. Die Lisung der Dirichletschen Aufgabe auf der geodidtischen Kreis-
fliche mit dem Radius r, der Fliche mit dem metrischen Tensor 1,0, g(r) h(¢) ist
durch die Formel

o s L {000 (- en o) on

Jree(: To@i®)

., (exp (% j i gl(g)] dg)) cos — (f JIA®] dt - J N0) dt)] 1d

gegeben, wo ¢ = 3n~"' (3% /[ h(y)] dy ist.

Dabher folgt
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Beweis. Die Formel (2) folgt sofort von (1) durch die Transformation (11) von § 2.
Mit Hilfe des Satzes 3 im § 1 beweist man so wie auch in der Ebene, dass die Funktion
(2) sich an der Grenze des geodatlschen Kreisfliche stetig den Randwerten f(¢)
anschliesst.'®),

Bemerkung 1. Das Integral in der Formel (2) ist eine Verallgemeinerung des
Poissonintegrales fiir harmonische Funktionen auf einer ebenen Kreisfliche. Fiir
g(r) = %, h(¢) = 1 bekommt man ndmlich

2 2
ro—r

o(r, ¢) = f ¥) re + rt — 2rrqcos (Y — o)

dy

Beispiel. Es sei die Dirichletsche Aufgabe auf der geoditischen Kreisfliche (mit
dem Radius 7,) einer Fliche mit konstanter positiver Gaussschen Kriimmung K
gegeben. Da ist g(r) = (1/K) sin? /(K) r und die Laplace-Gleichung hat die Form

2sm2\/(K)r——— + 2K§—a~) + \/(K)s1n2\/(K)r—~ =0.
Weiter ist
" 4 do = '__il_(_dg=]ogj§i.\_'(.(!_<_)_r
- V[9(0)] r, Sin/(K) @ tg 4 /(K)o
wobei
g 181 wBiJK)r _

"’0 tg 3 J(K) 7o

ist, so dass die’ Bedmgung (8) vom § 2 erfiillt ist. Die Losung dieser Aufgabe gibt dann
die Formel :

o(r, @) =
f 1) (1823 (K)o — tg? 3 J(K) 7) dy
tg? N(K)ro+tg PJ(K)r—2tg3/(K)r.tg3/(K)ro.cos(¥.— @)

an.

4. DIE EIGENSCHAFTEN HARMONISCHER FUNKTIONEN AUF FLACHEN

Die Fundamentaleigenschaften harmonischer Funktionen auf Flichen mit dem
metrischen Tensor 1, 0, g(r) h(¢) kann man so wie auch in der Ebene davon herleiten,
dass jede solche Funktion in der Form eines verallgemeinerten Poissonintegrales auf

- der geoditischen Kreisfliche der Fliche ausdriickbar ist.

13y vgi, 11]. o
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So z.B. kann man den Satz iiber den arithmetischen Mittelwert auf so eine Weise
bekommen: Die Linge des geoditischen Kreises r = r, ist durch das Integral

= f " Jl9(ro) h(e)] do

gegeben, oder in den Parametern u, v, die durch die Transformation (11) im §2
gegeben sind:

I = J‘%\/ [9(0)] dv = /[g(0)] v, .

Wenn man auf der Fliche die Parameter *u, v durch die Gleichungen *u = \/[¢(0)] u,
*» = ,/[9(0)] v angibt, hat der Parameter *» die Bedeutung der Linge des Bogens
des geoditischen Kreises. In den Parametern *u, *v behilt die Formel (1) vom § 3
dieselbe Form (dabei bedeutet *v, die Linge des geoditischen Kreises). Von der
Bedingung (8) im § 2 bekommen wir daher sofort

1 *vo
o(S) = %; L f(v)dv.

Auch weitere Eigenschaften wire es moglich mit Hilfe des verallgemeinerten
Poissonintegrales zu erhalten. Dieses wiirde sicher eine interessante Vergleichung der
Beweise mit der Ebene liefern. Es méchte sich zeigen, dass die Beweise man analogisch
wie auch in der Ebene (mit einer Beniitzung des Satzes 3 vom § 1) fithren kann. Eine
wichtige Rolle wiirde da die harmonische Funktion, die das Integral [ g (o) do
angibt, spielen, da diese ein Analogon des logarithmischen Potentiales ist. Diese
Eigenschaften kann man aber leichter bekommen. Auf unseren Flichen haben
namlich die Minimalkurven in den Polarparametern die Gleichung

dr?* + g(r) h(e) de* = 0
oder

r P

7[—3?&(:, i L\/[h(w)] dy =0.

Daher, auf dem Grunde von I, § 2 (die Formeln (4) und (5)), sehen wir, dass die
Parameter u, v, die die Transformation

u = ' do
NN

angibt, isothermisch sind und die Laplace-Gleichung hat in denen die kanonische
Form ¢*w[ou? + 8*w[dv* = 0 '*). Von dem folgt, das die harmonischen Funktionen

0= f’J[h(w] ay

14y Siehe I.
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auf Flichen, die mit der Ebene konform sind, dieselbe Eigenschaften wie auch die
harmonischen Funktionen auf der Ebene haben. Speziell gelten der erste und zweite
Satz von Harnack, der Satz von Liouville, der Satz iiber die entfernbare Singularitit
und der Satz itber die Analytizitdt der harmonischen Funktion (in den isothermischen
Parametern). :

Anschrift des Verfassers: Praha |, Malostranské nam. 25 (Matematicko-fyzikélni fakulta).

Vytah

DIRICHLETUV PROBLEM PRO LAPLACEOVU ROVNICI
NA GEODETICKEM KRUHU PLOCHY

Jikf STEPANEK, Praha

V {ldnku je feSen Dirichletiiv problém pro Laplaceovu rovnici na geodetickém
kruhu plochy s metrickym tensorem 1, 0, g(r) h(¢) (v poldrnich parametrech). Reseni
je vyjddfeno zobecnénym. Poissonovym integrdlem (2), §3.

Diéle jsou uvedeny zdkladni vlastnosti harmonickych funkci na plochdch konform-
nich s rovinou.

Pe3rome

3AZIAYA IUPUXJIE AJIl YPABHEHUS JIATUIACA
HA TEOJE3UYECKOM KPYI'E TIOBEPXHOCTH

VIUPXU WTENAHEK (Jiti St¥pének), IMpara

B craTthe peinaercsa 3amava Jupuxise mid ypaBHenus Jlamiaca Ha reofe3uvyecKoM
Kpyre ¢ MeTpudeckuM Teu3zopom 1, 0, g(r) h(¢) (B monspHbix napamerpax). Peurenue
npeacrapieHo o600meHnbM nHTErpasioM Ilyaccona (2), rjaBa 3.

3ateM npuBeAEHBI OCHOBHBIE CBOMCTBA rapMOHUYECKUX (DYHKIUIi HA TIOBEPXHOCTSAX,
KOH(OPMHBIX MIOCKOCTH.
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