Casopis pro péstovani matematiky

Jif{ Stépanek
Das Dirichletsche Problem fiir die Laplace-Gleichung auf dem Gebiet einer Fliache
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 92 (1967), No. 1, 63--69

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117598

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1967

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117598
http://project.dml.cz

Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 92 (1967), Praha

DAS DIRICHLETSCHE PROBLEM FUR DIE LAPLACE-GLEICHUNG
AUF DEM GEBIET EINER FLACHE

Jikf STEPANEK, Praha

(Eingelangt am 10. Dezember 1€66)

In der Arbeit wird die Dirichletsche Aufgabe auf einem allgemeinem Gebiet der
Fliche mit dem metrischen Tensor 1, 0, g(r) h(¢) gelost. Weiter werden einige Zu-
sammenhinge harmonischer Funktionen auf Flichen mit den geoditischen Linien
und Minimalfiichen gezeigt.!) '

1. DIE LOSUNG DES DIRICHLETSCHEN PROBLEMES AUF EINEM GEBIET
DER FLACHE MIT DEM METRISCHEN TENSOR 1, 0, g(r) k(p)

Es sei in einem beschriankten Gebiet s der Fliche & im E; mit dem metrischen
Tensor g die erste Dirichletsche Aufgabe fiir die Laplace Gleichung?)

m a°v, So 0
o¢*
gegeben. :
Wenn man auf der Fldche die Krummflichenpolarparameter r, ¢ mit dem Pol S

einfiihrt, bekommt die Gleichung (1) die Form

v 1w 1 0G dw 1 0G dw
+ =0

or? M 56—(;)2 2G or ér  2G? 09 O’

wo 1,0, G(r, ¢) der metrische Tensor der Fliche ist®) und die Grenzkurve % des
Gebietes s hat die Gleichung r = r(¢) (wir setzen voraus; dass S € s ist).-

1y Diese Behandlung kniipft an meine Arbeiten: ,,Poissonsche, Wellen — und Wirmeleitungs-
gleichung auf Flichen*, ,,Das Dirichletsche Problem fiir die Laplace-Gleichung auf dem geodi-
tischen Kreis einer Fliche‘ an. Diese Arbeiten werden im weiterem kurz I, I, bezeichnet.

2y Siehe I, II.
3) Siehe II, § 2.
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Wir 18sen unser Problem fiir Flichen, bei denen G(r, ) = g(r) h(e) (g(r) > 0,
h(p) > 0) ist. Auf diesen Flidchen kann man isothermische Parameter u, v mit Hilfe
der Transformation

-
r

2 w=| —L do, o= vIwd¥ (ro >0
@ o L\/[ Wy (ro > 0)

einfithren und die Gleichung (1) bekommt dann die kanonische Form (0°w/du?) +
+ (P®w/ov?) = 0.3)

Dabei wird vorausgesetzt, dass u(0) = —oo ist.*) Die Losung dieser Aufgabe
(nach II, § 1 ist diese eindeutig und korrekt) = o(u, v) und die (stetige) Rand-
funktion f = f(v) sind in Bezug auf den Parameter v periodisch mit der Periode
vo = fo*/[h(¥)] d¥ und die Grenzkurve % hat mit Riicksicht auf (2) die Gleichung
u = u(v), wo u die Periode v, hat. Wir setzen dabei voraus, dass u(v) < 0 ist.

Legt man nun o(u, v) = U(u) V(v), erhilt man fiir U, V die Gleichungen

U'—-AU=0, V"+i¥V=0
wo A eine bestimmte nichtnegative Konstante ist. Daher folgt
U=ce/™" 4 c,e VO = g/ 4 g e V(-

Fiir A > 0ist also
V=acos/(A)v+ bsin /() v

wo i = 4n®n?[v} (n natiirlich) ist. Fiir A = Qist V" = 0,d.h. V= cv + k, wo ¢ = 0.
Fiir die Funktion U ist dann (in dem Falle 1 > 0)

U= cleZunu/vo + cze—Znnu/vo

wo mit Riicksicht auf die Voraussetzung u(0) = —o0, ¢, = 0 ist. Fiir 1 = 0 ist
U" = 0,d.h. U = Cu + K, wo wieder C = 0 ist.
Wir stellen die Reihe

had 2
3) o(u, v) = Qo 4 Y e/ ( g, cos ™ v + b, sin 2nn
2 n=1 Uy Vo

zusammen. Hat die Reihe (3) beschrinkte Koeffizienten, dann ist sie fiir u < 0
konvergent. Von der Randbedingung w(u(v), v) = f(v) folgt

@ flv) = Qo 4 Y, e m)eo <a,, cos 2nn v + b, sin 2nn ,,>
2 n=1 * Uy Vo

3) Siehe I, I1, § 4.
4) SieheI1, §2
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Nachdem (4) nicht eine Entwicklung laut Orthogonalfunktionen ist, bestimmen
wir ihre Koeffizienten so, dass wir die Funktionen in (4) in Fourierreihen nach
cos (2mkv[v,), sin (2nkv[v,) zerlegen:

27m A‘"’ o 2nk . 2nk
elunu(v)/vo cos 2= + Z Ag') cos =—— v + B’(‘n) sin — v
v k=1 Vo Yo

) 2 F(n) )
eme(v)/u0 sin ﬂl v = AO + Z (Z(") cos === 2nk v+ B(") sin 2_7"‘1( l))

Uo 2 k=1 vo vo
2 (v 2nn 2nk
AP = Z | ™% cos " p . cos = v dv
Yo Jo Vo Vo
2 [ 2nn . 2nk
B = Z | e¥™)/% cos 2" p . sin =— v dv
Vo Jo Vo Vo
2 [P . 2nn 2nk
A = 2| e™®% gin = — v . cos —— v dv
Uo Jo Vo Vo
= 2 (% . 2nn . 2nk
Bm = Z | ¥ sin T p . sin ~— vdv
% Jo v, vy

Von (4) bekommt man nach einer Berechnung
© A(n) A(n)
s =245 (o %+ nT)

+ Z 2 (2,4 + b,A") cos — LN Y ¥ (a,BY + b,B{")sin n
k=1n= () k=1n=1 [0

Dabher folgt fiir k = 0
® Q) (n)

%o +Y (a,,ézg- + b, 5——)——[ f(v)dv
und firk =1, 2, ...
6)) Y (a, A" + b,AP) = 2 .[ of (v) cos 2k o

n=1 Uo 0 Vo

3 (@B + 5,B") = 2 [ () sin 2 v dv

n=1 vo 0 Uo

Fiir a,, b, (n = 1,2,...) bekommt man so in (5) ein unendliches System linearer
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Gleichingen. Wenn man
e . 1 2 . 21-1 21
G = Xailus by s AP = PRID, AP = u), B = PGV, B = B3P

2 .rpf(v) cos 2nk vdv =Ry _,, — of(v) sin 2nk vdv = Ry,
Yo Jo Vo Yo Jo Uo

bezeichnet, kann man (5) in der Form

(6) Y PPx, =R, (k=12,..)

n=1

schreiben. '
Man kann beweisen: Wenn |R,| < K (k =1,2,...), |P{”| < &,(n + k), [P — 1| <

S &, 3, &, = q < 1, dann hat das System (6) eine Losung x, (n = 1, 2,...), die man

a=1
mit Hilfe der sukzessiven Approximationen finden kann.
Nimlich wenn man fiir n + k:p® = —P{” und fiur n = k: p® =1 — PP

legt, kann man das System (6) in die Form

= Z i’l(t")xn + Rk
n=1
iiberschreiben, wobei
Lo} [} @0
Yol =P -1+ E PP <a+ Fea=g<1
=t e

ist. Das bedeutet aber, dass das System total regulir ist. Nachdem |R,..| < K ist, hat
das System eine L6sung, die man mit der Methode der sukzessiven Approximationen
finden kann.®)

So wie.auch in der Ebene beweisen wir, dass die Reihe (3), deren Koeffizienten dem
Systeni (5) geniigen, wobei a, = O(1/n?), b, = O(1/n?) ist, eine Losung unseren
Problemes ist. Die Reihe fiir » hat (im Falle u < 0) eine konvergente Majorante

Hao| + Z (|as| + |ba]) und die Reihen fiir §%w/du?, 9*w[dv* haben (fir u < u, < 0)
eine konvergente Majorante C Z (4n?n 2"’"‘0/ *[v3). Im weiteren wird dann der Satz 3
von I, § 1 beniitzt.6)

Bemerkung. Fiir die Ebene (wo g(r) = r?, h(p) = 1 ist) ist die Transformation
(2) (zwischen den isothermischen und Polarparametern) u = log (r[r,), v = ¢. Es ist
also vy = 2r und die Reihe (3) hat in den Polarparametern die Form

m(r,rp)——+2( )(a cos ng + b, sin ngp)

n=1

5) Siehe [4] (theraturverzelchms siehe in I).

Sy vgl. [11.
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Von der Randbedingung folgt

flo) ==+ 2 (r(q))) (a, cos ng + b, sin ng)

To

2. HARMONISCHE FUNKTIONEN AUF EINER FLACHE,
GEODATISCHE LINIEN UND MINIMALFLACHEN

Die Differentialgleichung der geoditischen Kurven w(£°) = konst. auf einer
Fliche im E, hat die Form
ow

(l) g“b Vb_____._aé____ =0

EE:
e 65")

wo g der metrische Tensor der Fliche ist.”)
Die Gleichung (1) kann man in der Form

(2) abe gabia_)__a__w gabﬁﬁ’_‘l 1 — =0
6«5" ¢t oee o0& o&b g 0w dw
o&® orb '
schreiben. Nachdem man die Laplace Gleichung auf der Fliche g*V,(dw[0E") =

fir die Gleichung fiir die Equiskalarkurven w(&?) = konst. der harmomschen
Funktion auf der Fliche halten kann, folgt von (2) der

Satz 1. Die Equiskalarkurven der harmonischen Funktion auf der Fldche sind
gerade dann zugleich ihre geoddtischen Kurven, wenn

3) . ab 00 0 1 -
age ozt 0w 0w
\/ (“’ 6—5"35">
gilt.

Die Gleichung (3) ist erfiillt, wenn
4 w 00 00 _ 4 onst. (*0)
& okb
ist. Dieses ist aber die Gleichung der geoditischen Parallellinien der.Fliche. Wir
bekommen so den

Satz 2. Sind die Equiskalarkurven der harmonischen Funktion auf der Fldche
zugleich auch ihre geoddtischen Parallellinien, dann sind es die geoddtischen
Kurven der Fldche.

- 7y Siehe [3].
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Bemerkung 1. Wenn man 1 _

\/ w 00 00\
) (g P aé”)

bezeichnet, dann hat die Gleichung (3) die Form g*(dw/[0£°) (0f [0£%) = 0. Es ist also
grad w zu grad f senkrecht, d.h. die Kurven @ = konst. sind zu den Kurven f =
= konst. senkrecht oder auch zu den Kurven (4). Daher folgt das bekannte Ergeb-
niss: Die Equiskalarkurven der harmonischen Funktion auf der Fliche sind genau
dann auch ihre geoditischen Kurven, wenn sie zu den geoditischen Parallellinien
senkrecht sind.?)

Die Differentialgleichung der Minimalfliche z = z(x, y), [x, y] €0 ist

(5) . r(L + 4% —2spg + t(1 + p*) =0

(r=2,49=2,r=2z, 5=z, t=z,) Die Gleichung (5) ist der Gleichung
H = 0 equivalent, wo H die mittlere Kriimmung der Fldche ist.

Die Minimalfiichen sind in engem Zusammenhang mit harmonischen Funktionen
auf Flichen. Es gilt

Satz 3. Die Fliche &: z = z(x, y) ist gerade dann minimal, wenn die Funktion z
harmonisch auf & ist.

Beweis. Die Laplace Gleichung auf der Fliche & hat die Form®)

_1+q Po _,  p Yo 1+p Po
1+ p* 4 q* ax? 14+p>+qg*>0xdy 1+ p*+q* dy?
2 : 2
~-[ 1'*2"1 22r——2 I:q St 1'*2‘1’ zzt]pgg—
1+p*+4? 1+ p*+ g% 1+ + 4% 0x
2 2
—[ 1‘|2'¢1 22r—2 I:q et 1':P 2zt]qa—w=0
1+ p*+ 4% 1+ p*+ g% 1+ p*+ 9% dy

Legen wir da w = z, so bekommen wir

1 +a*) (1 + p* + %) — 2pas(1 + p* + @) + (1 + pP) (1 + p* + ¢°) -
—[1+d¢>)r—2pgs+ (1 +p)t]p> —[(L + ¢*)r —2pgs + (1 + p*)t] ¢>* =0
oder r(l+q*)—2spg+ 1l +p*)=0
d.h. die Gleichung (5).

Bemerkung 2. Fiir die Ebene (als einen Spezialfall einer Minimalfléche) ist der
Satz evident.

Anschrift des Verfassers: Praha 1, Malostranské mi;n. 25 (Matematicko-fyzikalni fakulta KU).

8) Siehe [3].
%) Siehe I, § 1.
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Vytah

DIRICHLETUV PROBLEM PRO LAPLACEOVU ROVNICI
NA OBLASTI PLOCHY

Jiki STEPANEK, Praha

V ¢ldnku je feSena Dirichletova tiloha na obecné oblasti plochy s metrickym tenso-
rem 1, 0, g(r) h(¢). Reseni je za pomoci tzv. isotermickych parametri u, v vyjddfeno
fadou

a had 2nn . 2nn
o(u,v) = =2 + Y e*™/% (g, cos = v + b, sin — v
2 n=1 [ Vo
jejiz koeficienty vyhovuji jistému nekoneénému systému linedrnich rovnic. Za doda-
te¢nych podminek md systém feSeni, jeZ l1ze nalézt metodou postupnych aproximaci.

Diéle jsou uvedeny n&které souvislosti harmonickych funkci na plochdch s geodetic-
kymi ¢arami a minimdlnimi plochami.

PesomMme

3AJAYA JUPUXIJIE OJIs1 VPABHEHUS JIATLIIACA
HA OBJIACTHU IIOBEPXHOCTHU

VIMPXXU IITEMAHEK (Jiti $tépanek), Ipara

B crarse pemaetcs 3agava Jupuixie Ha oOmieil 00iacTH MOBEPXHOCTH C METPU-
yeckuM TeH3opoM 1, 0, g(r) h(¢@). Perierne BBIpaXeHO Mpy MOMOLIA T. HA3. H30TEP-
MUYECKHX TIapaMeTpOB U, U B BHJIE psila .

had 2nn . 27mn
o(u, v) = }ao + Y, €¥™/% (a,cos =— v + b, sin —— v
n=1 L) Vo

KO3(h(PUIHMEHTHI KOTOPOTO YXOBJIETBOPSAIOT ONpPEHEJCHHOW OSCKOHEYHOM cucTeme
JMHEHHBIX ypaBHEeHUWH. IIpy 106aBOYHBIX YCIOBUSAX MMEET CHCTEMa pellieHue, KOTO-
PO€ MOXHO TIOJIyI4Th METOOM HOC/IeAOBATEILHBIX NPUOIHKEHUIA.

Haiee yka3aHbI HEKOTODHIE CBSA3HM TapMOHMYECKHX (YHKIMii Ha NOBEPXHOCTSAX
C Teofe3NYeCKUMHM JTHHUAMYM ¥ MHHUMAJIbHBIMH T1OBEPXHOCTAMU.
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