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Casopis pro pEstovani matematiky, rok. 92 (1967), Praha

DAS DIRICHLETSCHE PROBLEM
FUR DIE WELLEN- UND WARMELEITUNGSGLEICHUNG
AUF DEM GEODATISCHEN KREIS EINER FLACHE

Jiki STEPANEK, Praha
(Eingelangt am 10. Dezember 1965)

In der Arbeit werden Randwertaufgaben fiir die Wellen- und Wérmeleitungs-
gleichung auf der geoditischen Kreisfliche einer Fliche gelost. Damit es moglich ist
die Sachen zu Ende bringen, war es nétig sich auf Flichen mit dem metrischen Tensor
1, 0, r*h(p) zu beschrinken.')

A. DIE WELLENGLEICHUNG AUF EINER FLACHE

1. DAS DIRICHLETSCHE PROBLEM FUR DIE WELLENGLEICHUNG
AUF EINER MIT DER EBENE KONFORMEN FLACHE
UND DESSEN EINDEUTIGKEIT

Es sei auf der Hyperfliche & im E,,, das Dirichletsche Problem fiir die
Wellengleichung

' o ao 00
) ? =g*V, 6—?,“‘

gegeben (g ist der metrische Tensor der Hyperfliche #)?):

Auf der Hyperfliche & sei ein beschrinktes Gebiet s mit der Grenzkurve 4: &° =
= &%(r) gegeben. Es ist fiir [1,&*]eQ = €0, K) x § eine stetige Funktion .w =
= o(t, &) mit stetigen partiellen Ableitungen 2. Ordnung zu finden, die im Inneren
von  die Gleichung (1) erfiillt und die der Randbedingung (¢, £%(t)) = f(t, ) und
der Anfangsbedingungen (0, £°) = Yo(£7), (9/01) (0, &%) = y(¢°) genilgt.

!y Diese Behandlung kniipft an meine Arbeiten: ,,Poissonsche, Wellen- und Warmeleitungs-
gleichung auf Flichen*, ,,Das Dirichletsche Problem fiir die Laplace-Gleichung auf dem geodi-
tischen Kreis einer Fldche*, ,,Das Dirichletsche Problem fiir die Laplace-Gleichung auf dem
Gebiet einer Fliche" an. Diese Arbeiten werden im weiteren kurz I, IL, III bezeichnet.

2y Siche I, § 1.
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Bemerkung 1. Unser Problem kann man im E, z.B. physikalisch als die Aufgabe
der Schwingung eines Gebietes einer Fldche, wenn der Anfangsausschwung, die
Geschwindigkeit der Schwingungen und die Lage der Grenze des Gebietes bekannt
sind, interpretieren.

Satz 1. Das Dirichletsche Problem fiir die Wellengleichung (1) hat auf der
Fldche & im E,, die mit der Ebene konform ist, héchstens eine Lisung.

Beweis. Fiihrt man auf & die isothermischen Parameter u, v ein, hat die Gleg'chuné
(1) die kanoniSche Form

1w _ do  do

g ot

— 4+
ou:  ov?

wo g, 0, g der metrische Tensor der Fliche in den Parametern u, v ist.?) Es genﬁgf
zu zeigen, dass die Funktion w, die eine Losung des Problemes bei homogenen
Anfangs- und Randbedingungen ist, identisch gleich Null im Q ist. Wir nehmen das

Integral ‘
2 2 2
J= 1 To_Oo Fo\iox_
g 6:2 o ov*

wo Q* = (0, K*) x §, (K* £ K) ist. So wie in der Ebene bekommt man*)

1 1 6w 0w\?> [éw\?
= - — )+ ds
2 J g 61 ou ) foog=
woher w(t, u, v) = 0, [¢, u, v] € Q* folgt.
Es sei das Dirichletsche Problem auf der geoditischen Kreisfliche der Fliche im E,
gegeben und wir fithren da die Krummflichenpolarkoordinaten r, ¢ ein. Der. metri-
sche Tensor der Fliche hat die Komponenten 1, 0, G(r, ). Die geoditische Kreis-

fliche mit dem Radius r, ist mit der Ungleichung r < r, gegeben und die Gleichung
(1) iibergeht in die Gleichung®)

)] e S e R ieas

Bemerkung 2. Wenn die Fliche eine Ebene mit den Gleichungen x = oy =&
z = 0 ist, iibergehen die Krummflichenpolarparameter in die gewdhnlichen Polar-

3) Siehe I, § 2.

4) vgl. [1] (Literaturverzeichnis siche in I).
3) siehe I, IL.
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parameter r, ¢ und die Gleichung (2) iibergeht in die Gleichung

gz_a_J P0 1 o 1 0w

. ot? orrt  rtoe* ror

d.h. in die Wellengleichung in der Ebene in den Polarparametern.

Die Aufgabe auf der geoditischen Kreisfliche in den Polarparametern kann
man folgenderweise formulieren: Es ist fiir [¢, 7, 9] € @ = <0, K) x <0, ro) x
x (— o0, +00) eine stetige Funktion @ = w(t, r, ¢) mit stetigen partiellen Ablei-
tungen 2. Ordnung zu finden, die im Inneren vom Q die Gleichung (2), die Rand-
bedingung w(t, o, @) = f(t, ¢) und die Anfangsbedingungen w(0, r, ) = Y(r, @),
(0w[01) (0, v, @) = Y,(r, @) erfiillt. Dabei sind die Funktionen o, f, ¥, Y/, periodisch
mit Bezug auf ¢ mit der Periode 27.

2. DIE LOSUNG DES DIRICHLETSCHEN PROBLEMS
AUF DER GEODATISCHEN KREISFLACHE DER FLACHE
MIT DEM METRISCHEN TENSOR 1,0, r2 h(p)

Es sei das Dirichletsche Problem auf der geoditischen Kreisfliche der Fliche mit
dem metrischen Tensor 1,0, g(r) h(e) (d.h. G(r, ¢) = g(r) h(@)) gegeben. Diese
Flichen sind mit der Ebene konform®) und die Losung des Problemes ist also ein-
deutig. Wir setzen im weiteren voraus, dass die Randbedingung homogen ist, d.h.
dass f = 0 ist.

Die Gleichung (2) vom § 1 hat die Form

o Po 1 Pw + g ow b dw

F2are ;]-I;é_qoz 2g or 2gh* 0o

Wenn man
oft, r, ) = T(t) p(r, )
legt, ergibt sich

T _1P 1P o K o
T p\or* ghop* 2gdr 2gh?de
woher
(M T + K*T=0
| Pp, 1  gop K 3
A A TR e
g (2

6) Siehe IT, § 4.
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(k = konst.) folgt. Die Losung der Gleichung (2) w1rd in der Form p(r, ¢) = R(r) &(¢)
gesucht und wir haben

R" R’ @" h' @
—(g—+%g'i~+ghz>——1-—-————

R hod 2h?
d.h.
’ 2
3) R + 19_R’+(k2—i)k=o
29 g
4 1¢”—1£¢ + 220 =0
h 2 h?

(A = 0 konst).
Wenn man in (4) die Substitution &'/¢ = z einfiihrt, dann ergibt sich fiir z
die Gleichung

Da die Funktion z = (I, id\/h die beiden Seiten anulliert, folgt davon die Losung
. ¢ ? . . @
® = exp ((_) iij NILI2) dxp) = cos *(J JIr@)] dy Zyisini J JIR(W)] dy
(1] 0 0
Fiir die Funktion §§ \/[h(¥)] dy aber gilt”)
L4
Vo a = ) + <o
V]
wobei H periodisch mit der Periode 27 ist und ¢ = 4n~* 3" /[h(¥)] d¥ und also

ist notwendig A = n/c (n Z 0 ganz). Fiir n > 0 bekommen wir die allgemeine Losung
der Gleichung fiir &:

® = a,cos - j " JHW) dy + b sin ™ j " JHW)] dv
cJo cJo

Fiir n = 0 haben wir die Gleichung
" — 1K ' =0
2 h

deren L&sung

& = ag + b, .[ " J[h)] dv

7y Siehe II, § 2.
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ist. Nachdem §§./[h(y)] dy nicht eine periodische Funktion ist, muss b, = 0 sein.
Durch einsetzen von A = n/c in die Gleichung (3) bekommt man

it 2
0] . R+ R (k- \r=0
29 c’g
-Um die Sachen bis zu einem Ende zu briﬁgen, beschrinken wir uns im weiteren auf
Flichen, fiir die g(r) = r? ist. In diesem Fall ist (5) die Besselsche Gleichung

1 n?
6) R+-R+(k- " \r=0
r c2r?

Durch die Substitution ¢ = kr ergibt sich von (6)

n?
QZR"+QR'+(QZ'—'~2-)R=0

C

So wie auch in der Ebene®) bekommen wir die Losung R = J,(g), wo J, die Bessel-
funktion erster Art und v = (n/c)-ter Ordnung ist. Bezeichnet man kr, = %, folgt
von der Randbedingung J,(%°) = 0. Diese Gleichung hat unendlich viele positive
Wurzeln % (1 = 1,2,...), denen die Eigenwerte k,, = %Y’/[r, entsprechen und
zu denen die Funktionen R,, = J,(%°{’r[r;) gehoren. Kehrt man nun zu der Glei-
chung fiir die Funktion p zurilck, dann ergibt sich, dass dem Eigenwert 4,, zwei
(linear unabhingige) Eigenfunktionen

J, (° o )cos .[ S v, 7, (i‘:%) r> sinSJ:J[h(w) dy

entsprechen. Daher folgt, dass die Funktionen, die allen Bedingungen ausser den
Anfangsbedingungen geniigen, die Form :

(v)

o, (tr )= [(a cos %l t + b,,sin Q:'v) t) cos v j ‘P\/ [r(¥)] dy +
v T

+ (cm cos & 4 4 d,, s;no ¥ )smv J N ) d./,] ( ; )

To

haben. Zu dem Erfiillen der Anfangsbcdmgungen stellen wir die Reihe

(M) oft,r,0) = f § [(a.,.. cos oqg-/c) t + b,y sin o":’:m ) cos ‘j JIrW)] dy +

n=0m=1 o
0ge) e(n/c) 0(m/e)
+ ( cos —2—t + d,, sin ="— )s:n j' JIAW)] dw] ,,,c< L )
To
%) siehe [2].
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zusammen, woher fiir t = 0 man
8
0 (0) OQ(n/c) nl®
‘I/O(r’ (P) 2 Qom Jo( ) Z ( Z anm njc ( )) Cos ;I \/[h('/’)] d'l’ +

To n=1\m=1

# 5 (B e e () sin? s av

© 09(0) oQ(O) © © OQ(n/c) OQ(nlc)
©) i) = 3 b do (0 )+Z(Z " %m( : r))

To Fo To

<o J :\/[h(llz)] dy +.:1 (mi ogi""om Ao Toye (OQWC) )) sin 2 f JIW)] dv

bekommt. Da die Entwicklungen (8) und (9) nicht Entwicklungen laut Orthogonal-
funktionen sind, bestimmen wir die Koeffizienten folgenderweise: Wir fithren auf der
Fliche isothermische Parameter u, v mit der Transformation

(10) u = logrL, v = Jw\/ [h(y)] dy

(die gemeinsam eindeutig ist)®) ein. In diesen Parametern ist die geoditische Kreis-
fliche durch die Ungleichung u < 0 gegeben, wobei die Funktionen w, ¥, ¥, in
Bezug auf v die Periode v, = [3*/[h(¢)] dp haben und die Gleichungen (7), (8), (9)
haben die Form

©  ®© oQ(n/c) : Q(n/c) n
(an  ot,uv)=Y Y |(amcos="—t+b,,sin—"—1t)cos~v +
n=0m=1 ro ro c
0g(nle) 0(nle) n
+ [ Cum €08 ="— 1t + dp sin —2— t ) sin— v ) | . J,,(C0%'V€")
r0 ro c
) .
(12) lpo(u, u) = Z aOm (OQ(O) v) +
' m=1

n=1\m=1 n=1

+y ( 3, oo Jl002€) ) con Lo+ 3 (z e T 00519 sin

® 00
(13) Yi(u, 0) =Y bom Jo(®aie") +
m=1

To

© @ OQ(n/c) © © og(nlc)
( Y =P b Juse(P0S e ) cos 2o + Y < Yy ——d,, J,,,c(°gf,',"°)e")) sin2 v

m=1 g n=1\m=1 Ty

9) Siehe I, I1.
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Von (12) folgt

Y, aom Jo(%el)e") —
m=1 2nc
- o 1
2 dy J"/C(OQ(”/C) u) -
m=1 {4
o o S 1
Z Com n/t( Q("/t € ) =
m=1 c

woher wir (schon in den Polarparametern)

o f(j bolrr 9)

2

1zcr0 Jl/c

anm

It

0
nery J o 1/b( Q

cnm

bekommen. Analogisch berechnen wir mit
Ahnlich wie in der Ebene kann man unter

r2nc

ll’()(u’ U) dU
JO
r2nc n
Yo(u, v) cos — v dv
0 C

(2nc

Yo(u, v) sin %y do
c

Jo

JIh(@)] drp) <°er$,.°

0

)
r) rdr

s [[([ vt s [ V180100 V1011 00) 8P

ner3 J(u+1)c(°Q("’C))J ( Volr:9) Sm“f Vi)l dv Jlke)] dw) Jue CQrro) rdr

Hilfe (13) die Koefficienten b,,, dup-
bestimmten Zusatzvoraussetzungen be-

weisen, dass die Reihe (7), die Losung unseren Problemes ist.

B. DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG AUF EINER FLACHE

1. DAS DIRICHLETSCHE PROBLEM AUF EINER FLACHE, DIE MIT DER EBENE
LOKAL KONFORM IST, UND DESSEN EINDEUTIGKEIT

Es sei auf einer Hyperfliche & im E,.,; das Dirichletsche Problem fiir die

Wirmeleitungsgleichung

(1) 9o

ot

o

gabv R

¢

- (g® ist der metrische Tensor der Hyperfliiche &) gegeben'®):

10y Siehe I, § 1.
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Auf der Hyperfliche & sei ein beschrinktes Gebiet s mit der Grenzkurve ¢:
& = &%(t) gegeben. Es ist fiir [£,£] € @ = <0, K) x § eine stetige Funktion o =
= a(t, &%) zu finden, die im Inneren von Q stetige partielle Ableitungen 2. Ordnung
hat, die Gleichung (1) erfiillt und die Randbedingung o(t, £°(1)) = f(t, ©) und
Anfangsbedingung w(0, &%) = (&9 erfiillt.

Bemerkung 1. Unser Problem kann man physikalisch im E, als z.B. die Aufgabe
der Wirmeleitung in einem Gebiet einer Fliche interpretieren, wenn uns der Anfangs-
wirmezustand des Gebietes und die Temperatur seiner Grenze bekannt ist.

Satz 1. Es sei die Funktion o = «(t, &) auf der Menge Q = <0, K) x§ stetig
und sie erfiille im Inneren von Q die Gleichung (1) auf einer Fliche im E;, die mit
der Ebene lokal konform ist. Dann erreicht ihr absolutes Extrem entweder auf der
,unteren Grundfliche* Z oder auf dem ,,Mantel“ P des ,,Zylinders* Q.

Den Beweis kann man durch eine Ubertragung des Beweises fiir die Ebene!!)

erhalten. Wir bezeichnen max o(t, £*) = M, max (¢, &) = m und setzen voraus,
[t,5%1e? [t,£a)e ZUP

dass ein Punkt [1,, £§] € @ — (Z U P) existiert so, dass w(t,, £§) = M ist. Dann
erreicht aber die Funktion w™(t, &%) = w(t, &%) + (M — m|6d?) 6,,(£° — £8) (& — &),
wo d der Durchmesser des Gebietes s ist, ihr Maximum in dem Punkte [t,, £{] €
€ @ — (Z u P). Daher folgt fiir jedes g > 0:

o™ o

2 (40, &) — go®
2 5 )~ 25 o0

(tb é‘i) Z 0

Anderseits bekommen wir, dass die linke Seite dieser Ungleichung

’w

il

. bl 1
(3) -5 (1, &) — go® (1 88) = = (M = m)

gleich ist. Da die Fliche mit der Ebene lokal konform ist, kann man voraussetzen,
dass in der Umgebung des Punktes [¢,, £{] die Parameter £° isothermisch sind und
die Gleichung (1) hat also in diesen die kanonische Form'?)

0w _ o o

ot o&® okb
(9(&°), 0, g(&°) ist der metrische Tensor der Fliche). Von (2) und (3) folgt dann
’’w*

oz op

w* A 1
— (t, &3) — go*® t,¢)=—-—M-m)<0
ot (t, &) — g (15 &9) gdz(. )

was ein Widerspruch mit (2) ist.

1y vgl. [1).
12) Siehe I, § 2.
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Der Satz 1 hat diese Folgerung:

Satz 2. Das Dirichletsche Problem fir die Gleichung (1) auf einer Fldche
im E3,die mit der Ebene lokal koform ist, hat hichstens eine Lisung und diese ist
korrekt. ‘ '

Wir sollen das Dirichletsche Problem auf der geoditischen Kreisfliche der Fliache
im E, in den Polarparametern r, ¢ 16sen. Die Gleichung (1) hat die Form

o o 1w 1 0G dw 1 0G dw

4 ow_oa8, 199
@ ot  or* G op* 2G or or 2G* 0p 0

Bemerkung 2. Fiir die Ebene hat die Gleichung (4) die bekannte Form
' o Po 10 1 o
+ —_——

ot  or*  r*op* r or

Die Aufgabe auf der geoditischen Kreisfliche mit dem Radius r, kann man in den
Parametern r, ¢ so ausdriicken: Es ist fiir [t,r, ¢] € Q = <0, K) x <0, ro) x
x (=00, + 0) eine stetige Funktion = (1, r, @) zu finden, die im Inneren von
stetige partielle Ableitungen 2 .Ordnung hat, die Gleichung (4) erfiillt, wobei diese der
Randbedingung w(t, ro, ¢) = f(t, ¢) und der Anfangsbedingung w(0, r, ) = Yo(r, @)
geniigt. (Die Funktionen w, f, ¥, sind in Bezug auf ¢ periodisch mit der Periode 2n.)

So wie im Kapitel A 1osen wir unser Problem auf der Fliche mit dem metrischen
Tensor 1, 0, g(r) h(¢) bei der homogenen Randbedingung. Die Gleichung (4) hat die
Form

o o 1 Po ¢ ow B dw

ot or*  gh 0g® 29 or 2gh* 3¢
Legt man o(t, r, ¢) = T(¢) p(r, ), dann ist
T + kKT=0
Pp, 10p  g'dp h dp ,,

TP, PP 9% APy
or*  ghop® 2gdr 2gh*op P

(k = konst.) Die Gleichung fiir p ist der Gleichung (2) im Kap. A, § 2 gleich. Wenn
wir uns wieder auf Flichen mit g(r) = »? beschriinken, so bekommen wir fiir die
Losung o die Reihe'?) L

[ ]

6) oft,r,0) = ) f‘ (a,,,,, cos—:l f :;/[h(://)] dy + b,, sir; SJ‘:\/ [A(¥)] dtl/) . |

n=0m=
0, (n/c) 0, (n/c)\ 2
N A Lm exp( = On_\¢) -
) To

13y Die Symbole haben denselben Sinn wie im Kap. A, § 2.

78



Fiir ¢ = 0 haben wjr
©)
vo(r, ‘P) Z Aom Jo ( "on’ ) +"§1 (mi::la,.,,. Joe (OQ;’.IC) >) cos ——J JIhW)] dy +

ro

> (z ban o (‘-’ r))sin®  [Viwnav

n=1\m=1

Mit Hilfe der isothermischen Parameter u, v, die die Transformation (10) i im Kap. A
§ 2 angibt, iiberfithren wir die Reihe (6) zu der Form

Wo(u, v) = Z Aom Jo(ogf,?)e") +
m=1

2]

[o] @ L=}
+Y ( Ay J (Pl e )) cosZ v + Y ( Y bum J,,,c("gf:/"e")) sin2 v
= c 1 c

n=1 \m=

woher wir wie im Kap. A die Formeln fiir die Koeffizienten a,,, b,, bekommen.
Unter bestimmten weiteren Voraussetzungen kann man so wie auch in der Ebene
beweisen, dass die Reihe (5) die Losung des gegebenen Problemes ist.

Anschrift des Verfassers: Praha 1, Malostranské ndm. 25 (Matematicko-fyzikalni fakulta KU).

Vytah

DIRICHLETUV PROBLEM PRO ROVNICI VLNOVOU A VEDENI TEPLA
NA GEODETICKEM KRUHU PLOCHY

Jiki STEPANEK, Praha

V prvni &asti €ldnku je feSen Dirichletiiv problém pro vinovou rovnici na geodetic-
kém kruhu plochy s metrickym tensorem 1, 0, r2h(¢). ReSeni je nalezeno (podobnég
jako v roving) ve tvaru fady

o(t,r, @) = 2 i [(a,,,,, cos Q'(:mt + b,y sin OQWC) )cos - j JIRW) dy +

n=0m=1 To
OQ(n/c) (n/c) 0 (nIC)
+ (c,,,,, cos —2—t + d,, sin )sm - j JIrW)] dlll] wfe ( )
ro 0

kde J,, je Besselova funkce prvniho rodu a nfc-tého fadu (¢ = (2r)~* [3* \/[1(¢)] do)
a %) jsou koteny rovnice J,,(°¢) = 0. Koeficienty jsou nalezeny pomoci isoter-
mlckych parametr( v explicitnim integrdlnim tvaru.
Ve druhé &dsti éldnku je podobn¢ fefen tentyZ problém pro rovnici vedeni tepla na
plose.
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Pe3ome

-

3AJAYA ITUFUXIIE 1JI1 YVPABHEHUA BOJIHOBOI'O
. 1 PACITPOCTPAHEHUSA TEIIJIA
HA TEOJE3MYECKOM KPVYI'E INIOBEPXHOCTU

VIMPXHU WITENAHEK (Jiti St&panek), TMpara

B mepBoii yacTu crabu pemaercs 3aaavya JupHxiie I/ BOJHOBOTO YPaBHEHHs Ha
reo/ie3u4eCKOM Kpyre IOBEPXHOCTH C METPHYECKHM Ter30poM 1, 0, r? A(p). Pemenne
npeacTasireHo (Mogo6HO TOMY, Kak B IUIOCKOCTH) B BUAE psiaa

ot r, w) = i i [(a"m cos “on’” t + b,y,sin °on’” t) cos va\/ [A(W)] dy +
cJo

n=0m=1 ro ro
0_(n/c) 0 (n/C) 0, .(n/c)
+ (c,,,, cos 2" ¢ + d,,sin -2 )sm j J[h(w)] d\//] m( Om )
ro 0

rne Jue — Gysxuus Beccens mepsoro poma M njc-oro mopsgka (¢ = (2n)7'.
\/ [A(@)] dp) u %' cyts xopuu ypasuenust J,(°) = 0. Kosbdummentst
Han):(enu npu nomonm nsorepmmecmx apaMeTPOB B SIBHOM HHTETPaJILHOM BHIE.
Bo BTOpOIt 4aCTH CTATHH HCCIIEOYETCS AaHAOTMYHLIM 06pa3oM Ta ke mpobireMa
IUTSL ypaBHEHHs] PaCIpPOCTPAHEHHS TeIUIa Ha IOBEPXHOCTH.
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