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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 92 (1967), Praha 

ÜBER DIE TRANSFORMATION DER LINEAREN 
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN n-TER ORDNUNG. II 

VALTER SEDA, Bratislava 

(Eingegangen am 12. April 1966) 

In der Arbeit [1] wurde der Begriff der Äquivalenz zweier linearer Differential­
gleichungen (weiter Gleichungen) derselben Ordnung n eingeführt und wurden die 
grundlegenden Beziehungen zwischen äquivalenten Gleichungen abgeleitet. In dieser 
Arbeit werden die Bedingungen untersucht, unter welchen zwei Gleichungen äqui­
valent sind. Obwohl einige Ergebnisse schon bekannt sind, sind ihre Beweise neu 
und könnten von Nutzen sein. 

1. Der Begriff der Äquivalenz zweier Gleichungen wurde in [1], S. 386, auf diese 
Weise eingeführt. 

Definition 1. Es seien zwei Gleichungen derselben Ordnung n ^ 1 gegeben 

(i) ipjx)yi"-k) = p.+t(*)> yw = % l = l,.-.,n, yw = y, 
ft=o dx 

(2) i qtf) »<-*> = «, + 1({) , t>(,) =% l = 1, ..., n , v™ = v , 
*=o d e 

wo pk(x) 6 C0(Ji), qh(£) e C0(I2), k = 0, 1,..., n + 1 und p0(x) ,=j= 0 in Jl5 q0(£) 4= 0 
in J2. It und J2 sind Intervalle. Wir sagen, dass die Gleichung (2) im Intervall J2^ c J2 

der Gleichung (1) im Intervall Iix c. It äquivalent ist, wenn folgende zwei Bedin­
gungen erfüllt sind: 

1. Es existieren Funktionen £(x) € Cn(Iix), i(x) e Cn(Iix) derart, dass %(Iix) = I2%, 

<f(*) t(*) * 0 ^ hx-
2. Wenn v(%) die Lösung der Gleichung (2) in J2$ ist, dann ist die Funktion y(x) a» 

« t(x) v[ß(x)] eine Lösung der Gleichung (1) im Intervall Iix. Das geordnete Paar 
der Funktionen %(x), t(x) nennen wir Träger der Äquivalenz. 

Symbolisch wird die Äquivalenz der Gleichung (2) in J25 zu der Gleichung (l) 
in Iix mit dem Träger der Äquivalenz %(x), t(x) derart (2) IH ~ (1) Iix{€(x), t(x)} 
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bezeichnet. Wenn es uns nicht an dem Träger der Äquivalenz Hegt, schreiben wir 
k i i rz (2)J 2 e ~( l ) J u . 

In Übereinstimmung mit der Arbeit [2], S. 230, führen wir folgende Definition ein. 

Definition 2. Die Gleichungen (1), (2) sind miteinander vollkommen äquivalent, 
wenn (2) I2 ~ (1) It ist. 

Es wäre zu bemerken, dass auch die gleiche Äquivalenz (eingeführt durch die 
Definition 4 in [1]) vollkommen sein kann. 

Bei der Untersuchung der Bedingungen der Äquivalenz der Gleichungen (1), (2) 
genügt es, zufolge der Sätze 3 und 8, [1], sich auf die homogenen Gleichungen zu 
beschränken. Betrachten wir also zunächst die homogenen Gleichungen (1), (2) 1-er 
Ordnung. Die Lösungen dieser Gleichungen besitzen keine Nullstellen und deshalb 
haben sie in den entsprechenden Intervallen die gleiche Struktur der Nullstellen 
(Definition 3, [1]). Daraus folgt auf Grund des Satzes 6, [1], der 

Satz 1. Zwei homogene Gleichungen 1-er Ordnung sind immer miteinander 
vollkommen äquivalent und die erste Komponente des Trägers der vollkommenen 
Äquivalenz kann eine beliebige Funktion £(x)e Cx(Ii), £'(x) # 0 , xelx mit der 
Eigenschaft ^(lt) = I2 sein. 

Die grundlegenden Fragen der Transformationstheorie der linearen homogenen 
Gleichungen 2-ter Ordnung halbkanonischer Form wurden in der Arbeit [3] gelöst. 
Wir werden sehen, dass die Ergebnisse dieser Theorie von grundlegender Bedeutung 
sind auch für die Transformation der Gleichungen höherer Ordnungen. Andererseits 
kann sie in die Transformationstheorie der Gleichungen n-ter Ordnung, n 2> 2, 
eingeschlossen werden. 

Also es sei n ^ 2. Unter der Annahme Pi(x)jp0(x) e CM-i(Ji), qi(£)/qo(£) e 

e CW«1(I2), sind die Gleichungen (1), (2) ohne rechte Seiten den Gleichungen äqui­
valent, die ihre halbkanonische Form darstellen. Diese schreiben wir in der Gestalt 

(1') {Ln{y(x))^)yW+i(")p*(x)y(-k) = 0, A(*) eco(I i) , fe = 2, . . . ,n , 
it=2 \k/ 

(2') *(n) + t (") «*(«) »0,"') = 0, «*(€) 6 C0(I2) , k = 2, ..., n . 
fc=2 \kj 

Für unsere Erwägungen wird die Folgerung 2 des Satzes 8, [1], von Bedeutung sein, 
welche wir in diesem speziellen Falle als Hilfssatz 1 formulieren werden. 

Hilfssatz 1. (2') In ~ (V) Ilx{%(x), t(x)} dann und nur dann, wenn %(x), t(x) e Cn(Iix)> 
%(hx) = h& {'(*) Kx) * ° für XBhx und wenn für jede Funktion v(g)eCn(IH) 
die Gleichheit 

(3) u«00«feto]} = BW'(*)(-^W*)] + 1 (£)*[«(*)]v^[i{x)]\, 
xellx, 

gilt. 
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Weiter wird die bekannte Formel für die Ableitung der zusammengesetzten 
m 

Funktion benützt. Wenn f(x) = F[£(x)], F(£), Z(x) e Cm, ist /(m)(x) = £ Am* . 
*=-o 

. i**>[£(x)]/lc!, m = 0 ,1 , . . . , A0t0 = 1, ,4Wf0 = 0, m > 0. Für 1 £ k S m ist 
(im festen Punkt x) gemäss [4], S. 5, Jl^* = lim dw/d£m {(£(x -F #) - «(*))*}• 
Ist <*(x) eine analytische Funktion, es gilt (%(x + Q) - £(x))k « ( f £0>(x) e1//!)* = 

OD I - - 1 

= E/»(x) C* u n d darum 
Я--0 

(4) 4».* = m\fjx) = 

*i§.o *m;>o kx\k2\... fem!(l!f1...(m!fm 

*! + . . . + * « * * 
*l + 2*2+...+l«*in-W 

da 

( Z «(,)M e1/«)* - I f t

 fe!

 y , («'WA 0 k l • • • (« ( m ) (x)/m!)*^ k l + 2 f c 2 

*=-i tiso»...*-^«) % ! . . . /cm! 
*! + ... + *»»=-* 

Für £(x) e C« betrachten wir die Folge fn(x) -= FfB^x, £(x))], wo B„(x9 £(x)) das 
zu der Funktion $(x) in einer abgeschlossenen Umgebung U des Punktes x gehörige 
n-te Bernsteinsche Polynom bedeutet. Weil {B(k)(x9 Z(x))} in Ü gleichmässig zu 
£(k)(x), k -= 0,..., m konvergiert und AMtk hängen nicht von F ab, erhalten wir 
durch schrittweise Wahl der Funktionen F(£) = £*, k = 1,..., m, dass -4,«,*,,» gleich-

m 

massig zu J^* konvergieren, wo f^y = £ ^WfM Fik)[Bn(x9 £(x))]/fc!. Daraus gilt 
die Formel (4) auch in diesem Falle. k * ° 

Bemerkung 1. Aus der Formel (4) geht hervor, dass für alle ganzen k ^ 3, m ^ 
jg£ fc + 2 die Formel 

® ( ^ i ^ - G" •) " ' " ^ + C 22) G1*)n*> • 
• CM/KW + P.,-.[{'(«)/{'(») f'-'W/fW] 

gut. •-?*,,,*-.* ist ein Polynom, dessen sämtliche Glieder dieselbe Dimension k besitzen, 
wenn wir der Funktion <f (x) die Dimension 1 zuordnen und weiter die Regeln aus 
[5a], S. 481, benützen. Demzufolge ist die Dimension jedes Gliedes im Ausdruck 
für iAm9m^(m - fc)!] t / [^ ) ]*""* S^ch k9 wenn k £ 3, m g /c + 2. Auf Grund 
der Formeln (13), (14)̂  und (15), [6a], S. 82, gilt dieselbe Behauptung über die 
Dimension auch für alle übrigen ganzen Zahlen m ;> 1, m — k ä !• 

Betrachten wir jetzt die Funktionen <*(x), t(x) e C^/j»), ^(Ilx) =*12^ £'(*) *(*) * ° 
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für x e Iix, v(£) e Cn(I2^)9 wobei Iix c ll9 J25 <= l2 Intervalle sind. Durch Verwendung 
der Formel (4), [1], erhalten wir, dass 

Ln{t(x) "ß(x)]} = [{'(*)]' t(x) t (") Ö*(x) »("-fc)[^)] , * e J l s , 
fc=o \fc/ 

WO 

& W - w ^ n * ^_?M______i,(S>W. 
K (x)j *(x) r = 0 s==0 r! s! (n — r — s)! 

Hier und auch in weiterem bedeutet für xeliy t; el2, p0(x) = q0(£) = 1, Pi(x) = 
= gi(<-0 = °« A*so gut d i e Gleichheit (3) für alle v(£)eCn(I2^ gerade dann, wenn 
die Gleichheiten 

(6) IMIM gj;-(,)] _ £ *£ fl(»)-*-•-..-». &Xx), 
fc! r=o s=o r! s! (n — r — s)\ 

fc = 0, 1, ..., n , x e / l x , 
erfüllt sind. 

Die erste von ihnen stellt eine Identität dar. Der Fall fc = 1 bedeutet die Gleichheit 

(7) ! L Z L i f f i + 4 _ ) _ o , 
W 2 {'(*) t(x) 
die mit der Beziehung 

(8) f(x) = — —- , c + 0 ist eine beliebige Konstante, xellx, 

äquivalent ist. 
Um näher die übrigen Gleichheiten (6) untersuchen zu können, gehen wir von den 

Formeln 

(9) f(x)jt(x) = (t'(x)lt(x))' + (t'(x)lt(x)f 

____) _ /___YS_1) +. w ___ + P* [__) /rw~3)i s > 2 

KX)~U); W t(x) + p°lt(xy-\t(x)) y s>2> 

aus: P* ist ein Polynom, dessen sämtliche Glieder dieselbe Dimension s besitzen, 
wenn t'(x)jt(x) die Dimension 1 hat. Mit Hilfe (7) folgt aus diesen Formeln, dass 

' <*) 2 <.'(*) L 2 V 2 j J U'(x) J 
t(s)(*) _ _________} + r, _ n ____, tn - I V I ^w(x) r(x) 
t(x) 2 ^(x) V ^ 2 \ 2 ) \ [^'(x)]2 

+ p- ra_ (mt~3^ 
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wobei sämtliche Glieder des Polynoms P** mit derselben Dimension s versehen sind, 
wenn die Dimension g(x) 1 ist. Durch Verwendung der Bemerkung 1 und der Formeln 
(9), (10) erhalten wir, dass die Gleichheiten (6) für k = 2,... , n die folgende Gestalt 
haben: * 

(6') <?*[£(*)] [€'(*)]* - **JLPI(X)> •. •> M 4 r(*)/«'(*), ( r w / W ; • • • 
...,(r(x)/rW)(fc-->], fc = 2,...,n, x G I l r 

Jedes Glied des Polynoms _R„,fc ist der Dimension k, angenommen, dass die Dimension 
pr(x) r und £'(x) 1 ist. 

Der Ausdruck (6') kann präzisiert werden. In bezug auf die Formeln (5), (10) 
sowie auch die Formeln (14), (15) in [6], S. 82, ist die höchste Ableitung der Funktion 
£(x), die im Ausdruck (6) vorkommt, der (k + l)-ten Ordnung und zusammen mit 
%ik}(x) in Summanden für r -= 0 und s = 0, 1, k — 1, k auftreten. (Ist k = 2, dann 
s = 0,1, 2.) Diese (nach dem Dividieren durch [<f (*)]*""* t(x)jk\) sind der Gestalt 

A„-* kl w-fc ^ " ( x ) + fn - k\ e\x) C(x) + 

n! [£'(*)]"-* * + - «"*(*) V " / [čŤ'(*)]2 

+ ш i j».»-*[r(*)/r(*),... !^- l>(*K(*)], 

2 __ fc __ n, n __ 2, wobei (auch in weiterem) x = _, wenn fc = 2 und x = 1 für 
fc __ 3. P„,,,_2 = PB>1 - PB>0 = 0, n _ 2. 

__________________W__ -("- 1)("-- f c)^)rw 
( » - - ) ' [«'(*)]"-*<*) 2 [{'(*)]2 

+ S._M-_[r(*)/"'(*), •••> ^"'X*)/^*)] > 2 __ fc __ n , n_2, 

wo S-_1>B_„ ein Polynom ist und S„_ lB_2 — 0. 

4 . - .+. . - - . fc! t^X*) _ ( n - l ) ( n - f c ) f c £<*>(*) «.'(*) , 
(fc - 1)!(„ - fc + 1)! [^(x)---* <*) " 4 [.'(*)]2 

+ r.-„+1.„-_[r(*)/f(*) e-l\x)^'(x)\, 2_k_n, n_2. 

r«-t+i,»-* «t ein Polynom, T-_1^,_2 = 0, 
Endlich 

(»- W M r - <(*) 2 <r(*) + r - ^ -"T + x l~_~J J* 
_!M__ + l/ !___) s^*)-! w t_. 

' [-:'(*)]-.-."-*•"--U'(*) ^ 5 r J ' 2 = fc = "' n = 2' 
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wo 17,,-*,»-* ein Polynom ist, Uu-2tm-.2 s 0, Ein weiteres Glied auf der rechten Seite 
der Gleichheit (6') ist der Ausdruck pk(x). 

Im Hinblick auf die vorhergehenden Betrachtungen lassen sich endlich die Gleich­
heiten (6) für k = 3, . . . , n in der Gestalt 

(O « J.«(*)] B W - A(*) " (" t ^ " 1} ~ ^ + 
2(fc + 1) £ (x) 

+ ^^(x),.. . , A - ^ ) , r(*)/«'(x), - , ^-^w/да) 

i 
+ -

2 

schreiben, wo Fn)k ein Polynom ist, dessen jedes Glied die Dimension k hat. 
Die Gleichheit (6) für k =- 2 ist der Gestalt 

*.««] i.w - *M - i±i ö | + i±i (öäY 
6 {(*) 4 U(*)/ 

oder 

(6") {«*), x} + - i - a2[£(x)] [«'(x)P = - 4 T P2(x) , 
n 4* 1 n -f 1 

wo {{(x), x} = K*(x)/{'(*) - -KTO/€'(*))2 d i e Schwarzsehe Ableitung der 
Funktion £(x) im Punkte x ist. 

Für jede von den Gleichheiten (6"), (6m), k = 3, . . . , n, gilt, dass <f(x) 4= 0 für 
alle xellx ist. Weiter ist £(x)e CM+1(Jlx), wenn pr(x) e C^ . .^) , r = 2,.. . , k, 
#*(£) e Cn_Jk(J2). Gleichzeitig erhalten wir das Ergebnis, dass £(x) eine Lösung der 
Gleichung ist, für welche der Existenzsatz ([6a], S. 36, [6b], S. 96) und im Falle 
<h(£) e CX(J2) auch der Eindeutigkeitssatz ([6a], S. 9-11,17) gilt. Daraus folgt 
durch Verwendung des Hilfssatzes 1 der 

Satz 2. Es sei n *> 2. Dann gfift: (2')J2$ ~ (1') Ilx{i(x)9 t(x)}o£(x) ist in Ilx 

eine gemeinsame Lösung der Gleichungen 

(u) «^) *'" = £ Yr_jpX*L_ 
y ' k\ V|?'|B_1 r=o - o r! s! (n - r - »)!' 

>Л~г-s,n~* /|{'|»-i ' fc~2,..., n ; 

^(J lx) = j 2 ^ und t(x) ist durch die Beziehung (8) gegeben. Die erste der Gleichungen 
(11) hat die Form 

(12) {«, x} + - i ± - €2(o r2 - - L T ***). 
n + 1 n + 1 
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Für die k-te (fc = 2 , . . . , n) der Gleichungen (11) gilt: Es seien x0elu £(
0

0)e J2, 
Z0

%) * 0, %0
2),..., £ok) beliebige Zahlen, Dann gibt es mindestens eine Lösung £(x) 

der Gleichung (11), welche die Anfangsbedingungen 

(13) . « ( 0 ( * o ) - # \ i = 0 , l , . . . , f c , 

erfüllt. Im Falle #*(£)€ CX(I2) gifcf es gerade ein x0 enthaltendes Intervall J* czlt 

und eine dort definierte Lösung £(x) der Gleichung (11), welche die Anfangsbedin­
gungen (13) erfüllt und welche am breitesten in folgenden Sinne ist: Jede Lösung 
der Gleichung (11), die die Anfangsbedingungen (13) erfüllt, ist ein Teil der Lösung 

Jede Lösung £(x) der Gleichung (11) hat die Eigenschaft, dass in ihrem Defini­
tionsintervall I** <f(x) 4= 0 ist. Weiter ist £(x) e Crt+1(Jj*), wenn Pr(x) e Cn_fe(J1), 
r = 2,...,fc, ^ ) e C n _ f c ( J 2 ) . 

Folgerung 1. Es seien die Gleichung (V) der Ordnung n ^ 2 und die Funktion 
$(x)eCB + 1(J l x), Iix c J l5 £'(x) 4= 0 /wr x e J l x , f(J lx) = IH gegeben. Dann gibt 
es gerade eine Gleichung (!') mit den Koeffizienten qk(£) e C0(I2^, fc = 2, ..., n, 
derart, dass (2') IH ~ (V) Ilx{Z(x)9 c/VI^MI""1}» c * ° *s* ei"ne beliebige Kon­
stante. Die Funktionen qk(£) sind durch die Gleichungen (11) bestimmt, wo man 
£(x) anstatt £ einsetzt. Dabei sind qk(£) e CM_fc(J2?), fc = 2 , . . . , n, wenn Pjk(x)e 
G C « . ^ ) , fc = 2 , . . . , n. 

Folgerung 2. Es seien eine natürliche Zahl fc, 2 ^ fc = n, die Gleichung (l') 
der Ordnung n = 2 mit den Koeffizienten pr(x) e CM_k(J1), r = 2 , . . . , fc, (Pr(x) e 
e C Q ^ ) , r = fc + 1, . . . , n, /a/is fc < n) und die Funktion/(£) e CB_fc(J2) gegeben. 
Dann existieren Intervalle Iix cz Il9 I2$ c= J2 und die Gleichung (2') mit dem 
Koeffizienten qk(£) = / ( £ ) , ^sl2i, derart, dass (2')IH ~ (l')lix ist. 

Beweis. Wir betrachten eine beliebige Lösung t;(x) der fc-ten Gleichung des 
Systems (11), wo/(£) in der Rolle qk(£) auftritt und wir wenden die Folgerung 1 an. 

Bemerkung 2. Die Gleichung (12) lässt sich in der Form 

(ir) 7h^wr[-M+^hp'(x)w\ 
schreiben und weil An„r~St0 = 0 für 0 = s < n — r, 4 - r - s , o = 1 für s = n — r ist, 
hat die Gleichung (11) für fc -= n die Gestalt 

(«> ,.(«-^ - y^r+1 (;) *w y ^ j - . 
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Aus dem Beweis des Satzes 2 geht hervor, dass die Gleichungen (11) für k = 3, . . . , n 
sich in der Form 

•Q(. + 1)-(.-!)] w + (n + l ) ( fc - 1)£<*+1> 1 

2(fc + 1) Ç 2 

+ qk(Ç) {'* = ф) + V„tk(p2(x),..., A _.(x) , Г/ť í * - 1 ' / ^ 

schreiben lassen, wo Vn>k ein gewisses Polynom, dessen sämtliche Glieder dieselbe 
Dimension k besizen, falls pr(x) die Dimension r und <f die Dimension 1 hat. 

Bemerkung 3. Im Falle pk(x) e Cn-k(Ix), qk(£)e Cn„k(I2), fc = 2,... , n9 kann 
man den ersten Teil des Satzes 2 auch aus dem Satz 2,13 ([5b], S. 10) beweisen. 

2. In weiterem beweisen wir ein klassisches, die Gestalt der relativen Differential­
invarianten der Gleichung (V) in kanonischer Form betreffends Ergebnis (vergleichen 
mit [5c], S. 167, [7], S. 406-407, [8], S. 78-79, [9]). Zum Unterschied von der 
klassischen Theorie wird sein Beweis elementar und sich auf die Schlömilchschen 
Ergebnisse stützend sein. 

Es sei also n ^ 3, pk(x) e Cn-k(It)9 qk(€) e Cn„k(I2)9 k = 3, . . . , n, und 

(15) Pi(x) = 09 xeli9 q2(£) = 0, £el2. 

Die Gleichung (12') reduziert sich dann auf [1/V|£'|_T = 0 und jede ihre Lösung 
ist die Funktion 

Ґ1 C\ U \ ÜX + Ь 

(16) фc) = 
a b 

c d 
4= 0 , a, b, c, d sind Zahlen , 

ex + d 

Ein spezieller Fall dieser Funktion ist 

(17) £(x) = ax + b , a * 0 

und 

(18) « ; { » - ! . 

Im Falle £(x) = ax + b ist AmJk\ = 0, fc < m und ylWjOT = m! am. Das Teilsystem 
für k = 3, . . . , n des Systems (11) ist der Gestalt 

(19) qh(ax + b)ak = p*(x) , fc = 3, . . . , n , 

Daraus folgt für beliebige Werte der Zahlen amtk das System 

(20) ( £ *mikq<?-kXax 4- b)) am = £ « „ . „ ^ ( x ) , m = 3, . . . , n . 
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Viel komplizierter ist der Fall der Funktion %(x) =- 1/x. Dann ist nach [4], S. 6, 

m! (m - 1)! 

so, dass das Teilsystem (11) für fc == 3, . . . , n folgende Gestalt hat (für k = n gehen 
wir von (14) aus) 

(21) quß)~iBntk,rpr(x)x'+k
9 fc = 3, . . . ,n, 

\ X / r -0 

WO 

_ = (w ~ 1 ) ! fc! y V - 1V+» (n - r - 5 - 1)! 

"•*•' („ - fc - 1)! rtiV ' s\(k-r-Sy.(n-s- 1)\' 

3 = k < n, 0 = r = k, 

woraus 

(22) B ^ . o - O , * _ ( - i ) * l k \ ( _ - _ | ) i , 3 _ f c < n , 3 _ r <; fc. 
W (»"--)! 

Die letzte Gleichheit erhalten wir durch Vergleichung der Beziehungen 

,k-jk-r) = (k-lYr-i 

(x-«-"r-" -'£(* - r)(-i)--f-')!(v,r'; 
5=.o \ s / (n — 1 — sj! (n — fc 

fc- 1)! 

Die Formeln (22) gelten auch für fc = n, 0 __ r __ n. In bezug auf (15), (22) ist das 
System (21) der Gestalt 

Bemerkung 4. Das System (2V) kann man auch aus dem Satze 2,18 ([5b], S. 12) 
erhalten. 

Weiter gilt der 

Hilfssatz 2. Es gibt gerade ein System der Zahlen ccmtf, m, r sind ganz, 3 __ r __ 
<_ m __ n, «a,,«,-* 1» derart, dass, wenn das System (2V) #17*, dann gilt auch das 
System 

(23) ( ^ ^ ^ ( ^ ^ " ^ ^ ' ^ ' * - - 3 . - . » ' 
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Die Zahlen am_, sind durch die Formeln 

OA\ „ - l IV-»- ( " - l ) I " » l ( m + r - 2 ) ! 
1 ' m , r ~ ^ ] ( r - l ) ! r ! ( m - r ) ! ( 2 m - 2 ) ! 

bestimmt 

Beweis. Man geht von der Formel für die Ableitung der Hauptkomponente F(x) 
der zusammengesetzten Funktion f(x) = F(ljx) aus, [4], S. 20, welche für die 
Funktion F e Cn richtig ist: 

F<»> A \ = (-1)» x»
+i — {x«-lf(x)} . 

\ x / dx" 

Verwendet man diese Formel auf die durch das System (2V) gegebene Funktionen 
qk(ljx), wo man wieder schreibt Bnkr9 erhält man 

W i \ -. (-1)—i^,;f (» 7fe) J^^ilLpco(x)xm+1+f. 
\ X / r=3 J = O \ / / (fc + / + r — 1)! 

Also die Beziehungen (23) gelten gerade dann, wenn für jedes m, 3 —• m ;g n, ist 

f «m>tpr »w= t «^(-i)*£j^;f (m -k) J? + •; - ^ p,»«. 
* = 3 fc = 3 r = 3 1 = 0 \ / / (fc + / + r — 1)! 

r = 3 1 = 0 * = r \ / / ( f c + / + r — 1)! 

Bei gegebenem m, 3 <; m jg n, gilt das letzte System für alle pk(x) e €„^(1^ gerade 
dann, wenn 

(25) J:*mk(~-l)kBnkr(
m-k) O ^ — 1)' - f ^ ' - m - r 

3 ^ r ^ m. Die Gleichungen des Systems (25) für / -= m — r, 3 S r 5* m, bedeuten 
Identität Für / = m — r ~ l , 3 ^ r g m — 1, haben sie die Gestalt 

<zm$r(m - r) (m + r - 1) + amff+1(r + 1) r =- 0 . 

Dieses Teilsystem des Systems (25) hat für <xmm =- 1 gerade eine Lösung, die durch 
die Formel (24) gegeben ist. Diese Formel enthält auch den Fall r = m. 

Durch (24) bestimmte xMtr erfüllen auch die übrigen Gleichungen des Systems (25). 
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In der Tat, nach ihrem Einsetzen in die linke Seite (25) nimmt diese folgende Gestalt 
an 

, l ) m ( m - l ) ! m ! ( m + r - l ) ! " - ' (m + k - 2)\ . _ 
V ' (2m - 2)! r! (r - 1)! ü * - / ' (k - r)l(m - k - l)l(k + l + r - 1)! 

' -( fr*' ( m - l ) ! m ! ( m + r - l ) ! -'-' f 
K } (2m- 2)! r\(r - l)!(m - / - r)! 5=o V J " 

/m - Í - A (m + r - 2 + s)! 

V s j(2r + Z - 1 + s)! ~ ' 

da für m — í — r ̂  1 ist 
m — l — r 

1 _̂m_I.+ lxm + 1 . _ 1 y m _ ,_ r ) = £ ^^y 
m + r — 1 s=o 

^m — / — r\ (m + r — 2 + s)! ř+ ГП (2r + / - 1 + s) 

Wir haben bewiesen, dass, wenn %(x) eine Funktion (17) oder (18) ist und das 
Teilsystem für k = 3, . . . , n des Systems (11) erfüllt, dann genügt sie auch dem System 

(26) ( £ «-,* «i-««;)) £'m = f o_.% pi"-k)(x) , m = 3, . . . , n , 
k=3 fc=3 

wo «m>Jk durch die Formeln (24) bestimmt sind. Dasselbe gilt auch für die Funktion 
%(x) der Gestalt (16), die sich nicht auf (17) reduziert. In der Tat, ist Ilx ihr Defini­
tionsintervall und J2$ - €(hx)> *n bezug auf (15) gilt (2') IH ~ (V) Ilx{^(x\ t(x)}, 
t(x) ist eine passende Funktion. Andererseits lässt sie sich £(x) = {.{^[^(x)]} 
schreiben, wo 

« i ( & ) « ^ ^ 2 + - , m^-T* **(*) = <* + *• 
c c £3 

Durch diese Funktionen sind eindeutig nach der Folgerung 1 des Satzes 2 die Glei­
chungen (2*'), (2*), (2m) (in kanonischer Form) in den Intervallen I2$- hs = £>i(hs)> 
hs "* £s{hx) derart bestimmt, dass 

(27) (2»)IAi~(r)Itx{Ux),t3(x)} 

(2V,r(2*)/Ä>*)} 
(2*')I2t~(r)I3t{St(Z2),tt(l;2)}. 

Die Funktionen f. sind mit Hilfe ^ durch die Beziehung (8) festgelegt. Aus dem 
Satz 2, [1], folgt, dass dann 

(2*0 h( ~ (10-,,{«(*),«.[.2(«3(x))] <-&(*)_ h(*)} • 
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Also (2*'), (2') bedeuten in J2? dieselben Gleichungen. Aus (27) geht hervor, dass %j 
Lösungen entsprechender Systeme (26) sind. Darum gilt auch dasselbe für %(x), 
w. z. b. w. 

Wir beweisen noch die umgekehrte Behauptung: Ist £(x) eine gemeinsame Lösung 
in Ilx des Systems (26), die der Form (16) ist, dann ist sie auch eine gemeinsame 
Lösung des Systems (11). In der Tat, es gibt genau eine in J2$ = ^(Iix) definierte 
Gleichung (2') mit der Eigenschaft (2') I2% ~ (V) Ilx{£(x), t(x)}. Wir beweisen, 
dass ihre Koeffizienten qk(£) = qk(£) für k = 2,..., n, £ e J2^, woraus auf Grund des 
Satzes 2 die Behauptung folgt. Vor allem ist q2(£) = 0, £ e J2§. Aus den Formeln (19) 
und (2V) folgt, dass für k = 3 die Gleichung (11) dieselbe Form wie die entsprechende 
Gleichung des Systems (26) hat. Also ist g3(£) = q3(£) für £ e J2(*. Es sei nun qk(^) = 
= qk(^) für k = 3, . . . , I — 1, l — 1 < n. Auf Grund des schon bewiesenen gilt 

i i 

die Gleichheit ( £ a^q jT^ [£(*)]) [£'(*)]' = E *i,kPk~k)(x)- Abeimals gemäss 
fc=3 ' l fe=3 ' l 

der Voraussetzung der Behaptung ist ( £ &i,kQk~k)[€(x)l) [€'{X)Y == X aitkPk~k)(x)-
fc=3 ' fc=3 

Also qj(£) = qf(^), {eJ2^ und die ähnüche Gleichheit gilt für alle k = 3, . . . , n, 
w. z. b. w. Damit ist der Satz 3 bewiesen. 

Satz 3. Es sei n = 3, p2(x) = 0, xelu q2(£) = 0, £eJ2 , pk(x)e Cn-.k(I^), qk(£)e 
eCn„k(I2), k = 3, . . . , n. Ferner mögen die Zahlen amtk, 3 ^ fc _ m ^ n, durch 
die Formeln (24) gegeben sein. Dann gilt: 

(2') I2% ~ (V) Ilx{£(x), t(x)} o %(x) ist in Ilx eine gemeinsame Lösung des 
Systems (26), welche der Gestalt 

„, ч ax + b í(x) = a b 

c d 
Ф 0 , 

cx + d 

a, b, c, d sind Zahlen, ist, £(Iix) = J2$ und t(x) ist durch die Beziehung (8) bestimmt. 

Bemerkung 5. Ein weiterer Beweis des Satzes 3 ist in der Arbeit [5c], S. 168 — 169 
enthalten. 

Bemerkung 6. Aus dem Satz 3 folgt, dass 

^)-i(-y-\/^;''!,m!(m
tr,.';-2)',pi--''w. «-s...,. 

*=3 (k - 1)! k! (m - k)\ (2m — 2)! 

die relative Invariante von der Dimension m der Gleichung 
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in bezug auf die Gruppe der Transformationen (16) darstellt. Da Bjx) nicht von n 
abhängt, ist es von Bedeutung, die folgende Definition einzuführen. 

Definition 3* Unter der begleitenden Gleichung von Ordnung l, 2 «£ l <£ n, der 
Gleichung (Vn) werden wir die Gleichung 

(15) / - 0 , Z - 2 

(i?) y0) + Z (!) PM yil~k) = o, 2 < / g II , 
*=-3 \ f c / 

verstehen. 
Betrachten wir nun die Gleichung 

(2.') » w + t 9 ( ^ « ^ ) - * - * > - 0 , « ^ e C , . ^ ) , fc = 3,...,n 

und möge die Gleichung (20 ihre begleitende Gleichung von Ordnung /, / = 2,..., n, 
sein. Die Bedeutung der begleitenden Gleichungen geht aus dieser Folgerung des 
Satzes 3 hervor. 

Folgerung des Satzes 3. (2;) J2C ~ (K)ltM
x)> c/VflTOI""1)} gerade dann, 

wenn für jedes J = 2,...,n (2J)/2<~ (10 Jlje{£(x), ^ { ' ( ^ r 1 ) } , c, c, sind 
beliebige Konstanten. 

Wird die Definition 4, [1], angewendet, so kann diese Folgerung auch auf folgende 
Weise formuliert werden: (2J[) I2$ ~ (1J) Iljc gerade dann, wenn die Menge sämtlicher 
begleitenden Gleichungen der Gleichung (2„) in I24 der Menge sämtlicher begleitenden 
Gleichungen der Gleichung (1JJ) in Ilx fast gleich äquivalent ist. 

In bezug auf die Bedeutung der Gleichung (12) ist die folgende Definition von 
Nutzen. 

Definition 4. Es sei n j> 2. Unter der begleitenden Gleichung von 2-ter Ordnung 
der Gleichung (1') werden .wir die Gleichung 

(12) y" + -*-p2(x)y = 0 
n + 1 

verstehen. 
Ist (22) die begleitende Gleichung von 2-ter Ordnung der Gleichung (2'), dann 

folgt aus dem Satz 2 die Implikation 

(2')I2. ~ (10/„{«(»X e/VOWI""1)} ~ (2-) J-. ~ (--Mi.«**). -Wlftol} -

c, c2 4= 0 sind beliebige Konstanten. 
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Die weitere Bedeutung der Gleichung (1^) besteht darin, dass der Quotient 
U(X)M*) zweier linear unabhängiger Lösungen der Gleichung (12) in jedem Intervall I, 
wo v(x) =(= 0, eine Lösung der Gleichung 

(28) { € , x } „ _ 3 2(X) 
fi + 1 

darstellt und man erhält auf diese Weise sämtüche Lösungen der Gleichung (28). 
Also, ist Jp2(x)eCll„2(J1) und Ilx ein Intervall, in dem eine Lösung v(x) 4= 0 der 
Gleichung (12) existiert, so gibt es gemäss der Folgerung 1 des Satzes 2 die Gleichung 
(2^) mit den Koeffizienten qk(g)e C0(IH), k =- 3, . . . , n, ln ist ein Intervall, derart, 
dass (1') Ilx ~ (2n) Iu. Im allgemeinen ist die Gleichung (2'n) mit dieser Eingenschaft 
nicht eindeutig bestimmt. Jedoch aus den Beziehungen (19) und (21) ist es zu sehen, 
dass die Eindeutigkeit (mit Ausnahme vom Definitionsintervall) für die Gleichung 
(21) der Form 

(29) vin) = 0 

zutrifft. Das Intervall I2i ist eindeutig bestimmt, wenn ln = (~oo, oo), d. h. wenn 
jede Lösung u(x) der Gleichung (12) linear unabhängig mit v(x), in Ilx mindestens 
eine Nullstelle besitzt. 

Definition 5. Es sei n ^ 3. Die Gleichung (V), für welche es eine Lösung v(x) -£ 0 
der begleitenden Gleichung (12) derart gibt, dass in jedem Intervall Ilx, in welchem 
v(x) + 0, gilt (V) Iix ~ (29) IH, ln ist ein Intervall, wird der Gleichung (29) lokal 
äquivalent genannt werden. 

Aus der hervorgehenden Betrachtung folgt, dass an der Wahl von v(x) nicht 
gelegen ist und daraus, dass die Koeffizienten der der Gleichung (29) lokal äqui­
valenten Gleichung die Beziehung pk(x) e CH-J(li) erfüllen. 

Satz 4. Es seien n ^ 3, f(x)eCn^2(I1) gegeben. Dann gibt es genau eine der 
Gleichung (29) lokal äquivalente Gleichung (V), deren Koeffizient p2(x) = f(x), 
xelt ist. Diese Gleichung wird In(y,f(x)) = 0 bezeichnet. 

Beweis. Mögen u(x), v(x) ein Fundamentalsystem von Lösungen der Gleichung 
y" + \}\(n + 1)1 f(x) y = ° b*lden» u n d e s s e i Wi}f-i,2,... d a s System sämtücher 
Intervalle, auf welchen v(x) # 0 ist. Bezeichnen wir ^(x) = u(x)jv(x), x e l ^ , 
.̂(J<*>) = I^. Die inverse Funktion xf(£) zu £t(x) ist in I(

2 > eine Lösung der Gleichung 

(30) {*, i} + ~ ^ / ( x ) x'\£) = 0 ([3], S. 330) 
n -f* 1 

und es ist x ^ e C ^ ^ ! ^ ) . Durch die Gleichung (29) und die Funktion xt{£) ist 
gerade eine Gleichung (!') in I*fl gegeben, für welche p2(x) » f(x) und (1') IlH ~ 
~ (29) I{

2\. Diese Gleichung (1') kann aus U l[ll auf das ganze Intervall It fortgesetzt 
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werden* Diese Tatsache folgt daraus, dass jede Lösung der Gleichung (30), deren 
Werte in JJ2 liegen, von der Form **[/*(£)] ist, wo h eine homographische Trans­
formation ist. Gleichzeitig ist damit die Eindeutigkeit der der Gleichung (29) lokal 
äquivalenten Gleichung mit gegebenen Koeffizienten p2(x) bewiesen. 

Eine weitere Eigenschaft der Gleichung In(y, f(x)) = 0 folgt aus dem 

Hilfssatz 3. Für k = 2, 3, . . . , n seien pk(x) e Cn„k(lx)9 qh(£) e Cw_k(/2) und es sei 
(2')1H ~ (V)llx. Dann gilt: (2') ist selbstadjungiert in lHo(Y) ist selbstadjun-
giert in Ilx. 

Beweis. Wenn (2') hs ~ (V) hM(x\ t(x% ist t(x) - c\^(x)\n'% c * 0' 
ist eine Konstante. Möge (2') [(1')] zu (2') [(V)] adjungiert sein. Nach dem Satz 7, 
[1], ist (T)hs ~ (I')/i,{€(x), Ci/V(|5'(x)l-,""1)>» ci * ° i s t e i n e Konstante. Daraus, 
erhalten wir die Behauptung des Hilfssatzes. 

Aus dem Hilfssatz 3 folgt unmittelbar der 

Satz 5. Die Gleichung ln(y,f(x)) = 0 ist für jede f(x)eCn_2(lx) in h selbst­
adjungiert. 

Bemerkung 7. Aus der Form der selbstadjungierten Polynome, [6], S. 96, geht 
hervor, dass es unendlich viele selbstadjungierte Gleichungen (1/) der Ordnung, 
n > 3 mit dem Koeffizienten p2(x) = f(x) gibt. 

Mögen f(x)€Cn..2(h)9 g(£)e C„_2(J2) zwei Funktionen sein. Dann 

(31) / + _L^) , « o , 
n + 1 

bzw. 

(32) V + -±- a(£) „ = 0 

ist die begleitende Gleichung 2-ter Ordnung der Gleichung In(y,f(x)) = 0, bzw. der 
Gleichung In(v9 g(%)) = 0. Von der Beziehung zwischen Äquivalenz dieser Gleichun­
gen spricht der 

Satz 6. 

1JL*> tffl = 0, hs ~ h(yj(x)) = o, hMx), c/Vdfi'Wr1)} o 

o(32)IH ~ (31) hx{£(x)> Ci/Vk'(x)|}' c> c i * ° sind Konstanten. 

Beweis, Es sei (32) IH ~ (31) hx{^), cx y/\Z'(x)\}- Durch die Funktion %(x)e 
e Cn+i(lix) und die Gleichung h(y>f(x)) « 0 ist dann eindeutig die Gleichung (2') 
in IH mit der Eigenschaft (2') ln ~ Jn(yJ(x)) - 0, hM^^AW^t'1)) be" 
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stimmt. Es ist klar, dass ihr Koeffizient €2(£) = #(£)> £ e hi ist- Bei Berücksichtigung 
des Satzes 2, [1], ist (2') der Gleichung (29) lokal äquivalent und nach dem Satz 4 
ist sie die Gleichung In(v, #(£)) = 0 in hi* 

Der zweite Teil des Satzes wurde schon unmittelbar nach der Definition 4 ange­
führt. 
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Výťah 

O TRANSFORMÁCII LINEÁRNYCH DIFERENCIÁLNYCH ROVNIC 
n-TÉHO RÁDU, II 

VALTER ŠEDA, Bratislava 

V práci [1] bol zavedený pojem ekvivalencie dvoch lineárnyeh diferenciálnyefr 
rovnic (ďalej rovnic) toho istého rádu n (definícia 1). V tejto práci sa vyšetřuji! 
podmienky, za ktorých sú dve rovnice ekvivalentně. Dokazuje sa, že dve homogenně 
rovnice í-vého rádu sú vždy úplné ekvivalentně (veta 1), tj. sú ekvivalentně v celých 
svojich definičných intervaloch (definícia 2). Ďalej je tu dokázaná nutná a postaču-
júca podmienka, aby dve rovnice (ť), (2') rádu n 2> 2 boli navzájom ekvivalentně. 
Tá spočívá v tom, aby prvá zložka š(x) nositela ekvivalencie {£(*), t(x)} bola spoloč-
ným riešením systému nelineárnych diferentiálnych rovnic (11) a t(x) bolo určené 
vzťahom (8). Súčasne sú uvedené základné vlastnosti riešení rovnice (11) (veta 2). 

Pomocou Schldmilchových výsledkov je odvodený tvar relativných invariantov 
rovnice (l'„) vzhtadom na grupu transformácií (16) (veta 3). Z něho vyplývá, že 
rovnica (1J), tzv. sprievodná rovnica rádu l, 2 2§ l S n> rovnice (1£) (definícia 3) 
má význam pri transformácií rovnice (1JJ), ktorý je uvedený v dósledku vety 3. 

Konečné je definovaná rovnica lokálně ekvivalentná s rovnicou (29) ako rovnica 
(ť), prektorújestvuje riešenie v(x) =}= 0 rovnice (10 tak, že v každom intervale Iíx, 
v ktorom v(x) 4= 0, platí (l')Iíx ~ (29) I2$ (definícia 5). Táto rovnica je jednoznačné 
určená svojím koeficientom p2(x) = f(x)eCn^2(Ií) (veta 4), je samoadjungovaná 
(veta 5) a jej transformácia bezprostředné súvisí s transformáciou jej sprievodnej 
rovnice 2-hého rádu (veta 6). 

Резюме 

О ПРЕОБРАЗОВАНИИ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ л-ОГО ПОРЯДКА П 

ВАЛЬТЕР ШЕДА О а̂Иег ЛЫа), Братислава 

В работе [1] было введено понятие эквивалентности двух линейных диффе­
ренциальных уравнений (в далынем только „уравнений") тогоже порядка п 
(определение 1). В эгой работе исследуются условия, при которых два уравнения 
эквивалентны. Доказано, что два однородных уравнения 1-ого порядка всегда 
совершенно эквивалентны (теорема 1), т. е. они эквивалентны во всех своих 
интервалах определения (определение 2). Далее доказано необходимое и доста-
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точное условие, чтобы два уравнения (1% (Т) порядка п ^ 2 были взаимно 
эквивалентны. Это состоит в том, чтобы первая компонента %(х) носителя 
эквивалентности {%(х)9 *(л:)} была совместным решением системы нелинейных 
дифференциальных уравнений (11) и {(х) было определено соотношением (8). 
Одновременно были приведены основные свойства решений уравнения (11) 
(теорема 2). 

С помощью результатов Шлемилха была восстановлена форма относитель­
ных инвариантов уравнения (1 )̂ относительно группы преобразований (16) 
(теорема 3). Из этого следует, что уравнение (1,), так называемое сопровождаю­
щее уравнение порядка /, 2 <| / 51 и, уравнения (1 )̂ (определение 3) имеет важное 
значение при преобразовании уравнения (1̂ ')> которое показано в следствии 
теоремы 3. 

Наконец определено уравнение локально эквивалентное с уравнением (29). Это 
уравнение (V), для которого существует решение V(x) ф 0 уравнения (12) так, 
что во всяком интервале 11х9 в котором V(x) ф 0, выполнено условие: (V) /1ж ~ 
~ (29) 12% (определение 5). Это уравнение однозначно определено своим коэффи­
циентом р2(х) =Лх)еСп^2(11) (теорема 4), самосопряженно (теорема 5) и его 
преобразование непосредственно находится в связи с преобразованием его 
сопровождающего уравнения 2-ого порядка (теорема 6). 
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