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Casopis pro p&stovini matematiky, roZ. 92 (1967), Praha

UBER DIE TRANSFORMATION DER LINEAREN
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN r-TER ORDNUNG. II

VALTER SEDA, Bratislava

(Eingegangen am 12. April 1966)

In der Arbeit [1] wurde der Begriff der Aquivalenz zweier linearer Differential-
gleichungen (weiter Gleichungen) derselben Ordnung n eingefiihrt und wurden die
grundlegenden Beziehungen zwischen dquivalenten Gleichungen abgeleitet. In dieser
Arbeit werden die Bedingungen untersucht, unter welchen zwei Gleichungen dqui-
valent sind. Obwohl einige Ergebnisse schon bekannt sind, sind ihre Beweise neu
und konnten von Nutzen sein.

1. Der Begriff der Aquivalenz zweier Gleichungen wurde in [1], S. 386, auf diese
Weise eingefiihrt.

Definition 1. Es seien zwei Gleichungen derselben Ordnung n = 1 gegeben

n _ dl
@ kzopk(x) yOP = pa(x), P = a;"i, I=1,..,n, y®O =y

(2) Y @) v P = q,,.4(8), P = —, I=1..,n, @ = o,

k=0 dé
wo pi(x) € Co(Iy), ai(&) € Co(I2), k = 0, 1,...,n + 1 und po(x) # 0in I, go(¢) * 0
inI,. I; und I, sind Intervalle. Wir sagen, dass die Gleichung (2) im IntervallI,; < I,
der Gleichung (1) im Intervall I,, < I, édquivalent ist, wenn folgende zwei Bedin-
gungen erfiillt sind:

1. Es existieren Funktionen &(x) € C(I14), #(x) € C\(I,,) derart, dass &(I,,) = I,
E(x)#(x) £0in I,,.

2. Wenn v(¢) die Losung der Gleichung (2) in I, ist, dann ist die Funktion y(x) =
= 1(x) v[¢(x)] eine Losung der Gleichung (1) im Intervall I,,. Das geordnete Paar
der Funktionen &(x), #(x) nennen wir Tréger der Aquivalenz.

Symbolisch wird die Aquivalenz der Gleichung (2) in I,, zu der Gleichung )]
in I,, mit dem Tréger der Aquivalenz &(x), #(x) derart (2) I;; ~ (1) I, {&(x), t(x)}
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bezeichnet. Wenn es uns nicht an dem Triger der Aquivalenz liegt, schreiben wir
kurz (2) Iz ~ (1) I4,.
In Ubereinstimmung mit der Arbeit [2], S. 230, fithren wir folgende Definition ein.

Definition 2. Die Gleichungen (1), (2) sind miteinander vollkommen &quivalent,
wenn (2) I, ~ (1)1, ist.

Es wire zu bemerken, dass auch die gleiche Aquivalenz (eingefithrt durch die
Definition 4 in [1]) vollkommen sein kann.

Bei der Untersuchung der Bedingungen der Aquivalenz der Gleichungen (1), (2)
geniigt es, zufolge der Sitze 3 und 8, [1], sich auf die homogenen Gleichungen zu
beschranken. Betrachten wir also zundchst die homogenen Gleichungen (1), (2) 1-er
Ordnung. Die Losungen dieser Gleichungen besitzen keine Nullstellen und deshalb
haben sie in den entsprechenden Intervallen die gleiche Struktur der Nullstellen
(Definition 3, [1]). Daraus folgt auf Grund des Satzes 6, [1], der

Satz 1. Zwei homogene Gleichungen 1-er Ordnung sind immer miteinander
vollkommen dquivalent und die erste Komponente des Trdgers der vollkommenen
Aquivalenz kann eine beliebige Funktion &(x)e Cy(I,), &'(x) & 0, x €I, mit der
Eigenschaft &(I,) =1, sein.

Die grundlegenden Fragen der Transformationstheorie der linearen homogenen
Gleichungen 2-ter Ordnung halbkanonischer Form wurden in der Arbeit [3] geldst.
Wir werden sehen, dass die Ergebnisse dieser Theorie von grundlegender Bedeutung
sind auch fiir die Transformation der Gleichungen hoherer Ordnungen. Andererseits
kann sie in die Transformationstheorie der Gleichungen n-ter Ordnung, n = 2,
eingeschlossen werden.

Also es sei n 2 2. Unter der Annahme p,(x)/po(x)€ C,—1(Iy), 4:(&)[a0(¢)e
€ C,_4(I,), sind die Gleichungen (1), (2) ohne rechte Seiten den Gleichungen dqui-
valent, die ihre halbkanonische Form darstellen. Diese schreiben wir in der Gestalt

1) (L((x) =) »® +k‘:22 (Z) p(¥) ¥ =0, p(x)eCy(l), k=2,...n,

@) v + 3 <k) a( P =0, q)eColy), k=2 ...n.
k=2
Fiir unsere Erwiigungen wird die Folgerung 2 des Satzes 8, [1], von Bedeutung sein,

welche wir in diesem speziellen Falle als Hilfssatz 1 formulieren werden.

Hilfssatz 1. (2') Iy; ~ (U') I1,{&(x), {(x)} dann und nur dann, wenn &(x), t(x) e C(I,),
&I,y) = Ly &(x)(x) + 0 fir xel,, und wenn fir jede Funktion v(£)e C,(I5;)
die Gleichheit

O) L) oL} = [T 1) (+70ee] + 3, (1) el 9] )

xel,,,
gilt.
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Weiter wird die bekannte Formel fiir die Ableitung der zusammeilgcsetztcn
Funktion beniitzt. Wenn f(x) = F[¢(x)], F(&), &(x) € C,py ist f®™(x) =3 Apx.
k=0

FOEx)YK, m=0,1,..,4,0=1, A,p=0, m>0. Fir 1<k<m ist
(im festen Punkt x) gemiss [4], S. 5, A, = hm d”‘/dg {(é(x + Q) — X))

Ist é(x) eine analytische Funktion, es gilt (&(x + Q) - é(x))“ = (Z EN(x) @)k =
= 2 f.(x) ¢" und darum

n=0
(4) Apy = mlf(x) =
' k! Wk (m)( +\\km
= m! . o ,
" hgo.;,kmgo kil kol k! (LR (mY)em (6<) (™)
ki+...+km=k
ki+2ka¥ ...t mkm=m
da
Eeowemr = T @ g
I=1 k,:‘_?;({ ..... k..f‘? k,!.

Fiir §(x) € C,, betrachten wir die Folge f,(x) = F[B,(x, &(x))], wo B(x, &(x)) das
zu der Funktion (x) in einer abgeschlossenen Umgebung U des Punktes x gehdrige
n-te Bernsteinsche Polynom bedeutet. Weil {B®(x, &(x))} in U gleichmissig zu
EW(x), k = 0,...,m konvergiert und A, , hingen nicht von F ab, erhalten wir
durch schrittweise Wahl der Funktionen F(£) = &, k = 1, ..., m, dass A, gleich-

maéssig zu A, konvergieren, wo f™ =Y A4, ., FY[B,(x, &x))]/k!. Daraus gilt
die Formel (4) auch in diesem Falle. k=0

Bemerkung 1. Aus der Formel (4) geht hervor, dass fiir alle ganzen k = 3, m 2
= k + 2 die Formel

Apom-k 1 ' k+1 k+2 m k)5
©) (m — k) [E(x)]"* (k+l)§( >(x)/§()+( 2 )(k+2)é(()'
S OEET + Pam-slEE (), - €5 I(x)[E ()]

gilt. P,, ,,_; ist ein Polynom, dessen sdmtliche Glieder dieselbe Dimension k besitzen,
wenn wir der Funktion &'(x) die Dimension 1 zuordnen und weiter die Regeln aus
[5a), S. 481, beniitzen. Demzufolge ist die Dimension jedes Gliedes im Ausdruck
fiir [A,, ,.-a/(m — k)] 1/[E'(x)]"* gleich k, wenn k 2 3, m = k + 2. Auf Grund
der Formeln (13), (14), und (15), [6a], S. 82, gilt dieselbe Behauptung iiber die
Dimension auch fiir alle iibrigen ganzen Zahlen m =2 1, m — k 2 1.

Betrachten wir jetzt die Funktionen &(x), #(x) € C,(Iy,), &(I;,) = Izg &'(x) H(x) + 0
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fir x e I,,, (&) € C,(Iz), wobeily, = Iy, I, < I, Intervalle smd Durch Verwendung
der Formel (4), [1], erhalten wir, dass

L{1) o[&()]) = (€T 1) (k) 0u(x) v O[EW], xely,,

wo

k' o p’(x) An r—s,n—k 4(s)
o =, < LA tS x .
U ) [5( )] t(x) rZO s=o r!s! (n —s)! ( )
Hier und auch in weiterem bedeutet fiir x e I,, £ €1,, Po(x) = ‘10(5) =1, pl(x) —

= q,(¢) = 0. Also gilt die Gleichheit (3) fiir alle v(£) € C,(I2¢) gerade dann, wenn
die Gleichheiten

© [T g ey = 3, 5 2 Auzrmsanct o,

r=0s=0 r! '(n S)'

k=0,1,...,n, xEIII’

erfiillt sind.
Die erste von ihnen stellt eine Identitdt dar. Der Fall k = 1 bedeutet die Gleichheit

=18, () _
) ORNED

b

die mit der Bezichung

(8) t(x) =

dquivalent ist.

Um niher die iibrigen Gleichheiten (6) untersuchen zu kénnen, gehen wir von den
Formeln

©9) t'(x)[t(x) = (¢(x)[t(x))" + (£'(x)[o(x))*
® 1N\ (s=1) (s-2) ’ 1\ (5= 3)
S (L) (I [ (N
1(x) 1(x) 1(x) t(x) t(x) 1(x)
aus: P¥ ist ein Polynom, dessen simtliche Glieder dieselbe Dimension s besitzen,
wenn t’(gc)/t(x) die Dimension 1 hat. Mit Hilfe (7) folgt aus diesen Formeln, dass

w -
R e (T

¢ * 0 ist eine beliebige Konstante, x eI, ,
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wobei siimtliche Glieder des Polynoms P} ;s mit derselben Dimension s versehen sind,
wenn die Dimension ¢'(x) 1 ist. Durch Verwendung der Bemerkung 1 und der Formeln
(9), (10) erhalten wir, dass die Gleichheiten (6) fiir k = 2, ..., n die folgende Gestalt
haben: .

6) L] E@T = Raslpa(x)s - Px) EX)[E ), (ER)[E ) -
cn (EFX)EE)EY], k=2,..,n, x€l,,.

Jedes Glied des Polynoms R, ; ist der Dimension k, angenommen, dass die Dimension
px) r und &(x) 1 ist.

Der Ausdruck (6") kann prizisiert werden. In bezug auf die Formeln (5), (10)
sowie auch die Formeln (14), (15) in [6], S. 82, ist die hchste Ableitung der Funktion
&(x), die im Ausdruck (6) vorkommt, der (k + 1)-ten Ordnung und zusammen mit
&¥(x) in Summanden fiir r = 0 und s = 0, 1, k — 1, k auftreten. (Ist k = 2, dann
s = 0,1,2.) Diese (nach dem Dividieren durch [£'(x)]"* #(x)/k!) sind der Gestalt

Apay KL _m— kM) - kY E9() ()
nt [FI* k+1 () * ( 2 ) [¢()]? "

N [1 / (Z)] Py l[ER)ER), ..., & D)E()],

2Lk<n nz=2, wobei (auch in weiterem) % =%, wenn k =2 und » =1 fir
=P, =P,0=0,n22

Ay kU f(x) _ (n—1)(n - k) E9(x) &'(x)
(n = ! [T o) 2 (&1
+ Su- 1S NER), - SRR, 28 k<, nz2,

+

WO S,-1,a—4 €in Polynom ist und S,_; ,-, = 0.
Akt 1,0k kTP (n = 1) (n — k) k EB(x) &(x)
(k=D'n - k+ NEE]IT () 4 [E)7
+ n—kﬂ,u—k[f’(x)/f’(x), ceey é(k—l)(x)/f'(x)] y 22k<En, n=22.

Tp—x+1,a— ist ein Polynom, T, _; ,-2 = 0,
Endlich

Mg L () =150 no 1L -1\

(n — DI EEI™ 1) 2 k) *[(""’) 2 ’”‘"( 2 )]
00 ) E) 0y

[E’(x)]z '+ U"—k"—k[f'(x) 6'(x) ], 2

Sksn, n22,
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wo U, i - €in Polynom ist, U,_2 .~2 = 0. Ein weiteres Glied auf der rechten Seite
der Gleichheit (6") ist der Ausdruck p(x). 4

Im Hinblick auf die vorhergehenden Betrachtungen lassen sich endlich die Gleich-
heiten (6) fiir k = 3, ..., n in der Gestalt

(6 A& [E @] = no) - & ;(lt)ikl; . 5“;(‘;?) *

I 1) — (n — 1) 823 €)
5 (5)e 0= -0 R+
s V25 o Bems(0), ECEG) . D)

schreiben, wo V, , ein Polynom ist, dessen jedes Glied die Dimension k hat.
Die Gleichheit (6) fiir k = 2 ist der Gestalt

DT < p) 21T na 1 (FY
L] @] = palx) - — fx) 4 <¢’(x)>

oder

(6”) (&), x} + 3

—— Gl EWF = —— i),
wo {&(x), x} = $E"(x)[¢'(x) — HE"(x)/¢'(x))> die Schwarzsche Ableitung der
Funktion &(x) im Punkte x ist.

Fiir jede von den Gleichheiten (6”), (6”), k = 3, ..., n, gilt, dass &(x) # O fiir
alle xel, ist. Weiter ist &(x)e€ C,41(Iyx), wenn p(x)eC,_(Iy), r=2,...,k,
qi(€) € C,_(I,). Gleichzeitig erhalten wir das Ergebnis, dass £(x) eine Losung der
Gleichung ist, fiir welche der Existenzsatz ([6a], S. 36, [6b], S. 96) und im Falle
qi(€) € Cy(I,) auch der Eindeutigkeitssatz ([6a], S. 9—11, 17) gilt. Daraus folgt
durch Verwendung des Hilfssatzes 1 der

Satz 2. Es sei n = 2. Dann gilt: (2') I ~ (V) I, {&(x), (x)} <> &(x) ist in Iy,
eine gemeinsame Losung der Gleichungen '

K JIEPPt Sossortst(n—r —s)!

A 1 “ k=2
cAAn—r—spn~k| g1 ° =Zy,..5 N,
[l +-

&(Iy) = I, und t(x) ist durch die Beziehung (8) gegeben. Die erste der Gleichungen
(11) hat die Form

(11) ‘Ik(f) 5"' =zk: & p'(x)

.3 2 3
(12) {& x} +qu(€)é‘ =—— ).

n +
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Fir die k-te (k = 2, ..., n) der Gleichungen (11) gilt: Es seien x, €Iy, £ €1,
ED %0, ED, ..., £ beliebige Zahlen. Dann gibt es mindestens eine Losung &(x)
der Gleichung (11), welche die Anfangsbedingungen

1) - ED(xg) = &P, i=0,1,....k,

erfillt. Im Falle q(&) € Cy(I,) gibt es gerade ein x, enthaltendes Intervall IT < I,
und eine dort definierte Losung &(x) der Gleichung (11), welche die Anfangsbedin-
gungen (13) erfiillt und welche am breitesten in folgenden Sinne ist: Jede Lisung
der Gleichung (11), die die Anfangsbedingungen (13) erfiillt, ist ein Teil der Losung
&(x)-

Jede Liosung é(x) der Gleichung (11) hat die Eigenschaft, dass in ihrem Defini-
tionsintervall IT* &'(x) + 0 ist. Weiter ist &(x) e C,4,(IT*), wenn pJ(x)e C,_(I,),
r=2 ..k q() e C._(I).

Folgerung 1. Es seien die Gleichung (1') der Ordnung n Z 2 und die Funktion
E(x) € Cori(I1y)s Itx = Iy, E(x) * O fiir x ey, &(Iy,) = I,z gegeben. Dann gibt
es gerade eine Gleichung (2') mit den Koeffizienten g (&) € Co(l2), k =2,...,n,
derart, dass (2')I5; ~ (1) I {&(x), c[J|E(x)|""*}, ¢ + O ist eine beliebige Kon-
stante. Die Funktionen q,(£) sind durch die Gleichungen (11) bestimmt, wo man
&(x) anstatt & einsetzt. Dabei sind q&)e C,_i(lze), kK =2,....,n, wenn px)e
€eCoi(l), k=2,..,n

Folgerung 2. Es seien eine natiirliche Zahl k, 2 < k < n, die Gleichung (1")
der Ordnung n = 2 mit den Koeffizienten p(x)e C,_(I;), r =2,..., k, (p(x) e
€Co(Iy), r =k + 1,...,n, falls k < n) und die Funktion f(£) € C,_,(I,) gegeben.
Dann existieren Intervalle 1,, < I,, I,; = I, und die Gleichung (2') mit dem
Koeffizienten q,(&) = f(&), & €1, derart, dass (2') I, ~ (1) I ist.

Beweis. Wir betrachten eine beliebige Losung é(x) der k-ten Gleichung des
Systems (11), wo f(¢) in der Rolle g;(¢) auftritt und wir wenden die Folgerung 1 an.

Bemerkung 2. Die Gleichung (12) lisst sich in der Form

, &? _[.1 "’
() 10 = ) e

schreiben und weil 4,_,-,0 = 0fir0 < s <n—r, A4, ,_;o, = 1flirs =n — rist,
hat die Gleichung (11) fiir k = n die Gestalt

w9 i~ )+ () [
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Aus dem Beweis des Satzes 2 geht hervor, dass die Gleichungen (11) firk=3,...,n
sich in der Form

(n+1) (k=1 177k n (n— gogr
e al) e 0] T
+ qk(é) é'k = pk(x) + Vn,k(pz(x)’ L] pk—l(x), 6"/6,9 seey é(k-l)/él)

schreiben lassen, wo V, , ein gewisses Polynom, dessen siamtliche Glieder dieselbe
Dimension k besizen, falls p,(x) die Dimension r und ¢’ die Dimension 1 hat.

Bemerkung 3. Im Falle p(x)e C,_(Iy), q(¢)e Co-i(I2), k =2, ..., n, kann
man den ersten Teil des Satzes 2 auch aus dem Satz 2,13 ([5b], S. 10) beweisen.

2. In weiterem beweisen wir ein klassisches, die Gestalt der relativen Differential-
invarianten der Gleichung (1’) in kanonischer Form betreffends Ergebnis (vergleichen
mit [5c], S. 167, [7], S. 406—407, [8], S. 78—79, [9]). Zum Unterschied von der
klassischen Theorie wird sein Beweis elementar und sich auf die Schlémilchschen
Ergebnisse stiitzend sein.

Es sei also n = 3, p(x)e C,_i(I1), qi(é) € C,—i(I2), k = 3,...,n, und

(15) pax) =0, xel;, qy(¢) =0, Cel,.

Die Gleichung (12') reduziert sich dann auf [1/{/|¢'|]” = 0 und jede ihre Losung
ist die Funktion

ab
cd

ax + b
ex +d’

(16) &(x) =

] + 0, a,b,c,d sind Zahlen .

Ein spezieller Fall dieser Funktion ist

(17) fx)=ax+b, a=%0
und
(19) i) =~

Im Falle &(x) = ax + b ist Au4/k! =0, kK < m und 4,, , = m! a™ Das Teilsystem
fiir k = 3,..., n des Systems (11) ist der Gestalt

(19) afax + b)a* = p(x), k=3,..,n.

Daraus folgt fiir belicbige Werte der Zahlen «,, , das System
m m
(20) (Y tpig™ P(ax + b))a™ =Y omupi" (x), m=3,...n.
k=3 k=3
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Viel komplizierter ist der Fall der Funktion &(x) = 1/x. Dann ist nach [4], S. 6,

m! (m—1) R
(m — K)! (k — 1)1 |

so, dass das Teilsystem (11) fiir k = 3, ..., n folgende Gestalt hat (fiir k = n gehen
wir von (14) aus)

k
(21) a0 (1) =Y By P(x)x"**, k=3,..,n,
X r=0

mk—( )m

1ksEm,

wo

_ (n=D'k Er(—-l)'*’ (n—r—s-1)

Bn r - H
T (= k= 1)1 stk —r—s)(n~s—1)!
3Zk<n, 05rk,
waraus
— 1)
(22) Buio=0, By, =(- 1)"()((" 3, 3sk<n, 32r=<k.
r —

Die letzte Gleichheit erhalten wir durch Vergleichung der Beziehungen

( k— 1)(k Y

(k=11

=T
(xu-lx—u+k)(l—r) =k2_:'<k : r)(_l)k—r—s (n - 1)' (n —r—s- 1)' xr—1

5=0 (n=1—s)!(n—-k-—1)

Die Formeln (22) gelten auch fiir k = n, 0 £ r < n. In bezug auf (15), (22) ist das
System (21) der Gestalt

(1) q,,(’—t) =’2( 1)*( )((k 3' p(x) X+, k=3,...n.

Bemerkung 4. Das System (21") kann man auch aus dem Satze 2,18 ([5b], S. 12)
erhalten.
Weiter gilt der

Hilfssatz 2. Es gibt gerade ein System der Zahlen a,, ., m, r sind ganz,3 < r <
Smgsn, o, =1, derart, dass, wenn das System (21') gilt, dann gilt auch das
System

(23) <2°‘-.x‘1("'—” (x))( T Z‘ U B B(x), m=3,..,n.

x k=3
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Die Zahlen a,, , sind durch die Formeln

(m—1D)m!(m+r —2)!
(r=1)trt(m = r)t(2m — 2)!

(24) oy = (= 1)

bestimmt,

Beweis. Man geht von der Formel fiir die Ableitung der Hauptkomponente F(x)
der zusammengesetzten Funktion f(x) = F(1/x) aus, [4], S. 20, welche fiir die
Funktion F € C, richtig ist:

Fo (1> = (=1 27 ()

Verwendet man diese Formel auf die durch das System (21°) gegebene Funktionen
qi(1/x), wo man wieder schreibt B, ; ,, erhilt man

k m—k _ —_ !
a0 (3) - oL (") e

S\ 1 J(k+1+r—1)

Also die Bezichungen (23) gelten gerade dann, wenn fiir jedes m, 3 < m < n, ist

3 e B ) = 3, sV S B ("7 k) (mtr =D oy,

=0 1 k+14+r-1)
m m-—r m-1 —k (m +r - 1)!
. l+r—-m _ ), I+r—=m -1 k B,, . m X
* ;3 ,Z:op' () x kgra'""‘( ) Bu. ( ! )(k +1+7r—1)

Bei gegebenem m, 3 < m < n, gilt das letzte System fiir alle py(x) € C,_;(I;) gerade
dann, wenn

@) :g,l“»'-k(—l)" By ('" - ") (m+r—1r _ {a.,,,,, l=m—r

I Jk+l+r—=1)! |0, 0Zl<m-—r

3 £ r £ m. Die Gleichungen des Systems (25) fir I = m — r, 3 £ r < m, bedeuten
Identitdt, Fir I = m —r — 1, 3 £ r £ m — 1, haben sie die Gestalt

UM — 1) (M + 1 = 1) + tppyy(r+1)r=0.

Dieses Teilsystem des Systems (25) hat fiir o,,,, = 1 gerade eine Losung, die durch
die Formel (24) gegeben ist. Diese Formel enthélt auch den Fall r = m.

Durch (24) bestimmte a,, , erfiillen auch die iibrigen Gleichungen des Systems (25).
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In der Tat, nach jhrem Einsetzen in die linke Seite (25) nimmt diese folgende Gestalt
an
(2m-2)!r!(r 1)!1! k=r (k—r)!(m—k—l)!(k+l+r—1)!
© (—1)mr (m~D'm!'(m+r— 1) ""z':"(_l\s
@m -2 rl(r =) (m—1—r) o'

(m—l-—r)(m+r—-2+s)'

s @r+1-1+s)

dafirm—1—r=1ist

____1___ (x—m—r+1xm+r—l)(m"1") =m—i_'(—-1)s .
m+r—1 =0

m-—1l—r (m+r-—2+s)!x,+,_m_0
' s @r+1—-1+s) .

Wir haben bewiesen, dass, wenn &(x) eine Funktion (17) oder (18) ist und das
Teilsystem fiir k = 3, ..., n des Systems (11) erfiillt, dann geniigt sie auch dem System

(26) (3, s 67 E) €7 = T, BO) s = 3w,
k=3

Wo a,, ; durch die Formeln (24) bestimmt sind. Dasselbe gilt auch fiir die Funktion
&(x) der Gestalt (16), die sich nicht auf (17) reduziert. In der Tat, ist I, ihr Defini-
tionsintervall und I; = (I;,), in bezug auf (15) gilt (2') I ~ (1') I1:{&(x), #(x)},
t(x) ist eine passende Funktion. Andererseits lisst sie sich &(x) = &;{&;[&3(x)]}
schreiben, wo

61(52) =

bc—adéz_*__‘cf’ 52(53)=€l, E(x) =cx + d.

3

Durch diese Funktionen sind eindeutig nach der Folgerung 1 des Satzes 2 die Glei-
chungen (2*), (2”), (2”) (in kanonischer Form) in den Intervallen I, Is¢ = &2(14s),
I4¢ = &5(I,,) derart bestimmt, dass

(27) (27) Lag ~ (V) 112{85(x), ta(x)}
(27) Ing ~ (27) Log{€a(&5), 12(3)}
(2*) Izg ~ (27) I5e{€4(E2)s 11(82)} -

Die Funktionen t; sind mit Hilfe ¢; durch die Bezichung (8) festgelegt. Aus dem
Satz 2, [1], folgt, dass dann

(2*) Tog ~ (V) 11{E(%), t1[€2(5(x))] t2[§3(x)] t(x)} -
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Also (2¥'), (2') bedeuten in I,, dieselben Gleichungen. Aus (27) geht hervor, dass &,
Losungen entsprechender Systeme (26) sind. Darum gilt auch dasselbe fiir &(x),
w.z. b.w.

Wir beweisen noch die umgekehrte Behauptung: Ist &(x) eine gemeinsame Lésung
in I, des Systems (26), die der Form (16) ist, dann ist sie auch eine gemeinsame
Losung des Systems (11). In der Tat, es gibt genau eine in I,; = ¢(I,,) definierte
Gleichung (2') mit der Eigenschaft (2) I ~ (1) I1,{&(x), f(x)}. Wir beweisen,
dass ihre Koeffizienten gy(£) = qu(¢) fiir k = 2, ..., n, & € I¢, woraus auf Grund des
Satzes 2 die Behauptung folgt. Vor allem ist §,(¢) = 0, & € I,,. Aus den Formeln (19)
und (21") folgt, dass fiir k = 3 die Gleichung (11) dieselbe Form wie die entsprechende
Gleichung des Systems (26) hat. Also ist g;(¢) = g4(¢) fiir & € I,,. Es sei nun g,(¢) =
= qy(¢) fir k = 3 vwl—=1,1—-1<n. Auf Grund des schon bewiesenen- gilt

die Gleichheit ( z a8 P[E(x)]) [é )] = Z by P(x). Abexmals gemass
der Voraussetzung der Behaptung ist (2 o gt ")[é(x)]) [£()] = 2 oy ().
k=3

Also g(&) = q,(&), £el,; und die ahnhche Gleichheit gilt fiir alle k = 3, ..., n,
w. z. b. w. Damit ist der Satz 3 bewiesen.

Satz3. Es sei n 2 3, py(x) =0, xely, g2(&) = 0, £ eIy, p(x) € Comil(I}), qul(é) €
€ C,_i(I), k =3,...,n. Ferner mogen die Zahlen o,,, 3 <k < m < n, durch
die Formeln (24) gegeben sein. Dann gilt:

(2) I~ (U)I1{&(x), #(x)} < &(x) ist in I,, eine gemeinsame Lisung des
Systems (26), welche der Gestalt

ab

é(x)=ax+b ‘!

ex +d’

+0,

a, b, ¢, d sind Zahlen, ist, &(Iy,) = I,; und t(x) ist durch die Beziehung (8) bestimmt.

Bemerkung 5. Ein weiterer Beweis des Satzes 3 ist in der Arbeit [5c], S. 168 —169
enthalten. '

Bemerkung 6. Aus dem Satz 3 folgt, dass

9,(x) =§:3(-—1)"'"‘ (m — )t m!(m + k - 2)! M (x), m=3,..,n

(k — )V k! (m — k)l (2m — 2)1 "

die relative Invariante von der Dimension m der Gleichung

) 0+ 3 (1) a0y =0, m@ecn), (#23)
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in bezug auf die Gruppe der Transformationen (16) darstellt. Da 3,,(x) nicht von n
abhiingt, ist es von Bedeutung, die folgende Definition einzufiihren.

Definition 3. Unter der begleitenden Gleichung von Ordnung l,2<1Zn, der
Gletchung (1y) werden wir die Gleichung

(12 }’ =0 > =2
1

(1) - yo +kZ (;) p(x)y'® =0, 2<1gn,
=3

verstehen.
 Betrachten wir nun die Gleichung

() ™+ i (:) &) v" P =0, q&)eCi(l), k=3,...,n
. k=3

und mdge die Gleichung (27) ihre begleitende Gleichung von Ordnung 1, [ = 2, ..., n,
sein. Die Bedeutung der begleitenden Gleichungen geht aus dieser Folgerung des
Satzes 3 hervor.

Folgerung des Satzes 3. (2)) I, ~ (17) I, {&(x), ¢/J(E(*)|""Y)} gerade dann,
wenn fir jedes 1=2,...,n (27) I ~ (19) I {&x), ¢/ V(€)' N} ¢ ¢ sind
beliebige Konstanten.

Wird die Definition4, [1], angewendet, so kann diese Folgerung auch auf folgende
Weise formuliert werden: (2;) I, ~ (1,) I, gerade dann, wenn die Menge sédmtlicher
begleitenden Gleichungen der Gleichung (2;:) in I,, der Menge sémtlicher begleitenden
Gleichungen der Gleichung (1;) in I,, fast gleich 4quivalent ist.

In bezug auf die Bedeutung der Gleichung (12) ist die folgende Definition von
Nutzen.

Definition 4. Es sei n = 2. Unter der begleitenden Gleichung von 2-ter Ordnung
der Gleichung (1") werden wir die Gleichung

3
1’ "+ x)y=0
(2) y n 1P2()}’

verstehen.

Ist (2}) die begleitende Gleichung von 2-ter Ordnung der Gleichung (2°), dann
folgt aus dem Satz 2 die Implikation

(@) Lag ~ (V) Liefe(), eV (€1} = (22) Lo ~ (13S0, 2 VIEG)
¢, ¢3 # 0 sind beliebige Konstanten.
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Die weitere Bedeutung der Glelchung (15) besteht darin, dass der Quotient
u(x)[v(x) zweier linear unabhéngiger Losungen der Gleichung (13) in jedem Intervall I,
Wwo v(x) # 0, eine Losung der Gleichung

3
(28) | {&x} = p—— pa(x)

darstellt und man erhilt auf diese Weise simtliche Losungen der Gleichung (28).
Also, ist pa(x) e C,_5(I,) und I, ein Intervall, in dem eine Losung v(x) + O der
Gleichung (15) existiert, so gibt es gemiiss der Folgerung 1 des Satzes 2 die Gleichung
(2;) mit den Koeffizienten qi(&) € Co(I2e), k = 3, ..., n, I; ist ein Intervall, derart,
dass (1') Iz ~ (2,) Iz Im allgemeinen ist die Gleichung (2;) mit dieser Eingenschaft
nicht eindeutig bestimmt. Jedoch aus den Beziehungen (19) und (21) ist es zu sehen,
dass die Eindeutigkeit (mit Ausnahme vom Deﬁnitionsintervall) fiir die Gleichung
(27) der Form

(29) o™ =0

zutrifft. Das Intervall I,, ist eindeutig bestimmt, wenn I, = (— o0, o), d. h. wenn
jede Losung u(x) der Gleichung (13) linear unabhéngig mit v(x), in I,, mindestens
eine Nullstelle besitzt.

Definition 5. Es sei n > 3. Die Gleichung (1'), fiir welche es eine Losung v(x) % 0
der begleitenden Gleichung (13) derart gibt, dass in jedem Intervall I,,, in welchem
o(x) * 0, gilt (1) I, ~ (29) L4 I, ist ein Intervall, wird der Gleichung (29) lokal
dquivalent genannt werden.

Aus der hervorgehenden Betrachtung folgt, dass an der Wahl von v(x) nicht
gelegen ist und daraus, dass die Koeffizienten der der Gleichung (29) lokal dqui-
valenten Gleichung die Beziehung p,(x) € C,_(I,) erfiillen.

Satz 4. Es seien n 2 3, f(x) e C,_5(I;) gegeben. Dann gibt es genau eine der
Gleichung (29) lokal dquivalente Gleichung (1'), deren Koeffizient p,(x) = f(x),
x eI, ist. Diese Gleichung wird I(y, f(x)) = O bezeichnet.

Beweis. Mogen u(x), v(x) ein Fundamentalsystem von Losungen der Gleichung
»" + [3/(n + 1)] f(x) y = O bilden, und es sei {I{)},_, , . das System simtlicher
Intervalle, auf welchen o(x) % 0 ist. Bezeichnen wir &(x) = u(x)[v(x), x €I{),

E(ISY) = I3} Die inverse Funktion x,(£) zu &(x) ist in I/) eine Lésung der Gleichung

(30) o8+ — 1f(x) X&) =0 ([3],S.330)

und es ist x{&) € C,44(I$}). Durch die Gleichung (29) und die Funktion x{¢) ist

gerade eine Gleichung (1') in I{?) gegeben, fiir welche p,(x) = f(x) und (1) I{2 ~

~ (29) I$). Diese Gleichung (1') kann aus {J I{) auf das ganze Intervall I, fortgesetzt
i

431



werden. Diese Tatsache folgt daraus, dass jede Losung der Gleichung (30), deren
Werte in I{) liegen, von der Form x,[h(¢)] ist, wo h eine homographische Trans-
formation ist. Gleichzeitig ist damit die Eindeutigkeit der der Gleichung (29) lokal
dquivalenten Gleichung mit gegebenen Koeffizienten p,(x) bewiesen.

Eine weitere Eigenschaft der Gleichung L(y, f(x)) = 0 folgt aus dem

Hilfssatz 3. Fiir k = 2,3, ..., n seien p(x)€ C,_(I,), qi(¢) € C,,_,;(Iz) und es sei
(2)I;; ~ (1) I4,. Dann gilt: (2') ist selbstadjungiert in I,; <> (1') ist selbstadjun-
giert in I,,.

Beweis. Wenn (2') I ~ (1) I, {&(x), #(x)}, st #(x) = c/\/(|&(x)|""Y), ¢+ O
ist eine Konstante. Mége (2') [(T')] zu (2') [(1')] adjungiert sein. Nach dem Satz 7,
[1], ist (2') Iog ~ (T') I{E(x)s eo[(IE(X)" 1)}, €1 # O ist eine Konstante. Daraus.
erhalten wir die Behauptung des Hilfssatzes.

" Aus dem Hilfssatz 3 folgt unmittelbar der

Satz 5. Die Gleichung L(y,f(x)) = 0 ist fiir jede f(x)e C,_5(I,) in I, selbst-
adjungiert.

Bemerkung 7. Aus der Form der selbstadjungierten Polynome, [6]. S. 96, geht
hervor, dass es unendlich viele selbstadjungierte Gleichungen (1') der Ordnung
n > 3 mit dem Koeffizienten p,(x) = f(x) gibt.

Mbégen f(x) € C,—5(I;), g(&) € C,_5(I) zwei Funktionen sein. Dann
3

(31) y+n+1f(x)y=0,
bzw.

v 3 _
(32) v +mg(f)v—0

ist die begleitende Gleichung 2-ter Ordnung der Gleichung L(y, f(x)) = 0, bzw. der
Gleichung I,(v, g(¢)) = 0. Von der Bezichung zwischen Aquivalenz dieser Gleichun-
gen spricht der

Sati 6.
L(v, 9(8)) = 0, I, ~ L(y, f(x)) = 0, I, {&(x), ¢[/(|Ex)]"" 1)} <
< (32) Ig ~ (31) I {&(x); e[V|€(x)|}, ¢ ¢ * 0 sind Konstanten.

Beweis. Es sei (32) I, ~ (31) I1.{&(x), ¢, /|¢'(x)|}. Durch die Funktion &(x) €
€ Cp44(I;,) und die Gleichung I,(y, f(x)) = 0 ist dann eindeutig die Gleichung (2')
in I; mit der Eigenschaft (2') To¢ ~ I(y, f(x)) = 0, I,.{¢(x), ¢/V/(|€'(x)]"™")} be-
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stimmt. Es ist klar, dass ihr Koeffizient 42(£) = 9(&), & & I ¢ ist. Bei Beriicksichtigung
des Satzes 2, [1], ist (2) der Gleichung (29) lokal &quivalent und nach dem Satz 4
ist sie die Gleichung I,(v, g(¢)) = 0 in Iy~

Der zweite Teil des Satzes wurde schon unmittelbar nach der Definition 4 ange-
fiihrt.
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Vytah

O TRANSFORMACII LINEARNYCH DIFERENCIALNYCH ROVNIC
n-TEHO RADU, II

VALTER SEDA, Bratislava

V préci [1] bol zavedeny pojem ekvivalencie dvoch linedrnych diferencidlnych
rovnic (dalej rovnic) toho istého rddu n (definicia 1). V tejto prdci sa vySetruji
podmienky, za ktorych su dve rovnice ekvivalentné. Dokazuje sa, Ze dve homogénne
rovnice 1-vého rddu si vZdy uplne ekvivalentné (veta 1), tj. su ekvivalentné v celych
svojich defininych intervaloch (definicia 2). Dalej je tu dokdzand nutnd a postacu-
jica podmienka, aby dve rovnice (1'), (2') rddu n = 2 boli navzdjom ekvivalentné.
- T4 spotiva v tom, aby prvd zloZka ¢(x) nositela ekvivalencie {&(x), #(x)} bola spolo¢-
nym riefenim systému nelinedrnych diferentidlnych rovnic (11) a #(x) bolo uréené
vztahom (8). Stasne st uvedené zdkladné vlastnosti rieSeni rovnice (11) (veta 2).

Pomocou Schlomilchovych vysledkov je odvodeny tvar relativnych invariantov
rovnice (1) vzhladom na grupu transformdcii (16) (veta 3). Z neho vyplyva, Ze
rovnica (17), tzv. sprievodnd rovnica rddu 1, 2 < 1 < n, rovnice (1,) (definicia 3)
md vyznam pri transformdcii rovnice (1;), ktory je uvedeny v ddsledku vety 3.

Konetne je definovand rovnica lokdIne ekvivalentnd s rovnicou (29) ako rovnica
(1), pre ktori jestvuje riesenie v(x) # 0 rovnice (13) tak, Ze v kaZdom intervale I, ,
v ktorom v(x) = 0, plati (1') I,, ~ (29) I, (definicia 5). T4to rovnica je jednoznagne
uréend svojim koeficientom p,(x) = f(x) € C,_5(I,) (veta 4), je samoadjungovand
(veta 5) a jej transformdcia bezprostredne sivisi s transformdciou jej sprievodnej
rovnice 2-hého rddu (veta 6).

Pesome

O INMPEOBPA3OBAHUM JIMHEMHBIX ON®OEPEHIIUAJIBHBIX
VPABHEHUM n-OT'O ITIOPSOKA II

BAJIBTEP WIEJA (Valter Seda), Bpatrciasa

B pa6ote [1] 6bul0 BBENEHO MOHATHE SKBHBAJICHTHOCTH ABYX JIMHEHHBIX mudde-
PCHIMANIbHBIX YpaBHEHHH (B JaJbLIEM TOJBKO ,,YPaBHEHHIA‘) TOroxe MOpSIOKa 7
(onpezenenne 1). B aroi pabote uccienyroTest yCIOBHS, IPA KOTOPHIX 1Ba YPaBHEHHS
SKBHBaJIeHTHBI. J{OKa3aHo, YTO 06a 00HOPOOHBIX YypasHenus 1-02o nopsadka écezda
coséepwenno 3xeusasenmuvi (TeopeMa 1), T. e. OHH KBHBAJICHTHHI BO BCEX CBOHX
HHTEpBaJlaX onpenesicrns (onpeneirenne 2). Maee foxasaHo xHeobxodumoe u docma-
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mounoe ycaosue, umobul 0sa ypasenus (1), (2) nopadka n = 2 Gviau e3aumHo
IKeueaseHmubl. ITO COCTOMT B TOM, 4TOOHI mepBas KoMmoHeHTa &(X) HocHTENs
skBHBaJieHTHOCTH {&(X), t(x)} GBUIa COBMECTHBIM PEILEHHEM CHCTEMBI HEJIMHEHHBIX
nuddepennmanbHex ypaBHenuit (11) u t#(x) Gulito onpeaeneHo cooTHomeHueM (8).
OpHoBpeMeHHO ObLIM NPHBEACHHI OCHOBHBIE CBOMCTBa pelueHuit ypasHenus (11)
(Teopema 2).

C nmomompro pe3ynbTaToB lllteMuixa Gpliia BOCCTaHOBJIEHA fopma omHocumenb-
HbIX uHsapuanmos ypasHenua (1)) omuocumeavho zpynnvl npeobpasoganuii (16)
(Teopema 3). M3 aToro cnemyer, uro ypaBHeHue (17), Tak Ha3IBAEMOE CONPOB0H#COAIO-
wee ypasHenue nopaoka I, 2 < 1 < n, ypaBuenus (1,) (onpeznenenne 3) uMeeT BakHOe
3HaueHAE Ipu Ipeobpa3oBannu ypaBHeHHs (1), KOTOpoe MOKa3aHO B CIEACTBHH
TeopeMbl 3.

HaxkoHell onpeie/IeHO ypasHeHue A0KaAbHO dKeusdieHmHoe ¢ ypasienuem (29). dto
ypasrenue (1), mirs koToporo cymecTtyeT peweHue v(x) £ 0 ypasHenus (13) Tak,
YTO BO BCSAKOM HMHTepBaJi€ I,,, B KoTopoM v(x) =+ 0, BbimosiHeHo yciosue: (1°) I;, ~
~ (29) I,, (onpenenenue 5). DTO ypaBHEHHE OTHO3HAYHO ONPE/IEIEHO CBOMM k03¢ hu-
LHEHTOM p,(x) = f(x) € C,_,(I,) (Teopema 4), camoconpsixeHHO (TeopeMa 5) U ero
mpeoGpa3oBaHHE HENOCPEICTBEHHO HAXONUTCS B CBS3H C NIpeoOpa3oBaHHEM ero
COMPOBOX/IAONIETO ypaBHeHHs 2-0ro mopsanka (treopeMa 6).
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