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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 93 (1968), Praha

SOLUTIONS PERIODIQUES
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES OPERATIONNELLES:
LA METHODE DES DEVELOPPEMENTS DE FOURIER

MIROSLAV Sova, Praha

(Regu le 22 juin 1967, remanié le 10 mars 1968)

Dans cet article, on cherche a trouver les conditions assez générales sous lesquelles
les solutions périodiques de I’équation abstraite dans les espaces de Banach de type

(1) Cu"(t) + Bu"(t) + Au(r) = g(t, u(t)

existent. Cela équivaut a résoudre I'équation (1) sur la circonférence ou sur le tore
undimensionnel. Le probléme se décompose en deux parties.

D’abord, il faut résoudre le probléme linéaire:
? Cu"(t) + Bu'(t) + Au(r) = h(r) .

Dés que I'on connait lintégrale compléte de (2) dans un espace convenable des
fonctions, on peut 'utiliser 4 résoudre (1) a I’aide d’un théoréme sur le point fixe.

L’outil principal pour résoudre le probléme (2), ce sont les developpements des
fonctions périodiques vectorielles en séries de Fourier. Mais cet outil, tout en étant
formellement trés simple, n’est pas sans défauts en ce qui concerne la convergence.
Pour surmonter les difficultés, il faudra introduire dans la premiére section plusieurs
espaces de fonctions véctorielles dont I'espace des fonctions a semivariation bornée
est considéré ici, semble-t-il, pour la premiére fois. Dans la deuxiéme section, on
introduit la notion de solution généralisée de ’équation (2) et examine sa structure.
La troisiéme section est principale pour le probléme linéaire (2) On y présente quatre
modeles pour résoudre ce probléme et un théoréme d’unicité.

La deuxiéme partie de ce travail est constitué par les sections 4 et 5 ol ’on revient
au probléme (1). Deux méthodes sont utilisées — une de petit parameétre fondée sur
le théoréme de Banach et Iautre topologique fondée sur le théoréme de Schauder.
Les deux sections sont en effet indépendantes de la section 3 qui montre seulement
certaines conditions spectrales sous lesquelles les hypothéses des théorémes des sec-
tions 4 et 5 sont satisfaites.
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Le présent article ne contient pas des exemples ou des applications, qui seront
donnés dans un article suivant.

Signalons seulement que dans ces applications les opérateurs B, C sont le plus
souvent des multiples de I'identité et A est un opérateur elliptique dans un certain
espace de fonctions convenablement choisi.

1. PRELIMINAIRES

1,1. Notations. (1) C et R seront les corps des nombres complexes ou réels resp.,
R* ’ensemble des nombres positifs, (2) N P’ensemble des nombres entiers et N* des
nombres entiers positifs, (3) E,E E,,...les espaces de Banach complexes (sauf avis
contraire) (4) H, Hy, H,, ... les espaces de Hilbert complexes, (5) £*(E,, E,)
I’ensemble de tous les opérateurs additifs et homogénes définis sur un sous-ensemble
linéaire non-vide de E, avec valuers dans E, (2*(E) = 2*(E, E)), (6) &(E,, E,)
I’espace de Banach usuel des opérateurs partout définis et continus de L*(E,, E,)
((%(E) = 2(E, E)), (7) E* = &(E, C), (8) A lintervalle fermé <0, 2n), (9) M, > M,
I’ensemble de toutes les transformations de ’ensemble M,; dans I’ensemble M,.

On dira qu’un sous-ensemble X < E* est déterminant si |[x| = sup |x*x| pour

. x*eX
tout x € E. On connait bien que la boule unité {x* : x* € E*, ||x*|| < 1} est toujours
déterminante.

Pour les autres notions et notations élémentaires, voir [2], chap. 1.

Une fonction f € A — E s’appelle périodique si f(0) = f(2n). Notons que f désigne
toujours une fonction en tant qu’un tout, f(f) la valeur de la fonction f au point
te A.

1,2. C(A, E) désignera l'espace de Banach des fonctions continues périodiques
fe A — E, muni de la norme usuelle

171 = 15l = sup 5O

1,3. On dit que la fonction fe A — E est 3 semivariation bornée s’il existe une
constante c telle que

) |5 00) = 16,-)] < ¢

pour tout systéme de points {t;}5 de Atelque tp =0 <t, < ...<t,  <t,=2n
et pour tout systéme de constantes {«;}§ de C tel que |o;| < 1 pourj=1,2,..,p.
La plus petite de ces constantes ¢ s’appelle la semivariation de f (dans lintervalle A)
et on la désignera par o(f).

Si 'on remplace (1) par

® T - -l < e,
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on en obtient la définition de la fonction f a variation bornée dont la variation sera
désignée par var (f).

1,4. Proposition. Toute fonction fe A — E a variation bornée est aussi a semi-
variation borrée et

) o(f) < var (f).

1,5. Proposition. Une fonction fe A — C est a semivariation bornée si et seule-
ment s’il est d@ variation bornée. En outre,

(1) : o(f) = var(f).

Preuve. La partie ,,si* résulte de 1,4 et il reste 3 démontrer la partie ,,seulement
si“s

Soit {t;}5 une décomposition de A. Sans restreindre la généralité, on peut supposer
f(t) — f(t;-4) £ 0,j =1,2,..., p. Dans ce cas, choisissons

o = |£(t;) = f(t;-1)| )
’ f(t;) = f(t;-y)

Alors évidemment |o;| = 1 et
L1 = 10,-01 = | E500) = =) = 00).

Comme la décomposition {t;}§ était arbitraire, on en déduit var (f) < o(f), ce
qui achéve la preuve.

1,6. Lemme. Si fe A —» C et s’il existe une fonction g e A —» C intégrable telle
que f(t) — f(s) = [% g(r) dv pour tout t, s€ A, s < t, alors la fonction f est continue
a semivariation bornée et

(1 o(f) = [ lo(@)| dr.

1,7. Proposition. Une fonction fe A — E est a semivariation bornée si et seule-
ment §’il existe un sous-ensemble déterminant X = E* et une constante c tels que
les fonctions x*f sont a variation bornée pour tout x* € X et v(x*f) < c. En outre

(1) o(f) = sup o(x*f).

1,8. V(4, E) sera I’espace de Banach de toutes les fonctions f € C(4, E), qui sont
4 szmivariation bornée, muni de la norme

“f” = ”f“v = max (”fl fo ”(f)) .
1,9. Proposition. L'ensemble {f : f€ V(A, E), ||f|ly < 1} est fermé dans C(A, E).
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1,10. Proposition. Si {a,}.v est une suite de E, alors pour tout l;,1, €N, I, < 1,,
1

2
la fonction Y. e*a, appartient a V(A, E) et
k=13

0 |3 ey < 20 3 (K + 11 [l 1.

Preuve. Ecrivons f;,,(f) = Z e*a, pour te A. 1l suit de 1,6 que f;,;, € V(4, E)

k=1

et il reste 2 démontrer (1).

Rappelons d’abord que Y 1/k* = n%[6. En vertu de l'inégalité de Schwartz, on
k=1
obtient

e e s 3 ] =

_1|k| LK+ 1) e <
= 5 —1—— 2 g 1127172
=[k§ <|k|+1)z] LS (K + 1) a1 <

vl 3 (k] + 17 a7

Ceci étant, on va évaluer o(f},;,). Suivant 1,7 (1)
(3) D(fhlz) §||s:1||ps ln(x*fh’z) .

Mais d’apres 1,6 et I’inégalité de Schwartz, on a pour tout x* € E*
. 1/2
@ o) s [ ria@lee s ea)| [ e o]
A A

En vertu de 'orthogonalité des fonctions e'**, k € N, on obtient

173 173
§)) J' |x* fi,(7))? dt = J. | 3 ikex*aqy|>de = | | Y ke'*x*q|* dr =
A k=l

A k=l
173 12
( Z kk'e*e” % x*q,x*ay) dt = 21 ), k*(x*a,)? < 21 Y k*|ai)? .
A k,k’=1y k=1 k=13
Les inégalités (3)—(5) impliquent

12 )
(6) n(flxh) S 27!(,‘; kzuakllz)”z .

La preuve est ainsi compléte.
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1,11. Proposition. Pour tout fe V(A, E)etke N, on a
(1) f e f(2) dil| <
A |kl

Preuve. L’iﬁtégration par parties et 1,7 donnent pour tout x* e E, ﬂx*ﬂ S1let
k £ 0: .

x*f e ¥ f(r)dr| =
A

J e (o) dt{ -

= | - [_1. e"ihx* f(t)]zn'f‘ iJ‘ -lkt dx* f('[')
ik . k),
d'ou (1).

Pour k = 0,0n a

o) S 7 o),

"I - Ikl

< 2nf]c <

J ) de

ce qui achéve la preuve.

1,12. L(4,E), 1 £ p < oo sera I'espace de Banach des fonctions fe A — E,
mesurables avec [, | f(7)|? dz < oo, muni de la norme |f|| = |f|., = [[4 |/G)|".
.dr]te,

On voit que L,(A4, H), ol H est un espace de Hilbert, est aussi un espace de Hilbert.

Au lieu de Ly(4, E), on écrit souvent L(4, E).

En ce qui concerne l'intégration des fonctions vectorielles, nous nous appuyons
sur les résultats exposés dans [2] ch. IIL, § 1, no 3,2—3,8.

1,13. Proposition. C(A, E) est dense dans L (A, E), p = 1.

1,14. On dira qu’une fonction fe A — E est dérivable s’il existe une fonction
g € (A, E)telle que f(£) — f(s) = [%g(r) dr pourtouts,te 4,s < tet [, g(r) dr = 0.
Cette fonction g sera désignée par f’.

1,15. Proposition. Si fe A — E est dérivable, alors f e V(A, E), f est & variation
bornée et v(f) < var (f) £ [, | f'(z)] d=.

1,16. Posons pour fe L(4,E), reN* et 0 <t < 21 — I :
r
t+(1/r)

() (1) = n J (7 de

et 27t--'1:<t§2n:
() () = rU 1(5) de +j'+“/'mf(r) dr].
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1,17. Lemme. Pour tout f € L(A, E) et r e N*, la fonction I'(f) est dérivable et

(1) 1Tl = 1£]e -
Pour tout f e L(A, E)
(2 r(f)-f (r- o) dans L(A,E).

Preuve. Il est commode de prolonger les fonctions de L(4, E) pénodxquement sur
tout ’axe réel R. Puis on peut écrire

t+(1/r)

3) L)@ =r J f(@)de = r J :"f(z +7)de.

Ceci étant, I'inégalité (1) résulte directement de (3). Pour vérifier la dérivabilité,
posons g,(t) = r[f(t + 1/r) — f(¥)]. Alors,

oo = J ()= = [[ eJo~ [roe] o
o= [ [s( 4 2)=s@os = o[ s 00 =+ [ 0 -

t+(1/r) s+(1/r)
[ e [ - L0 - 1O O 5552,

t

ce qui acheve la vérification de la dérivabilité.

Quant au dernier énoncé, on se sert du théoréme de Banach-Steinhaus ([2],
2,11, 4) en utilisant 1,13, car il est immédiat, en vertu de (3), que I'(f) — f pour
tout f e C(4, E).

1,18. Proposition. Pour tout f € L(A, E), il existe une suite {f,},y+ des fonctions
deux fois dérivables de L(A, E) telle que ||f,|. < ||f|l. reN" et f, > f (r - o)
dans L(4, E).

Preuve. Il suffit d’utiliser deux fois le lemme 1,17.

1,19. Lemme. Pour tout fe V(A, E) et re N*, la fonction I',(f) est dérivable et

(1) Ity < 11y -
Pour tout f e V(4, E),
()] r(f)-f (r— o) dans C(4,E).

Preuve. On procéde comme dans 1,17. La dérivabilité de I',(f ) résulte directement
de 1,17. L’inégalité (1) résulte de 1,17 (3) et (2) est immédiat en vertu de 1,17 (3).
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1,20. Proposition. Pour tout f e V(A, E), il existe une suite { f,},em de fonctions
deux fois dérivables de V(A, E) telle que ||f,|y < |f|v» reN* et f, - f (r —» )
dans C(4, E).

Preuve. Il faut utiliser deux fois le lemme 1,19.

1,21. Proposition. Soit fe L(A, E). Si [4e ™ f(r)dt =0 pour tout keN,
alors f est nulle presque partout. Si [, e”™* f(r)dr = 0 pour keN, k + 0, alors f
est presque partout constante.

Preuve. D’aprés le théoréme de Weierstrass, les polyndmes trigonométriques

Y e~ constituent un sous-ensemble dense dans C(4, C). On en déduit sans
k=-n
peine que [, ¢(7) f(r)dr = 0 pour tout ¢ e C(4, C). Ceci entraine de plus que
{4 ¢(z) f(r) dt = 0 pour toute fonction ¢ € A — C mesurable et bornée. De 1a on
déduit aisément que I'intégrale indéfinie de f est identiquement nulle. I1 résulte de [2]
th. 3.8.5, corr. 2 que f est presque partout nulle ce qui est la premiére assertion. La
seconde en suit immédiatement.

1,22. Lemme. Soit m = 0,1,2,... Si fe L(A, E) est m-fois dérivable, alors

(1) (ik)™ Le-““ f(x)dr = J e~k fm(7) dr .

A

Preuve. Il suffit d’intégrer m-fois par parties.
1,23. Proposition. Si f € L(A, E) est deux fois dérivable, alors
(1)

dans C(4, E).

f e f(d) dt — f(t) (n— o0)

21'[ k—‘ -n

Preuve. Compte tenu de 1,22_(1), onapourkeN:

L e £(2) du ).,

\ - (lkl + 1)2

ce qui nous garantit la convergence du premier membre de (1) dans C(4, E) vers une
fonction g.
Pour tout ! € N, on obtient grice A I'orthogonalité des fonctions e'*’, k € N:

L e g(r)dr = — Z L ~ il ke dTL e~ £(0) do = L e 1 (o) e

21 keN
d’ou, d’apres 1,21, g’ = f.
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1,24. Proposition. Si {ak}ken est une suite de H, alors pour tout l,, 1, eN, I, < I,,

2
la fonction Y, e™a, appartient & L,(A, H) et
k=1

I Iz
| 2 e™anz, = 22 Y a? -
k=11 k=14
Preuve. C’est une conséquence de I’orthogonalité des fonctions e'*’, k € N.

1,25. Proposition. Si f € L,(A, H), alors

M

1,26. Proposition. Si f € L,(4, H), alors

I e ¥ f(7) dr

2711/2
] < 22|/,

Loy o[ ot f() de > £(1) (n = o)
2m k=—n 4
dans Ly(A, H).
Les preuves des propositions 1,25 et 1,26 sont analogues a celles classiques si
’on substitue le produit scalaire & la multiplication des nombres.

Remarque. On peut aussi considérer I'intervalle A = {0, 2r) comme la circon-
férence en identifiant les points 0 et 2n. Les fonctions périodiques continues sur A
sont simplement les fonctions continues sur la circonférence. Cela explique la condi-
tion de la périodicité dans beaucoup de définitions précédentes. Tous les espaces que
nous avons introduits ci-dessus peuvent étre considérés d’une fagon naturelle comme
le espaces des fonctions sur la circonférence.

1,27. L’ensemble de toutes les fonctions ¢ € A — C qui sont indéfiniment dérivables
sur A et dont toutes les dérivées sont périodiques sera désigné par K*(A).

1,28. Le trio d’opérateurs A4, B, C € 2*(E) s’appelle trifermé si x, € D(A4), y, € D(B),
z,e®(C), reN*, x,>x, y,>y, z,>z et Ax, + By, + Cz, > q (r - )
entraine x € D(4), y € D(B), ze D(C) et Ax + By + Cz = q.

1,29. Proposition. Si I'un d’opérateurs A, B, Ce 8*(E) est fermé et les deux

autres sont de Q(E), alors le trio A, B, C est trifermé.

2. SOLUTIONS PERIODIQUES ET LEUR STRUCTURE
2,1. Soit 4, B, Ce 2*(E), u, he A —» E. On dit que la fonction u est une solution
du probléme périodique pour 4, B, C, excitée par h, si (I) u, h € L(4, E), (IT) [, ¢(7) .
.u(t)dre D(A), [4¢'(r) u(r)dre D(B) et [, ¢"(t) u(zr) dre D(C) pour tout @€
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e K(d), () C(f, ¢(0) u(e) dv) — B(fs #'(9) u(e) dv) + A(fs o(c) u(z) d) =

- j M q,(-;) (-c) dt pour tout ¢ € Kw( )

2,2. Lemme. Pour tout fe (A4, E), n = 1,2, ..., 9 € K*(A), il existe une fonction
V. € K®(A) telle que

j ERCLGICEE j WO 16) de

pour tout i = 0,1,2,...

Preuve. Supposons les fonctions f et ¢ prolongées périodiquement sur I’axe R.
On peut écrire (cfr. 1,17 (3))

s eoorn@ar= [ (] 000 st + o) ac)es -

- ﬁ' <L¢<f>(r) 1z + ) dr) do = f :'" ( .f 0 = )19 d‘t) do =
- j A ( j :)/n(p“)(t ~ o) da) £(2) de = I A (gd; j:'"fp(f o) da) 1) dr.

11 suffit de prendre ¥,(7) = [3"" ¢(r — o) do.

2,3. Théoréme d’approximation. Soit A4, B,CeQ*(E) et u,he A>E. Si ue
e L(4, E) est une solution du probléme periodique pour A, B, C, excitée par he
€ L(A, E), il existe deux suites {u,}son+, {hy}nen+ de L(A, E) telles que u, — u,
h, = h (n » ) dans LA, E), u,, h, sont des fonctions dérivables et u, est une
solution du probléme périodique pour A, B, C, excitée par h,, pour toutn = 1,2, ...

Preuve. Posons u, = I'(u), h, = I'(h), neN*.

Notre théoréme résulte immédiatement de 1,17 et 2,2.

2,4. Ecrivons o(f) = [[|<1exp —1/(1 — 1¥)de] ' exp —1/(1 — #*) pour |t| £ 1
et q(t) = 0 pour ltl = 1. On vérifie aisément que ¢ est une fonction indéfiniment
dérivable avec support |t] < 1. En outre, ¢ est non-négative et =, o(t) dt = 1.

2,5. Lemme. Si f € L(A, E), on a pour presque tout t € A
6] nf o(n(t — 7)) f(x)dr - f(f) (n—> ).
4

Preuve. Pour fe L(A,E) et n =1,2,..., 01.1 pose Q,(f)(?) = n f4o(n(t — 7).
.f(x)dr (te A).
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On voit aisément, en vertu de 2.4, que

) 12Nz = 1/]e-

Supposons maintenant que f € C(4, E). Soit f prolongée périodiquement sur tout
P’axe R. Alors, on peut écrire Q,(f) (f) = n [, o(n7) f(t — 1) d, d’out on obtient (1)
en utilisant la continuité uniforme de f (prolongée sur R).

Comme C(4, E) est dense dans L(4, E) (voir 1,13), on obtient en vertu de (2) et du
théoréme de Banach-Steinhaus que Q,(f) — f (n = o) dans L(4, E) pour tout
fel(4, E).

Mais ceci entraine que Q,(f) — f presque partout sur A, ce qui était A vérifier.

2,6. Premier théoréme de localisation. Soit A, Be 2*(E), u,he A— E. Si le
trio d’opérateurs A, B,0 est trifermé, u est une fonction dérivable de L(A,E),
he L(A, E) et u est une solution périodique pour A, B, 0, excitée par h, alors, pour
presque tout t € A, u(t) € D(4), u'(t) € D(B) et Bu'(t) + A u(t) = h(1).

Preuve. Suivant 2,5, il existe un sous-ensemble négligeable S = A tel que

(1 [ ettt - ) MO @ 1) (1 ),
@) " "Ag(n(t — ) u(e) de > ut) (1 - o),
) n "Ag'(n(z — ) () dr - w(i) (n— )

pour tout te AN\ S.

Soit te ANS, 0 < t < 2n et posons ¢,(s) = ng(n(t — s)) pour neN, se A. On
voit que, pour n suffisamment grand, la restriction ¢, [ AeK®(A) et, par suite,
Ja @4(7) u(z) dr € D(A), [4 ¢u(r) u(r) dr e D(B) et —B [, pi(7) u(r) dr + A4 [, @,(7).
.u(t)dt = [, @,(t) h(r) dr. Comme le trio d’opérateurs A, B, 0 est trifermé, on
obtient le résultat voulu en augmentant n indéfiniment et en utilisant (1)—(3).

2,7. Second théoréme de localisation. Soit 4, B, Ce 8*(E), u,he A— E. Si le
trio d’opérateurs A, B, C est trifermé, u est une focntion deux fois dérivable de
L(A, E), he L(A, E) et u est une solution du probléme périodique pour A, B, C,
excitée par h, alors, pour presque tout t € A, on a u(t) € D(A), u'(t) e D(B), u"(f) e
e D(C), Cu'(t) + Bu'(t) + Au(t) = h(2).

La preuve est tout a fait analogue a celle de 2,6.

2,8. Théoréme de lissage. Soit A,B,Ce L*(E), u,v,heA—> E. Si (a) les
opérateurs —k*C + ikB + A sont biunivoques pour ke N, (b) la fonction he
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€ L(A, E) est dérivable, (c) les fonctions u, v € L(A, E) sont des solutions du probléme
périodique pour A, B, C, excitées par h et h' resp., alors u est dérivable et u' = v.

Preuve. Ecrivons a;, = [,e”* u(t)dr, b, = [,e"* v(r)dret ¢, = [, e™™* h(7) dr,
keN. -

Comme les fonctions e~ '** appartiennent & K*(A), on obtient aisément

(—k*C + ikB + A) b, = ike,,

car [, e”™* K'(t) dr = ike,, ke N.

11 suit de ’hypothése (a) et de (1) que
(2) ikak = bk .

Posons i(t) = [§ v(z) dz.

Ensuite, d’aprés (2),

(3 - #0) =0, 2n)= Jznv(r) dt = b, = 0.

0

Maintenant, d’apres (3), [, e™™* 5(z) dv = [, e™™ [§v(0) do dv = (1/ik) [, e .
.v(t) dr = byfik = a, pour tout ke N, k + 0, d’ou résulte, en vertu de 1,21, que
u — ¥ est constante, ce qui équivaut a u’ = v.

3. EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS PERIODIQUES
DES EQUATIONS LINEAIRES

3,1. Soit {Ti}iey une suite d’opérateurs de 2(E). On y associe une suite {P,},en+
d’opérateurs de £(L(4, E)) de la fagon suivante: pour fe I(4, E), te A et ne N*,
on pose

PO =5 8 en ([ e e).

4

3,2. Lemme. Pour tout ne N*, on a P, € &(L(A, E), V(4, E)).

3,3. Lemme. Si Z "Tk” < 0, alors (a) la suite {Pn}neN+ est convergente dans
keN

Pespace &(L(4, E), C(A, E)),

® 10l = 3 15017l

pour tout fe L(A,E)etne N*.
La preuve est presque évidente.
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3,4. Lemme. Si ) |T;/|> < oo, alors (a) la suite {P,},.y+ €5t convergente dans
keN

Pespace &(V(4, E)),

® Ry < 20 3 |71 111y
pour fe V(A4,E),neN*.

Preuve. Posons a; = [, e”™* f(7) dt (f e V(4, E), ke N).
Rappelons d’abord que, suivant 1,11,

(1) la] =

Ikl +1 "f”V

Ensuite, d’aprés (1) et 1,10, pour I, I, eN L
| Z e""Tkak”v 2n[ Z (k] + 177 | a1 =

<23 (K + 07 [ a1 < 4L 3 |71 1]y

d’ot immédiatement (a), ().

3,5. Lemme. Si ) |T:|? < oo, alors («) la suite {P,},ey+ est convergente dans
keN

Pespace £(L,(4, H), C(4, H)),

() [PDlle = T Z 1P 1 D
pour tout fe L,(A, H), neN*.
Preuve. Soit {a,},.y comme dans 3,4. Suivant 1,25, ona [ ¥ [a,]*]"/? < 2z f] .,
keN

Ensuite, I'inégalité de Schwartz donne
153 153 73
| % e Tac £ ¥ |Ta] < T [T Ja] <
k=1, k=14 k=1
[ 12 Iz
S L2 IR LYl < 26 3 IR |,
d’ou I'on obtient aisément (), (B).

3,6. Lemme. Si sup ||T,| < oo, alors () la suite {P,(f)},en+ est convergente dans
keN

Ly(A, H) pour tout f e L,(A, H),

0 P = (sup 15D) 111
pour tout fe Ly(A, H), ne N*.
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Preuve. Soit {a,‘},‘e,, comme dans la preuve de 3,4. En utilisant 1,24 et 1,25, on
en déduit pour Iy, [, eN, I, < I,:

I2 173
S Tl = 20 3 a1 s
=l =h

12
= 2n(sup [T|) [ 3 a1 < 2n(sup |T]) /]2
keN k=13 keN

d’oul on obtient (a), (B).

3,7. Lemme. Si les opérateurs Ty, k € N sont compacts et la suite {h,},em est bornée
dans L(A, E), alors la suite {P,(h,)},ey+ est compacte dans V(A, E) pour tout ne N*.

Preuve. Ecrivons a, = [, ¢* h(t)dr et soit ne N* fixe. Comme T, keN,
sont compacts, on peut trouver ;€ N* pour tout je N* tels que 7; > oo (j — o)
et que les suites {Tka,,,j} jen+ sont convergentes pour tout ke N, —n < h < n.

Ainsi la suite {P,(h,;)} v+ est évidemment convergente dans V(4, E) et cela achéve
la preuve.

3,8. Théoréme d’existence pour le probléme périodique de la classe (/,) dans les
espaces de Banach. Soit 4, B, C, © € 2*(E). Si (a) le trio d’opérateurs A, B, C est
trifermé, (b) les opérateurs —k>C + ikB + A sont biunivoques et (—k*C +
+ ikB + A)™' € 2(E) pour ke N, (c) © est un opérateur fermé, (d) O(—k*C +
+ ikB + A)~' € 2(E) pour ke N, (e)

(1) T I(-K2C +ikB + 47! < o0,
) T10(=12C + ikB + )] < e,

alors, pour tout h e L(A, E), il existe une solution u € C(A, E) du probléme pério-
dique pour A, B, C, excitée par h, telle que

© lule < [ % I(=k2C + ikB + 4[] ],
Oue C(A,E) et
@ [Oule < [T, l0(-k2C + ikB + 4[] [

Preuve. 17 Ecrivons a, = [ye™* h(x)dr, keN et h(t) = (1f2n) ¥ e*ap
tEA,nEN+. k= —-n

2° Soit Ty, = (—k2C + ikB + A)™%, ke N et {P,},en+ la suite associé a {Tiken
d’aprés 3,1.

3° La suite {P,,},,GN,, est convergente dans I'espace £(L(4, E), C(4, E)).
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Cela résulte de 3,3 et de (1).
4° Posons P = lim P, (au sens de 4°).

5° Pour tout heL(4,E): P(h)eC(4,E) et ||P(h)]c = [Z [(—=k*C + ikB +
+ A) 7] |4

Cela résulte de (1), 3,3 et 3°.

6° P,(h) est une solution du probléme périodique pour A4, B, C, excitée par h,, pour
tout he L(4,E), neN*.

7° Pour tout he L(A, E), P(h) est une solution du probléme périodique pour
A, B, C, excitée par h.

D’abord, soit h deux fois dérivable. Ensuite, d’aprés 1,23, h, —» h (n — o) dans
C(4, E). Vu 3°, P,(h) - P(h) (n - o) dans C(4, E). Comme le trio d’opérateurs
A, B, C est trifermé, on obtient 7° de 6° en passant a la limite.

Dans le cas général h € L(4, E), soit {g,},.y+ une suite de L(4, E) telle que, d’aprés
1,18, 9, —» h(r —» oo) dans L(4, E) et les fonctions g,, r € N* sont deux fois dérivables.
Par conséquent, P(g,) est une solution du probléme périodique pour A4, B, C, excitée
par g,, r € N*. Mais P(g,) — P(h) dans C(4, E) d’aprés 3° et il suffit de nouveau de
passer a la limite r — co.

8° Soit {Q,},en+ la suite associée & {O T}y d’apres 3,1.

9° La suite {Q,} v+ est convergente dans ’espace 8(L(AE), C(4, E)).

C’est une conséquence immédiate de 3,3 et (2).

10° Posons Q = lim Q, (au sens de 9°).

11° Pour tout he L(4, E): Q(h) e C(4, E) et | Q(h)|c < [2 |@(—k*C + ikB +
+ A1 il

Cela résulte de (2), 3,3 et 10°.

12° P(h) (1) € D(O) et © P(h) (1) = Q(h) (t) pour tout t € 4, h € L(A, E).

On vérifie aisément que l'assertion 12° est vrai pour P,(h) et Q,(h). Comme © est
fermé, il suffit de passer a la limite n — oo.

13° Conclusion. Les assertions de notre théoréme sont contenues dans 7°, 5°, 12°
et 11°, si I'on écrit u = P(h).

3,9. Complément sur la compacité. Soit A, B, C, © € £*(E). Si les hypothéses
(a)—(c) de 3,8 ont lieu et (f) les opérateurs (—k*C + ikB + A)~!, @(—k*C
+ ikB + A)™! sont compacts pour k e N, alors, pour toute suite bornée {h,},cn+,
de L(A, E), il existe une suite {u,},.y+ des solutions du probléme périodique pour
A, B, C, excitées par h,, re N™ resp., telle que u, € C(A, E) pour re N*, la suite
{u,},en+ est compacte dans C(A, E), Ou, € C(A, E) pour re N* et la suite {Ou,},x+
est compacte dans C(4, E).

Preuve. On continuera la preuve de 3,8:
14° Les opérateurs P, Q sont des opérateurs compacts de &(L(4, E), C(4, E)).
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D’aprés 3,7, les opérateurs P,, Q,, ne N* sont des opérateurs compacts de
(L(4, E), C(4, E)) et, d’aprés 3° et 9°, P, > P, Q, > Q (n —> o) dans Iespace
L(L(4, E), C(A, E)), d’ou notre assertion.

15° L’assertion de notre complément est contenue dans 14°, 7° et 12°.

3,10. Théoréme d’existence pour le probléme périodique de la classe (/,) dans les
espaces de Banach. Soit A, B, C, @ € 8*(E). Si les hypothéses (a)—(d) de 3,8 ont
lieu et (e)

1 - TI(=KC + ikB + A7 < w0,
) T O(=kC + kB + A) 1 < e,

alors, pour tout h E‘V(A, E), il existe une solution u € V(A, E) du probléme pério-
dique pour A, B, C, excitée par h, telle que

&) [ully = 22[ 3, |(=K*C + ikB + 4)7H[*] [] .
Oue V(A E) et
@ Joul, 5 223, [6(-KC + kB + 4[] [h],

Preuve. 1°, 2° comme dans 3,8.

3° La suite {P,},en+ est convergente dans I'espace £(V(4, E)).
Cela résulte de 3,4 et (1).

4° Comme dans 3,8.

5° Pour tout h € V(A, E): P(h) e V(A, E) et

IPhl < [S1(-KC + ik + )71 [,

Cela résulte de (1), 3,4 et 4°.

5°° Pour toute suite bornée {h,},.y telle que ||h,], > 0€r — ), on a |[P(h,)], —
-0 (r - o).

Soit & > 0. Il résulte de 3° qu’il existe un ngy € N, tel que [P, (h,) — P(h,)|ly < /2
pour tout r € N*. Il s’ensuit de 3,2 qu’il existe un roe N* tel que ||P,(h,)], < &/2
pour r 2 ro. Donc, |P(h,)||y < &pour r 2 r, ce qui était 2 démontrer.

6° Comme dans 3,8.

7° Pour tout h € ¥(4, E), P(h) est une solution du probléme périodique pour 4, B,
C, excitée par h.

D’abord, soit h € V(A, E) deux fois dérivable. Ensuite, d’aprés 1,23, h, — h(n — o)
dans C(4, E). Vu 3°, P,(h) - P(h) (n — o) dans V(4, E) ce qui entraine aussi dans
C(A, E). Comme le trio 4, B, C est trifermé, il suffit de passer a la limite n — oo sous
I'usage de 6°.
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Dans le cas générale de h € V(4, E), soit {g,},.y+ une suite de V(4, E) telle que,
daprés 1,20, g, = h (r —» o) dans C(4, E), |g,], < |lg|ly et les fonctions g, sont
deux fois dérivables pour tout r € N*. Comme on vient de démontrer, P(g,) est une
solution du probléme périodique pour A4, B, C, excitée par g,, r € N*. Mais, d’aprés
5°°, P(g,) = P(h) (r - o) dans V(4, E) et, par suite, aussi dans C(4, E) et il suffit
donc de nouveau de passer a la limite » — oo comme ci-dessus.

8° Comme dans 3,8.

9° La suite {Q,},ev+ €st convergente dans I'espace 2(V(4, E)).

Conséquence de 3,4 et (2).

10° Comme dans 3,8. »

11° Pour tout heV, Qh)e V(4,E) et |Qh)v =2 |le(-k*C + ikB +
+ A1 Ay <

Cela résulte de (2), 3,4 et 10°.

11°° Pour toute suite bornée {h,},y+ de V(4, E) telle que |h,[|, = 0 (r = ),
on a [ Q(k,)]y — 0 (r » ).

La preuve est analogue a celle de 5°° en vertu de 9°.

12° Comme dans 3,8 avec h € V(4, E).

13° La conclusion est la méme que dans 3,8.

3,11. Complément sur la continuité. Soit A, B, C, @ € 8*(E). Si les hypothéses
de 3,10 ont lieu, alors pour toute suite bornée {h,},.x+ de V(A, E) telle que ||h,|. — 0
(r > ), il existe une suite {u,},.y+ de solutions du probléme périodique pour
A, B, C, excitées par h,, r € N* resp., telle que u, € V(A, E), pour re N*, |lu,, - 0
(r = ®), Ou, € V(A, E) pour re N* et |Ou,|l, - 0 (r - o).

Preuve. Ce complément n’est qu’une paraphrase des points 5°° et 11°° de la
preuve de 3,10.

3,12. Complément sur la compacité. Soit A, B, C, © € 8*(E). Si les hypothéses
(@)—(e) de 3,10 et I’hypothése (f) de 3,9 ont lieu, alors, pour toute suite bornée
{h,}ren+ de V(A, E), il existe une suite {u,},.y+ de solutions du probléme périodique
pour A, B, C, excitées par h,, re N* resp., telle que u, e V(A, E) pour reN*,
la suite {u,},.y+ est compacte dans V(A, E), Ou, e V(A, E) pour re N* et la suite
{Ou,},en+ est compacte dans V(A, E).

Preuve. On continuera la preuve de 3,10.

14° Les opérateurs P, Q sont des opérateurs compacts de 8(V(4, E)).

D’aprés 3,7, les opérateurs P,, Q, sont compacts dans £(V(4, E)) pour tout ne N*,
car tout ensemble borné dans V(A, E) est aussi borné dans L(4, E). D’autre part,
d’aprés 3° et 9°, P, » P, Q, » Q (n > o) dans I'espace de Banach £(V(4, E)) ce
qui garantit 14°.

15° L’assertion du second complément est contenue dans 7°, 12° et 14°.
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3,13. Théoréme d’existence pour le probléme périodique de la classe (I,) dans les
espaces de Hilbert. Soit A4, B, C, © € *(H). Si les hypothéses (a)—(e) de 3,10 ont
lieu avec H au lieu de E, alors, pour tout he Ly(A, H), il existe une solution u €
€ C(A, H) du probléme périodique pour A, B, C, excitée par h, telle que

0 lule L3, I(~4°C + kB + ) 212 [l
Oue C(A, H) et

@ |0ule 5 [X[0(-KC + ikB + 4) 1 .,

Preuve. 1° 2° comme dans 3,8.

3° La suite {P,},.y+ st convergente dans I'espace £(L,(4, H), C(4, H)).
Cela résulte de 3,5 et 3,10 (1).

4° comme dans 3,8.
5° Pour tout h e L,(4, H), P(h) e C(4, H) et

[)c < X I(=K2C + ikB + )71 [l

Cela résulte de 3,5 et 3,10 (1).

5°° Pour toute suite bornée {h,},.y+ de Ly(4, H) telle que ||h,|. - 0 (r > ),
ona HP(h,)”C -0 (r - o).

On utilise le méme procédé que dans 5°° de la preuve 3,10.

6° comme dans 3,8.

7° Pour tout h e L,(A, H), P(h) est une solution du probléme périodique pour
A, B, C, excitée par h.

On procéde pas a pas comme dans le point 7° de 3,8.
8° Comme dans 3,8.

9° La suite {Q,},y+ est convergente dans I'espace &(L,(4, H), C(4, H)).
Cela résulte de 3,5 et 3,10 (2)..

10° Comme dans 3,8.
11° Pour tout h e L,(4, H): Q(h) € C(4, H) et

|oR)c [ [0(-K2C + ikB + 4721 [h].,.

Cela résulte de 3,5 et 3,10(2).

11°° Pour toute suite bornée {h,},ey+ de L,(A, H) telle que ||4,[, — 0 (r - ),
ona ||Qhfc— 0 (r > ).

On procéde comme dans 5°° en vertu de 9°. -

12° Comme dans 3,8 avec h € L,(4, H).

13° La conclusion est la méme que dans 3,8.
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3,14. Complément sur la continuité. Soit 4, B, C, © € 8*(E). Si les hypothéses
de 3,13 ont lieu, alors pour toute suite bornée {h,},.y+ de L,(A, H) telle que |h,|. —
- 0(r > o), il existe une suite {u,},.y+ des solutions du probléme périodique pour
A, B, C, excitées par h,,re N™ resp. telle que u, € C(A, E) pour re N*, |u,|c = 0
(r - ©), Ou, e C(A, E) pour re N*, [©u,c = 0 (r > ).

Preuve. L’enoncé est contenu dans les points 5°° et 11°° de la preuve précédente.

3,15. Complément sur la compacité. Soit A, B, C, © € 8*(E). Si les hypothéses
(a)—(e) de 3,12 et (f) de 3,9 ont lieu, alors, pour toute suite bornée {h,},y+ de
L,(A, H), il existe une suite {u,},.y+ de solutions du probléme périodique pour
A, B, C, excitées par h,, re N* resp., telle que u, € C(A, H) pour re N*, la suite
{t,}en+ est compacte dans C(A, H), Ou, e C(A, H) pour re N* et la suite {Ou,},cy+
est compacte dans C(A, H).

Preuve. On continuera la preuve de 3,13.

14° Les opérateurs P, Q sont des opérateurs compacts de €(L,(4, H), C(4, H)).

D’aprés 3,7, les opérateurs P,, Q, sont des opérateurs compacts de £(L,(4, H),
C(4, H)) pour tout ne N*, car les ensembles bornés dans L,(A, H) sont aussi
bornés dans L(4, H). D’aprés 3°et9°, P, - P, Q, » Qdans ’espace (L,(4, H), C(4, H))
ce qui donne 14°.

15° L’assertion du complément est contenue dans 7°, 12° et 14°.

3,16. Théoréme d’existence pour le probléme périodique de la classe (/) dans les
espaces de Hilbert. Soit A, B, C, © € 8*(E). Si les hypothéses (a)—(d) de 3,8 ont
lieu avec H au lieu de E et (e)

(1) sup [(=K*C + ikB + A)™!| < w0,

() sku;v) |[@(—k*C + ikB + A)7!|| < 0,

alors, pour tout he Ly(A, H), il extiste une solution ue Ly(A, H) du probléme
périodique pour A, B, C, excitée par h, telle que

©) Jull, < Gup [(~K2C + kB + 4)"]) [l

Ou e Ly(A, H) et

(4) |©ul., < (sup |O(=k*C + ikB + A)7*]) [z,

Preuve. 1°, 2° comme dans 3,8.

3° La suite {P,(h)},en+ est convergente dans Ly(A, H) pour tout h € L,(4, H).
Cela résulte de 3,6 et (1).

4° Comme dans 3,8.
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5° P<1>ur tout he Ly(4, H), P(h) € L,(A, H) et |P(h)],, < (sup |(—k*C + ikB +
+ A) 1) 1], e
—8° Comme dans 3,13,

9° La suite {Q,(h)}sen+ est convergente dans Ly(4, H) pour t tout h € L,(4, H).
Cela résulte de 3,6 et (2).

10° Comme dans 3,8.

11° Pour tout he Ly(4, H), Q(h)eLy(A, H) et |Q(h)|., < (sup |[e(-k*C +
+ kB + A1) ..

C’est une conséquence de 3,6 et (2).

12°, 13° Comme dans 3,13.

Remarque 1. Nous avons examiné quatre modeles de la théorie d’existence pour
les solutions périodiques de I’équation C u"(f) + Bu'(t) + A u(f) = h(f). On peut
classifier ces quatre modéles de deux points de vue. L’un concerne le comportement
de la suite spectrale (—k2C + ikB + A)™! et l'autre concerne le type d’espace. La
différence qui existe entre les espaces de Banach généraux et les espaces de Hilbert
est profonde, car dans les espaces de Hilbert on peut directement utiliser 'orthogo-
nalité des fonctions e¢'*, ke N, x € H.

Dans le premier modéle 3,8, on suppose que ’espace est un Banach général, mais
la restriction concernant la suite spectrale est assez sévére. On suppose que ses
normes appartiennent a (/;). La spécialisation aux espaces de Hilbert n’apporte
aucune simplification ou renforcement du résultat.

Les deux modéles centraux 3,10 et 3,13 sont bien proches, le deuxiéme concerne
les espaces de Banach généraux, le troisiéme les espaces de Hilbert, les hypotheses
étant dans les deux cas les mémes, c’est-a-dire que les normes de la suite spectrale
appartiennent a (I,). On voit que le résultat est (en un certain sens) plus simple et plus
fort dans le troisiéme modéle.

Le quatrieme modele 3,16 s’applique exclusivement aux espaces de Hilbert, les
hypothéses étant les plus faibles de tous les quatre cas, puisque les normes de la suite
spectrale appartiennent a (I,,). Mais si 'on abandonnait les espaces de Hilbert, on
perdrait, semble-t-il, tout le résultat.

Notons encore que le théoréme d’existence pour le quatriéme modéle 3,16 peut
étre inverti (les hypothéses sont aussi nécessaires) dans le cadre des espaces de Hilbert.
Par contre le ,,complément compact* (cf. 3,9, 3,12, 3,15) ne peut &tre construit dans ce
cas (la convergence de la suite P, dans 3,16 n’est pas uniforme).

Remarque 2. Si I'on traduisait les résultats de Staude [1] dans le cadre abstrait
(ce qui n’apporte aucune difficulté), on verrait (au moins pour le cas linéaire) que le
probleéme considéré par lui peut &tre subordonné a notre modeéle abstrait 3,8. 1l
suffit de choisisr convenablement I’espace E et les opérateurs 4, B, C ce qui est facile.
L’auteur ne connait aucune autre application du théoréme 3,8, le plus restrictif en ce
qui concerne le comportement asymptotique de la suite spectrale.
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3,17. Théoréme d’unicité pour le probléme périodique. Soit A, B, C e £*(E),
u, he A - E. Si(a) comme dans 2,8, (b) h est presque partout nulle, (c) u € L(A, E)
est une solution du probléme périodique pour A, B, C, excitée par h, alors u est
presque partout nulle.

Preuve. Prenant ¢(t) = e, k e N, on obtient selon 2,1

(—k*C + ikB + A) (J

A

e % y(7) dr) =0,
d’ou [, e"* y(r) dv = 0, ce qui donne notre résultat en vertu de 1,21.

3,18. Un espace de Banach &(4, E) s’appelle un espace standard des fonctions
de A - E si
(1) &(4, E) < L(4, E),
(IT) il existe une constante c, telle que pour tout f € &(A, E)

£ = edlfle s

(ITI) pour tout x € E et k € N la fonction e™*'x appartient a &(4, E),

(IV) il existe une constante c, telle que pour tout xe Eet ke N

le*x]o = cafx] -

Si &(A, E) est un espace standard et ¢ = 0, 1,2, ... on désignera par ¢9(4, E)
Pensemble {f : f est g-fois dérivable au sens de 1,14 et f9 € &(A, E), j = 0, 1,..., q}
La norme dans #@(4, E) soit définie par

flow = max (1f]e).

On peut vérifier facilement que les espaces C(A, E), V(4, E), L4, E),1 £ p <
sont standards.

3,19. Les lemmes et théoréemes 3,3—3,16 peuvent étre généralisés. Nous avons
préféré une présentation plus simple ci-dessus, qui montre les traits essentiels, et
maintenant, nous allons montrer, a titre d’exemple, les généralisations du lemme 34
et des théoremes 3,10, 3,11 et 3,12. Les autres lemmes et théorémes en question
peuvent étre étendus d’une fagon analogue.

3,20. Lemme. Soit q =0,1,2,... Si Y k*|T;||* < o, alors pour tout m =
=0,1,2,... keN

() la suite {P,},cy+ est convergente dans Pespace 2(V™(4, E), V"*9(4, E)),
) 1PADimvo S 23 DI [l pour 1€ Vs, E), e,
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Preuve. Posons a, = Ja € " f(t)dt pour fe V™(A, E), keN. D'aprés 1,22,
(=ik)y" ay = e_ik:f(m)(z) dz, d’ou, en vertu de 1,11,

2n
k| + 1

0 ATES klzi T e
Ensuite, d’aprés (1) et 1,10, pour I, I, eN, I, < L, etj=0,1,..., m + q:>

IS, e Tia)@ly = |5 () ¥ Tia <

< 2”[,‘;22, (k] + 1)?| K Tia,]*]"* =

— 20 3 (K] + 1) K] a1 5

< 2L 3 (K] + 0F kU] a1 <

<2 3 (K + 10 T a7 =

=26l 3 (K + ) Rl KT <

< 4w § T |,
k=1,
d’ou aussitdt («), (B).

3,21. Théoréme d’existence pour le probléme périodique de la classe (I,) dans les
espaces de Banach. Soit A,B,C,0¢e 8*(E), »,v=0,1,2,... Si les hypothéses
(a)—(d) de 3,8 ont lieu et (e)

(1) Y k*||(—=k*C + ikB + A)"!|* < 0,
) Y k?|O(=k*C + ikB + A)!|* < 0,

alors, pour toutm = 0,1,2,...ethe V(A, E), il existe une solution u V("‘*")(A, E)
du probléme périodique pour A, B, C, excitée par h, telle que

®) lulyemen < 22 ¥ k2|(=K2C + ikB + 4)7H*]'2 [A]lyem »
. keN
Oue V™A, E) et
4 [Ou]lymssy < 22[ ¥ k2| O(=k>C + ikB + A)~| 2112 [[h]|yem .
keN
La preuve se construit facilement a I'instar de 3,10 en vertu du lemme 3,20,

406



3,22, Complément sur la continuité. Soit A, B,C, @€ 53+(E), ®v=012...
Si les hypothéses de 3,21 ont lieu, alors, pour tout m = 0, 1,2, ... et toute suite
bornée {h,},cy+ de V™(4,E) telle que ||h,].— 0 (r » o), il existe une suite
{u,},en+ de solutions du probléme périodique pour A, B, C, excitées par h,,reN*
resp., telle que u, € V™"**(A, E) pour reN*, |u|yomim =0 (r > ), Ou,e
€ V™A, E) pour r e N*, || 0u,|ymsvw = 0 (r = o).

3,23. Complément sur la compacité. Soit A, B,C, O¢ LH(E), %,v=0,1,2,...
Si les hypothéses (a)—(e) de 3,21 et hypothése (f) de 3,9 ont lieu, alors, pour
tout m =0, 1,2, ... et pour toute suite bornée {h,},.y. de V™(A, E), il existe une
suite {u,},ey+ de solutions du probléme périodique pour A, B, C, excitées par
h,, r€N¥ resp., telle que u, € V™**)(A, E) pour re N*, la suite {u,},cy+ est com-
pacte dans V™" *(A, E), Ou, € V™A, E) pour re N* et la suite {Ou},y+ est
compacte dans V™A, E).

Les preuves de 3,22 et 3,23 sont analogues a celles de 3,11 et 3,12.

3,24. Théoréme sur le probléme correctement posé. Soit A, B,C, O e 2*(E),
(A, E) un espace standard des fonctions de A - E et x,v =0,1,2,... Si (a)
pour tout he ®(A, E), il existe une et une seule solution u € L(4, E) du probléme
périodique pour A, B, C, excitée par h, (b) on peut trouver une constante a qui
posséde la propriété suivante: pour tout h € ®(A, E) et u € L(A, E) tels que u est une
solution du probléme périodique pour A, B, C, excitée par h, on a u e (4, E),
Ou e (A, E) et

(1) ”“”m(u)

) l©u]oc

IIA

alt]s.
alhs

I\

(c) Popérateur © est fermé, alors, () pour tout k € N, I'opérateur —k>C + ikB + A
est biunivoque, (—k>C + ikB + A)~' € &(E) et @(—k*C + ikB + A)™' € &(E) et
(B) il existe une constante c telle que pour k € N

(3) |k|* |(—k*C + ikB + A)~*|

IIA

c,

(4) [k]* |@(—k*C + ikB + A)7!|

IIA

C.

Preuve. Supposons d’abord que (—k?C + ikB + A)x = 0 pour un x€kE,
k € N. Par conséquent,

si ’on désigne u(f) = ¢'*'x, on vérifiera facilement que u est une solution du probléme
périodique pour A4, B, C, excitée par 0. Ceci entraine, grice a ’hypothése (a), que
u = 0 ce qui équivaut 2 x = 0. La biunivocité de 'opérateur —k?C +ikB + A est
ainsi démontrée.

Maintenant, soient k € N et x € E quelconques, mais fixes, et posons h(f) = e'*'x.

407



Alors, h € ®(A, E) d’aprés 3,18 (LLI). D’autre part, d’aprés (a), (b), il existe une solu-
tion u € L4, E) du probléme périodique pour 4, B, C, excitée par h, pour laquelle
u € (4, E), Ou € ®™(A, E), les inégalités (1), (2) ont lieu.

Par conséquent, si I'on prend ¢(f) = ¢~ dans 2,1, on a

(—k*C + ikB + A) <j e” % (1) dt) = J;f”" h(7) dt = 2nx,
4
d’on
5) (5 (—42C + kB + A" x = o= (" Le""" ar,
d’ou d’apré; 1,22,
(ik)y* (—k*C + ikB + A)™' x = ;;J‘Ae‘““ u®(7) dr,
ce qui donne grace a (1) et 3,18 (IV)
(6) [ |(=K*C + ikB + 4)7!] < [ufow < afh]o < acs]x] .

D’autre part, comme © est fermé d’aprés () et Ou € (4, E), on obtient de (5)
() (ik)’ O(~K2C + ikB + A4)~ x = ;;(ik)” Le-“u@ u(z) d,
d’on, d’apres 1,22,
(ik)' ©(—k2C + ikB + A)~! = 5‘; J (o) (1) de,

ce qui donne gréce 4 (2) et 3,18 (IV)

®) |k]" |@(—=K*C + ikB + A)™!| < |Ou|

o = al|hfe < acy|x] .

Ceci étant, notre théoréme est prouvé, ce qui est a voir de (5)—(8) (¢ = ac,).

Remarque. Les hypothéses (a)—(c) du théoréme précédent représentent les traits
caractéristiques du probléme périodique linéaire correctement posé dont les données
sont des opérateurs 4, B, C, @ € 8*(E), un espace standard &(4, E) et deux
nombres %, v =0,1, 2, ...

Silon y prend H au lieu de E, ®(4, E) = L,(A, H) et %, v = 0, on obtient aussitot
Pinversion du théoréme 3,16. Dans le cas de %, v = 0,1, 2, ... quelconques, on
obtient I’inversion de la généralisation du théoréme 3,16 mentionnée dans 3,19.
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4. EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES DES EQUATIONS
FAIBLEMENT NON-LINEAIRES — LA METHODE DU PETIT PARAMETRE

4,1. Théoréme d’existence: L,-modéle. Soit A4,B,C, 0,,0,,...,0,€ 2*(E),
ge¢0,1) x AXxEx...x E>E, 1 <p< o, McLJA,E). Si(a) pour tout
1

d+1
heL,,(A, E) il existe une et une seule solution u du probléme périodique pour

A, B, C, excitée par h, (b) pour toutes u, h € L(A, E) telles que |h|,, < 1 et u est
une solution du probléme périodique pour A, B, C, excitée par h, on a ue M
etOueM,j=1,2,..,d,/(c) lensemble M est borné dans LA, E), (d) les opéra-
teurs @y, O,, ..., O, sont fermés, (e) les fonctions g(e, .,0,0,...,0), 0 < e <1
constituent un sous-ensemble borné dans L,(A, E), (f) pour tout « > 0, il existe une
constante b, telle que pour tout 0 S e < 1, te A, x| £ o, x| £« [p] Lo,
[P <o, j=1,2,...,4,

(1) lg(e t, x4, PV, .. PP) — g(es £, x5, DS, .., PP)|| <
d
< bo[|xy = x| + .21"1’(1” -1,
P

alors, pour tout o > 0, on peut trouver deux constantes 0 < ¢, < 1 et c, jouissant
des propriétés suivantes: pour tout 0 < ¢ < g, il existe une et une seule fonction
ue)e A — E telle que

(=) ufe)eec,M, Ojufe)eecM, j=1,2,...,d

(B) u.(e) est une solution du probléme périodique pour A, B, C, excitée par la

fonction
eg(e, t, u(e) (1), @y u,(e) (1), ..., Oy u,(e) (1)) .
Preuve. Soit & = &(L(A, E)) = {u:ueL (A, E), Oue L (AE), j=1,2,...
d
...,d}. Dans &, on introduit la norme suivante: [ju|, = [ju]., + Y [|©,u] L, On
i=1

vérifie sans peine que & est un espace de Banach, grace a hypothése (d).

Soit M = M(LS(AE)={u:ueM, OueM, j=1,2,...,d}. Dapres (c),
A est un sous-ensemble borné de &.

Pour he LA, E), soit P(h) la solution du probléme periodique pour A4, B, C,
excitée par h, qui existe et est unique d’aprés (a).

En vertu de (b), P(h) € # pour tout h € L(A, E), ||h||, £ 1. Comme .# est borné
dans &, il existe une constante a telle que

©) |P(B)|e < alh]., pour heLy(4,E).
Soit by = sup |g(e, -, 0,0, ...,0)|,.
0ses<i
Soit a > 0 fixe et ', = {u:ued, |[u|, < o} Ainsi &, est un espace métrique

complet par rapport A la métrique g(u,, u,) = ||u; — u; .

409




Pourtoutued,te A, 0 < ¢ < 1, écrivons

G(e, u) (1) = g(e, 1, u(t), Oy u(t), ..., O, u(i)) .

Ceci étant, on déduit aisément de (e), (f) pour 0 S e < 1, u, uy, u, € X,

3 G(e, u) e L(4, E),
) I6(e, w)]., = bo + baa,
(5) IG(e, uy) — Gle, uy)||r, < bao(uy, u2) -

En vertu de (4)—(7), on obtient pour 0 < & < 1, u, uy, u, € A,

(6) PG(e, u) € 2 (bo + bu) Ay,
o
mn - PG(e, u) e (b + bx) M, ©O;PG(e,u)e(by + bo) M,
i=1,2..4d,
(8) o(PG(e, uy), PG(e, u,)) < abyo(uy, u,) .

Soit &, = [1 + afa(by + b,x) + 2ab,]~".
.1l suit de (6) et (8) pour 0 < & < &, u, uy, u, € A,

9) ePG(e, u) e A,
(10) o(PG(e, uy), P‘G(s, u,)) < do(uy, uy).

Envisageons maintenant ’opérateur ePG(a, .), 0 < ¢ = g, On observe, en vertu
de (9) et (10) qu’on peut appliquer le théoréme de Banach a cet opérateur dans
Iespace A5, o > 0. On en déduit qu’il existe une et une seule fonction u,(e) telle que

(11) u,(e) = ePG(e, u,(e)) .

En outre, d’aprés (7)

(12) u(e)ee(bo + ba) M, O;uye)e(by + bo) M,
i=1,2,...,d.

Ainsi notre théoréme découle de (11) et (12) si I'on prend ¢, = by + b,a.

4,2, Théoréme d’existence: C-modéle. Soit A4,B,C, O,,...,0,e2*(E), ge
€<0,1) x A x E X ... x E—> E, M = C(A, E). Si les hypothéses (a)—(f) de 4,1

1 . d+1
ont lieu lorsqu’on remplace LA, E) par C(4, E),
(8) g(e, 0, x, p©, ..., p@) = g(e, 27, x, p*, ..., p¥)

pour tout 0 S e <1, xeE, pP€E, j=1,2,...,d, alors lassertion de 4,1 reste
en vigueur.
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Preuve. On peut procéder pas & pas comme dans 4,1; a I’exception de quelques
détails, il suffit de remplacer L,(4, E) par C(4, E).

4,3. Théoréme dexistence: V-modele. Soit 4,B,C, 0, 0,,...,0,e 2*(E), ge
€<0,1) x A X E x ... x E — E. Si les hypothéses (a)—(d) de 4,1 ont lieu lorsqu’on

a+1

remplace L,(4, 1E) par V(A,E), (¢) lensemble {g(e,0,0,...,0):0 <& < 1} est
borné dans E, () pour tout o > 0, on peut trouver une constante b, et un ensemble
déterminant X, < E* tels que pour tout0 < ¢ £ 1,1,,t5,51,5,€ A, x, y,€ E, ||x;]| £
So |y £ai=12, PP, q” €k, |pP| S o ||¢| S i=1,2,j=1,2,...,d
et pour tout x* € X,

(1) Ix*[g(s, tl’ X1s p(ll)’ L] p(ld)) - g(ﬁ, S15 V1 q(ll), ey q(ld)) -

— (e 12 X2, P50, s PS) + 865 52, Y2, 457, - )] <
Sb[|ty — sy — 1 + 2| + [x*(xs — y1 — X2 + y2)| +
+ij1 G — ¢ — p9 + g +
+bflts = si| + [tz = s + x|+ fxa = pof +
+ 3o - 4] + 1 - a2D]
x [lts = to] + [s1 = o] + [x*(xs = x)| + [x*(vy = y2)| +
# T (00 = 10) + (e ],
(8) comme dans 4,2, alors I'assertion du théoréme 4,1 reste en vigueur.

Preuve. Le commencement est le méme que dans 4,1 avec ¥(4, E) au lieu de
L,(4, E), c’est-a-dire la définition de &, .#, P, de la constante a avec I'inégalité

&) [P(B)]« < alllly pour heV(4,E),

la définition de I’espace A", et de la transformation G. La définition de la constante b,
doit étre changée.

Soit by = sup [g(z, 0,0, ..., 0)].
0=<ext1
On a d’aprés (1) pour tout te A (t=1t, t, =5, =5,=0, x; = y; = p =
=g =0,i=1,2,j=1,2,...,d) |8 1,0,0,...,0) — g(,0,0,0,...,0)| < (2n +
+ (27)?) b, < 46b,, d’od
) le(e, 2,0,0,...,0)]| < by + 46b, .

Maintenant, nous allons évaluer ||G(e, u)|, pour 0 < e < 1, u € A,
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d
Il résulte de (1) pour 0 < e <1, ted, x| + PP Sa(t=1t, =1, 5y =
i=1

=5, =0,x,=%p =pP, x,=p,=p =¢"=0,i=1,2,j=1,2,..,4)

lgte, t, x, pO, ..., p@) — (e, £,0,0, ..., 0)| < by(x + «?), d’ot, en vertu de (3),

" Jee b % P, o BD)| S by + b(46 + @ + o),
cequidonne pour 0 < e < Lue A, (x = u(t), p? = 0u(t),j=1,2,..., d)
4 [G(e, u)|c < bo + b, (46 + o« + a?).

En vertu de (1), on peut écrire pour [|x,|| +:§1 1] < o | X, || +§:1 179] < a,

tx,tzeA(sx =5,=0,y,=y,=0, ‘1(1]) = q(zj) =0,j= 1,2,~--,d)
(5) : IX*[(g(B, tl’ X1s p(ll)s LR Pgd)) - g'(&‘, t2’ X2, P(21), seey p(Zd)):” é
d
S b(4n + 2a + D[ty — 6] + 3%y — x)[ + T [x*(p ~ p9)|],
ji=1

ce qui donne d’aprés 1,4 pour 0 S e = 1, ue A, (x; = u(ty), x, = u(t,), p¥’ =
= 0, uty), p¥’ = O;u(ty), j =1,2,...,d)

©) o(G(e, 4)) S bufdn + 2 + 1) [21 + o{u) + 3 o(0,)]
< b(4n + 20 + 1) (2n + ) .1_1
Donc, il résulte de (4) et (6) pour 0 S e < L ue X,
(M) [6le, u)lly < bo + b(46 + a + o) + by(dn + 24 + 1) (27 + a) = b,.

Reste 4 évaluer G(e, u;) — G(e, u,) pour uy, uy € A,
En utilisant (5) et 1,4, on obtient (t; = t, =1, x;, = u,(f), x, = uy(t), p =
= 0;uy(t), pY’ = O;u,(1), j = 1,2,...,d)

(8) |Gle, uy) = Gle, u,)]|c <
< by(4n + 20 + 1) [[luy — uyflc +j;1"@i(“l —u)le] £
< b(4n + 2a + 1) o(uy, uy) .

D’autre part, il résulte de (1) pour 0 < e <1, u,, u, e XA, (t,- =5, X = ul(tl):
yi = uy(ty), P = 0, u\(t), ¢’ = 0; u(t;), i =1,2,j =1, 2,...,4d)

)] o(Gle, uy) — Gle, u3)) = ba[o(u, ~ u,) +é:1”(@1(“1 — ug))] +
+ 2b,[|lu, — uzc +j§l||@f(“l = u3)c] [27n + o(u) + o(u,) +
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+ji(°(@j“1) + 0(0,u,))] < buf[luy — uslly +,—=§:1 lOfuy — u)|y] +
+ 201 = sl + 3 [ = w1 [2n + sl + sl +

+j§1("@i“1”v + [|©u2]y)] = b[1 + 4n + da] o(uy, us) .

Enfin, (8) et (9) entrainent pour 0 < ¢ £ 1, u;, u, € A,
(10) [G(e, uy) — Gle, uy)||ly < b1 + 87 + 6&) o(uy, uz) < b, 0(uy, us) .

Il suit de (7) et (10) pour 0 < & < 1, u, uy, uy € A,

(11) PG(e, u) e 4p,,

P
(12) PG(e,u)e b,M, ©O;PG(s,u)ebM, j=1,2,...,d,
(13) o(PG(e, u,), PG(e, u,)) < abyo(u,, us) .

Posons ¢, = [1 + (af«) b, + 2ab,] ™! et envisageons la transformation &PG(e, .)
pour 0 < ¢ < &, u € A, Il résulte de (11) et (13) pour 0 S & < &, u, Uy, U, € A,

(14) ePG(e, u) e A, ,
(15) o(PG(e, u,), PG(e, u,)) < 4o(u;, u,) .

La conclusion de la preuve est maintenant, en conséduence de (14), (15), 1a méme
que dans 4,1 (on prend ¢, = b, cfr. (12)).

4,4. Les théorémes précédents 4,1 —4,3 n’ont pas la forme la plus générale possible.
A titre d’exemple, on va refomuler le théoréme 4,1 sous la forme suivante, plus géné-
rale:

Théoréme d’existence — L,-modele. Soit A, B,C, O,..., 0,€ & (E), m, x,,
Hyy ooy =0,1,2,.., g€¢0,1> x A X E x ... X E —+E 1Sp< o,

1 x0+xy+...+%a

M; c (A E), j=1,2,...,d. Si (a) pour tout he LJ(A, E), il existe une
et une seule solution u du probléme périodique pour A, B, C, excitée par h,
(b) pour tout u, h e L(A, E) tels que ||h| ., < 1 et u est une solution du probléme
périodique pour A, B, C, excitée par h, on a ue My, OueM;, j=1,2,...,4d,
(c) Ies ensembles M sont bornés dans L3 *(A, E) resp., j = 0, 1,2, ..., d, (d) les
opérateurs Oy, O,, ..., O, sont fermés, (e) les fonctions g(e, .,0,0,...,0),0 S ¢ £
< 1, constituent un sous-ensemble borné de I;’(A, E), (f) pour tout o > 0, il existe
une constante b, telle que, pour tout 0 <e <1, ted, |x{’| Lo [x] L«
1=1,2,..,%, [p{’] £ « P¥°| S j=1,2,..,d,1=1,2,..., %,
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1 11 1 21 d.
(1 HDE,""g(s, t, x, L, x§, pitY, L p{0, p3EY, L, piie) —

—_ D'v"g(g’ t, x(zl)’ ey x(zxo), p(zll)’ e p(zlx:)’ p§21), ey p(zdnd))" é
*o d %5 . .
- salF e -0t i - e
= j= =

ou Dg signifie la dérivée de Fréchet m-iéme par rapport @ la coordonnée vectorielle
v-iéme de la fonction:

g(ﬁ, L, Z15Z25 0005 Zyy veey zxo+x1+...+xd) ’

alors, pour tout o > 0, on peut trouver deux constantes 0 < g, < 1 et ¢, jouissant
des propriétés suivantes: pour tout 0 < ¢ < ¢,, il existe une et une seule fonction
u,(¢) € A - E telle que

(0 - ufe)eec,My, Ojufe)eecM;, j=1,2,...,d,
(B) u.(e) est une solution du probléme périodique pour A, B, C, excitée par la fonction

eg(e, 1, u(e), (uae))s - .-, (u(e))™, O ufe), ...
(©1 u &)™, Oy uye)s ...s ..., (04 u(e))*?).

La preuve est complétement parallele dans tous les points essentiels a celle de
4,1 et c’est pourquoi nous I’omettrons.

Remarque. Les hypothéses (a)—(c) ont lieu, par exemple, en conséquence des
généralisations des théorémes démontrés dans la section 3 (cfr. 3,20 et 3,21), pour
m = 0,1,2,... quelconque. En outre, grice aux théoremes du type 4,4, on peut
souvent obtenir des solutions ,,vraies‘“ au lieu des solutions ,,généralisées* au sens de
2,1. Eneffet, sil’on prend par exemple m = 2, on obtient en vertu de 2,8 les solutions
,vraies en conséquence des conditions plus fortes sur le membre non-linéaire g.

5. EXISTENCE DES SOLUTIONS PERIODIQUES DES EQUATIONS
FAIBLEMENT NON-LINEAIRES — LA METHODE TOPOLOGIQUE

5,1. Théoréme d’existence: L,-modéle. Soit A,B,C, ©,,0,,...,0,¢c £°(E),
geAXEX..XE—E, 1<p<wo, McL(A,E). Si les hypothéses (a), (b)

1 a+1
de 4,1 ont lieu, () Pensemble M est compact dans LA, E), (d) comme dans 4,1,

(e) pour presque tout t € A, la fonction g(t, ., ., ..., .) est continue sur E x ... x E

d+1
et, pour tout x,pM, ..., p?@€E, la fonction g(.,x, p¥,..., p¥) demeure dans
L,(A, E), (f) il existe une fonction ¢ € R* — R* telle que

(1) (1 4+ ®)=* ¢(«) est bornée sur R* et a~! g(a) > 0 (2 — o0)
d
@ g )~ 56,0,0..0) 5 o] + 3 19
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pour presque te A et pour tout x, p, ..., PP € E, alors il existe une fonction
u € A — E et une constante c, telles que u est une solution du probléme périodique
pour A, B, C, excitée par la fonction

g(t, u(t), @, u(t), @, u(?), .., Oqu(?)),
etuecM.

Preuve. Soit &, #, A ,, P comme dans la preuve de 4,1.
11 résulte de (c) que
(3) Tensemble .# est compact dans & et, par suite, aussi borné.
En vertu de (b) |
(4) P(h) € ||, # pourtout helL,.
Par conséquent, il existe une constante a telle que
) IP(B)]s £ a|h|., pourtout helL,.
Ecrivons pour te A, ue &
G(u) () = g(t, u(t), ©1 u(t), ..., O4u(t)).
Ainsi G(u) e A > E.

D’abord, on va démontrer que la fonction G(u) est mesurable. En effet, la fonction

g(t, x, pV, ..., p¥) est mesurable sur 4 x E x ... x E par rapport aux ensembles
1 d+1

boreliens de A et de ’espace E ce qui résulte aisément de (e). En outre, le systéme des
fonctions (¢, u(t), @, u(t), ..., O, u(t)) est évidlemment mesurable ce qui donne la
mesurabilité de la superposition G(u) de ces deux fonctions.

Soit ¢ = sup (1 + a)~* ¢().
acR*

Maintenant, on va évaluer ||G(u)] .,
11 existe une fonction y e R* — R™ telle que

(6) (1 + @) " Y(x) estbornéeet o' y(x) >0 (x> ),
(7) Glu) e Ly(4, E) et [Gu)]z, < v([u].)

pour tout u € é&.

A cet effet, soit ¢, = 1/n?, n = 1,2, ... En vertu de (f), on peut choisir un 9, > 0
tel que

®) let, x, pD, ..., 1) — g(2,0,0, ..., 0)| < &(]x] +,~§1" p9)

d
pour presque tout t € 4 et tout [[x]| + 3 [p?] 2 9, et
ji=1
©) lg(2, x, PV, ..., p) - £(t,0,0,...,0)| < q(1 + 9,)
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d
pour presque tout t€ A et tout ||x|| + Y |p¥’]| £ 9,. Soit u € & et écrivons A, =
j=1

a
={t:teq, |u@®)] + Y |©,u®)] = 9,} et A, = A\ A,. Puis, d’aprés (8), (9)
=

16, = [Lllg(r, u(2), O, u(®) ... 0, u(x))|? dr]llp <
s[[ how oo opa]” v ar [ quol + 5 leunrar]” +

+ [ f (et 9)y dr]l/p.

Donc, si 'on écrit y = [, [|g(z, 0,0, ..., 0)||” dz]*/?,

(1) 16, =7+ 2 (fule, + FJ0uls) + Qo) ot +0) =

S+ e+ @y att + 0y s [1 e THEIAEE R 1.

Posons
y+ )P (1 + 9,) q
1+ a .

) =~ +

On voit que ¥, est une fonction bornée sur R* et que §,(«) — 1/n (« - o). Défi-
nissons Y(«) = inf ,(«). Alors § est aussi bornée et §(a) — 0 (x — o). Enfin
n=1,2,...

soit Y(a) = (1 + «) §(«). La fonction y jouit de la propriété (6) et (10) entraine

[6G)lz, = (1 + [ulle) ¥(ule) = v([u]s)
ce qui est (7).
Il reste a démontrer que

(11) G est la transformation continue de & dans L,(4, E).

En effet, soit u, — u (n - o) dans &. Alors
u () > u(t), O;u(t)->0;u(t), j=12,...,d (n > )

presque partout. Il résulte de (e) que G(u,) (f) — G(u) (f) presque partout. D’autre
part, d’aprés (1), (2), presque partout

IS Ol < 186 0.0 .. O] + a1 + )] + & o, w0,
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ce qui donne d’apres le théoréme de Lebesgue

j 16) () = 6@ (] e,

d’ou (11).
Choisissons maintenant a, tel que

a ‘p(“o) < %,

ce qui est toujours possible grace a (6). 11 résulte de (7) et (5) que PG(H ,) S H 4, €t
de (4) que PG(A,,) = Y(ao) . Enfin, grice a (11) et (5), PG est une transformation
continue de & dans &.

Alors toutes les hypothéses du théoréme célébre de Schauder sur le point fixe sont
satisfaites d’ou I’assertion de notre théoréme.

5,2. Théoréme d’existence: C-modéle. Soit A4,B,C, 0,,0,,...,0,¢€ 2*(E),
geA X Ex ...x E-E, M < C(4, E). Si les hypothéses (a)—(d) de 5,1 ont lieu

1 d+1
lorsqu’on remplace L, (A, E) par C(A, E), (¢) la fonction g est continue sur A x

x E x ... x E, (f) comme dans 5,1, (g) g0, x, p'*, ..., p¥) = g(2n, x, p', ..., p'¥)
1 a+1
pour tout x, p, ..., pP € E, alors Passertion de 5,1 reste en vigueur.

Preuve. On commence comme dans la preuve de 5,1 avec C(A, E) au lieu de
LA, E).

Il résulte de (e) que G(u) est une fonction continue pour tout u € &£. Mais, vu (g),
G(u) e C(4, E).

En outre

(1)  Gest la transformation continue de & dans C(4, E).

Cela résulte immédiatement de la continuité uniforme de la fonction g sur les sous-

ensembles compactsde 4 x E x ... x E.
1 d+1

Maintenant, il est a évaluer |G(u)||:
Il existe une fonction yy € R* — R™* telle que

(1) (1 + «)~* (o) est bornée et a™* Y(a) - 0 (¢ > o),
(2) G(u)e C(A, E) et |G(u)|c = ¥(|u|s) pour tout u e &.

Observons d’abord qu’il existe une fonction @ € R* — R* jouissant de la pro-
priété 5,1 (1), mais non-décroissante et telle que ¢(x) < @(a) pour tout xe R*.

En effet, posons @(a) = sup ¢(n). Il est évident que @ est borné sur (0, ) pour tout
O<n=sa

o > 0 et il suffit de prouver que ™' @(a) » 0 (¢ — ). Soit ¢ > 0. On trouvera un
@, = 1 tel que &~ ! @(x) < &, pour tout & 2 a,. Par conséquent, pour tout « > o,

1
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on a sup g(n) S e sup n < eo i a ' sup ¢(y) =¢ Maintenant, soit o, =

ay<nsa ay<nsa a1<nsa

= ((«,)/e. On voit que a™! sup o(n) < a3' @(ay) = & pour tout & = a,. Ainsi, on

o<psar — .

obtient pour o = a, = max (5, @) linégalité « sup o(n) = a @(«) < e ce qui
0<n=a

vérifie 5,1 (1) pour .
Ceci étant, on déduit de 5,1 (2)

16 O] 5 1660, - ) + &[] + 310,40 =

IIA

4
le(t,0,0,... O + #(Jullc + X |€u]c)
i=
pour tout t € A, u € &. Posons y = sup ||g(£, 0,0, ..., 0)]. Ainsi
. ted

(3) [6@)lc = v + @(luls)-

Maintenant, soit y(«) = y + @(). On voit immédiatement grace aux propriétés
5,1 (1) de la fonction @ et a (3) que (1), (2) ont en effet lieu.
Sous ces conditions, la conclusion de la preuve est la méme que dans 5,1.

5,3. Théoréme d’existence: V-modéle. Soit A4,B,C, 0, 0,,...,0,e 2*(E),

geAd x Ex ...x E— E, M c V(A, E). Si les hypothéses (a), (b) de 4,1 ont lieu
1 d+1

avec remplacement de LA, E) par V(A, E), (c) I'ensemble M est borné dans
V(A, E) et compact dans C(A, E), (e) si la suite {h,}7 est bornée dans V(A, E) et
[Aa]lc = O (n > 0) et si u, est une solution du probléme périodique pour A, B, C
excitée par hy, n = 1,2, ..., alors ||lu,|c = 0, [Oju,]c = 0,j =1,2,...,d (n > ),
(f) les opérateurs O, ..., ©, sont fermés, (g) la fonction g est continue sur A x

xEx..xEetg(.,0,0,...,0)e V(4, E), (h) il existe une fonction p € R* — R*
1 a+1

et un ensemble déterminant X < E¥*, tels que

(1) (1 + )™t o) est bérnée sur R* et a™' o(a) - 0 (« » ),
) |x*[g(ts, x4, P, ..., ) — 8(24, 0,0, ...,0) —
— 8(t2, %2, P37, .. PS°) + 8(12,0,0,...,0)]| <
< |t =l ol = |7 [t — ] + e - %) +jillx*(P(1j) - )
pour tout t,t,eA, t; £t,, x,x,€E, p(f), pP e E, j=1,2,...,d, x*eX,

(i) comme dans 5,2,
alors l’assertion du théoréme 5,1 reste en vigueur.
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Preuve. Soit &, #, A" ,, P comme dans la preuve de 4,1 avec V(A, E) au lieu de
L,,(A, E).

Il résulte de (b) que
3 P(h) € |h|y # pour tout he V(A, E).

Comme I’ensemble .# est borné d’aprés (c) dans &, il existe, vu (3), une constante a
telle que

4) [P(h)| s < a||h|y pourtout he V(A E).

Outre & = &(V(4, E)), nous aurons besoin de I'espace &, = &(C(4, E)) qui a été
déja utilisé dans la preuve de 5,2.Ona & < &,,.

On déduit aisément de (c) que
(5) A est compact dans &,.
Ceci étant, 'hypothése () peut étre formulée comme suit:

(6) si {h,}? est une suite bornée de V(A, E) et h, —» h (n - o) dans C(4, E), alors
P(h,) = P(h) (n - o0) dans &,.

Soit G comme dans la preuve de 5,1.
D’abord, on va démontrer que

(7) G est une transformation continue de & dans C(4, E) par rapport a la topologie
de &, sur &. '

Cela résulte, comme dans la preuve de 5,2, de la continuité uniforme de la fonction g

sur les sous-ensembles compactsde A x E x ... X E.
1 d+1

Notre but prochain est de démontrer qu’il existe une fonction Y € R* — R*
telle que

(3) (1 + &)™ y(x) est bornée sur R* et o™ ' Y(a) > 0 (x » ),
) G(u)e V(4,E) et |Gu)|y < ¥(|uls) pour uee&.

Rappelons d’abord que g(.,0,0,...,0)€ V(4, E) suivant (g) et possons y =

= [g(., 0,0, ..., 0)]y- |
Soit @(«) = sup ¢(n). On vérifie comme dans la preuve de 5,2 que

0<n=sa

(10) @ est non-décroissante et @(x) 2 ¢(x) pour a € R*,
(11) (1 + «)~* @(a) est bornée sur R* et a™! @(a) —» 0 (x - o0).
Ceci étant, il résulte de (2) et (10)
(t=t,t,=2n pour 0<t=<mt,=0 pour n<tx2n,

x, = u(t), x, = 0, p = @;u(t), p* =0, j =1,2,...,d)
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1) I60)e < 7 + ola e + fule + 3l 0] <
<y + np[n'(n + |uls)] pourtout ued.

Reste 2 évaluer v(G(u)). Pour cet effet on va démontrer qu’il existe une fonction
@eR* - R* telle que

(13) (1 + @) * @(a) est bornée sur R* et a™! p(a) » 0 (x > ),
(14) o(G(u)) £y + ¢(||u]s) pour ued.
En tenant compte de (1), posons g = sup (1 + a)™*! ¢(«). De plus on peut trouver,
acR*

pour tout n = 1,2, ..., une constante 3, telle que ¢(«) < a/n pour o > 9,. Alors,
d’aprés (2),

(15) ' |x*[&(ts, x5, PEV, ..., PIP) — 8(14,0,0,...,0) —

- g(tZ’ X25 P(zl), sy P(zd)) + g(tZ’ 0’ 0’ tee 0):” é

1 4 .
< 2l -l + e = ) + S0P - 2D,

d
pourva que |t; — 1| 7' [|t, — 1] + |x*(xy — x,)| + X [x*(@Y - p¥)[] = 9.,
Jj=1

(16) ]X*[g(tl: xly p(ll)’ ey p(ld)) - g(tl, 0, 0’ sy 0) -
- 8(’2, x2’ P(zl)s (RS p(Zd)) + g(tZs 0, 0; ey 0)]| é ‘1(1 + 9») ’tl - ‘2] 1)

d
si fty = 1|7 |t — tof + e*(xy — x,)| +_Zl‘x*(P(1j) -9,
e

Soitto = 0 < t; < ... <t, = 2nune décompositionde A. Soitue &, x*e X, Q =
={k:keN,1Sk=r},Q ={k:keQ [t — tiey| " [|t — tics| + [x*(u(t) -
d

= u(ty-,))| +j;1’x*@j(“(‘k) = u(te-y))[]1 2 8} Q2 =0\ Qs

Ensuite, il résulte de (15) et (16)
L6 (4) - 60) (1) = 66) () + G(0) ()] <
<12+ o) + T o(@u)] + 2na(1 + 9,
d’ou on obtient aisém:nt: B
an o(GW) S v+ (2n + Jul) + 2na(1 + 8,
pour tout ue & et n = 1, 2
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Définissons

o) = (27 + ) (i + 2"‘;(7:———:—0(‘9—")).

On voit sans peine que

(18) (1 + @)™ @u(o) est bornée sur R* et a~' @, (a) > 1/n (x — o) pour tout
n=12,...

Posons g(x) = inf ,(«). Puis @ satisfait a (13), grace a (18), et (14) a lieu comme
n=1,2,...

conséquence immédiate de (17).

Ecrivons Y(x) = 2y + n@(n~'(n + «)) + ¢(x). Ensuite la fonction ¥ satisfait
a (8), grace a (11) et (13), et les inégalités (12) et (14) impliquent (9).

Choisissons maintenant un «, > 0 tel que

a (o) < a,
ce qui est toujours possible grace a (8). Ceci étant, il résulte de (4) et (9)
(19) P G(Ji",o) S Ay -
En outre, d’aprés (6), (7) et (9),

(20) PG est la transformation continue de ', dans &, par rapport a la topologie
de &, sur Ay,

et d’aprés (5)
(21) P G(ot,,) est compact dans &,.

En envisageant (19)—(21), on voit que toutes les hypothéses du théoréme de
Schauder ont lieu si ’on démontre encore que X', est fermé dans &,. Mais cela résulte
immédiatement de 1,8 ce qui achéve la preuve. '

5,4. 11 faut dire que 1’on peut étendre les théoremes de la présente section de la
méme fagon que I’on a signalée dans 4,4 pour les théorémes 4,1 —4,3.

Les preuves ne sont pas difficiles, car elles sont analogues aux précédentes.
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