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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 93 (1968), Praha 

SOLUTIONS PÉRIODIQUES 
DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES OPÉRATIONNELLES: 

LA MÉTHODE DES DÉVELOPPEMENTS DE FOURIER 

MIROSLAV SOVA, Praha 

(Reçu le 22 juin 1967, remanié le 10 mars 1968) 

Dans cet article, on cherche à trouver les conditions assez générales sous lesquelles 
les solutions périodiques de l'équation abstraite dans les espaces de Banach de type 

(1) C u"(t) + B u"(t) + A u(t) = g(r, u(t)) 

existent. Cela équivaut à résoudre l'équation (l) sur la circonférence ou sur le tore 
undimensionnel. Le problème se décompose en deux parties. 

D'abord, il faut résoudre le problème linéaire: 

(2) C u"(t) + B u'(i) + A u(i) = h(t). 

Dès que l'on connaît l'intégrale complète de (2) dans un espace convenable des 
fonctions, on peut l'utiliser à résoudre (l) à l'aide d'un théorème sur le point fixe. 

L'outil principal pour résoudre le problème (2), ce sont les développements des 
fonctions périodiques vectorielles en séries de Fourier. Mais cet outil, tout en étant 
formellement très simple, n'est pas sans défauts en ce qui concerne la convergence. 
Pour surmonter les difficultés, il faudra introduire dans la première section plusieurs 
espaces de fonctions vectorielles dont l'espace des fonctions à semivariation bornée 
est considéré ici, semble-t-il, pour la première fois. Dans la deuxième section, on 
introduit la notion de solution généralisée de l'équation (2) et examine sa structure. 
La troisième section est principale pour le problème linéaire (2). On y présente quatre 
modèles pour résoudre ce problème et un théorème d'unicité. 

La deuxième partie de ce travail est constitué par les sections 4 et 5 où l'on revient 
au problème (1). Deux méthodes sont utilisées — une de petit paramètre fondée sur 
le théorème de Banach et l'autre topologique fondée sur le théorème de Schauder. 
Les deux sections sont en effet indépendantes de la section 3 qui montre seulement 
certaines conditions spectrales sous lesquelles les hypothèses des théorèmes des sec­
tions 4 et 5 sont satisfaites. 
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Le présent article ne contient pas des exemples ou des applications, qui seront 
donnés dans un article suivant. 

Signalons seulement que dans ces applications les opérateurs B, C sont le plus 
souvent des multiples de l'identité et A est un opérateur elliptique dans un certain 
espace de fonctions convenablement choisi. 

1. PRÉLIMINAIRES 

1.1. Notations. (1) C et R seront les corps des nombres complexes ou réels resp., 
R+ l'ensemble des nombres positifs, (2) N l'ensemble des nombres entiers et N+ des 
nombres entiers positifs, (3) E, Eu E2,... les espaces de Banach complexes (sauf avis 
contraire) (4) H, Hu H2, ... les espaces de Hilbert complexes, (5) 2+(Eu E2) 
l'ensemble de tous les opérateurs additifs et homogènes définis sur un sous-ensemble 
linéaire non-vide de Ei avec valuers dans E2 (2+(E) = 2+(E, E)), (6) 2(EU E2) 
l'espace de Banach usuel des opérateurs partout définis et continus de 2+(Eu E2) 
((2(E) = 2(E, E)), (7) F* = 2(E, C), (8) A l'intervalle fermé <0, 2TZ>, (9) Mt ~» M2 

l'ensemble de toutes les transformations de l'ensemble Mt dans l'ensemble M2. 
On dira qu'un sous-ensemble X £ F* est déterminant si ||x| = sup |x*x| pour 

x*eX 

tout x e E. On connaît bien que la boule unité {x* : x* e F*, |x*(| g 1} est toujours 
déterminante. 

Pour les autres notions et notations élémentaires, voir [2], chap. 1. 
Une fonction f e A -> E s'appelle périodique sif(O) = f(27c). Notons que f désigne 

toujours une fonction en tant qu'un tout, f(t) la valeur de la fonction f au point 
te A. 

1.2. C(A, E) désignera l'espace de Banach des fonctions continues périodiques 
f e A -* E, muni de la norme usuelle 

ll/l = «/lie = sup 1/(01 . 
teA 

1.3. On dit que la fonction fe A ~» E est à semivariation bornée s'il existe une 
constante c telle que 

0) l_-Xfo)-A-..-i))|£c 
1=1 

pour tout système de points {ty}g de A tel que t0 = 0 < tt < ... < tp„t < tp = 2n 
et pour tout système de constantes {a,}? de Ctel que (a,) S 1 pour j = 1, 2,..., p. 
La plus petite de ces constantes c s'appelle la semivariation de f (dans l'intervalle A) 
et on la désignera par v(f). 

Si l'on remplace (1) par 

(2) i\M-f(tj-i)\*'-
j = 1 
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on en obtient la définition de la fonction / à variation bornée dont la variation sera 
désignée par x>ax (/). 

1.4. Proposition. Toute fonction feA-+E à variation bornée est aussi à semi-
variation borttée et 

(1) »(f)ït>at(f). 

1.5. Proposition. Une fonction fe A -» C est à semivariation bornée si et seule­
ment s'il est à variation bornée. En outre, 

0) p(/) = par( / ) . 

Preuve. La partie „si" résulte de 1,4 et il reste à démontrer la partie „seulement 
si". 

Soit {tj}% une décomposition de A. Sans restreindre la généralité, on peut supposer 
f(tj) — f(tj~x) 4= 0, j = 1, 2,.. . , p. Dans ce cas, choisissons 

a -l/M-/(*;-i)l 
J m - fiti-ù ' 

Alors évidemment \xj\ = 1 et 

I1/(0) - AO-OI = I I «//(0) - /fo-0)l = »(/) • 
i = i 1=1 

Comme la décomposition (fjg était arbitraire, on en déduit .oar (/) <* t>(/), ce 
qui achève la preuve. 

1.6. Lemme. Si fe A~* C et s'il existe une fonction g e A-* C intégrable telle 
quef(t) — f(s) = jl g(x) dt pour tout t, s e A, s ̂  t, alors la fonction f est continue 
à semivariation bornée et 

(i) »(/) = u mdT-
1.7. Proposition. Une fonction f e A -> E est à semivariation bornée si et seule­

ment s'il existe un sous-ensemble déterminant X £ E* et une constante c tels que 
les fonctions x*f sont à variation bornée pour tout x* eX et r>(x*f) S c. En outre 

(1) t.(/) = supo(x*/). 
x*eX 

1.8. V(A, E) sera l'espace de Banach de toutes les fonctions fe C(A, F), qui sont 
à ssmivariation bornée, muni de la norme 

||/|| = ||/||K = m ax( | / | | c ,p ( / ) ) . 

1.9. Proposition. Uensemble {/ :fe V(A, E), \f\v £ 1} est fermé dans C(A, E). 

388 



1,10. Proposition. Si {ak}keN est une suite de E, alors pour tout lu l2 eN, lL _§ /2, 
h 

la fonction £ elktak appartient à V(A, É) et 
k=h 

(1) Ûe-%\\vS2n['i(\k\ + i)2hk\\
2Y'2-

k=h k = h 

h 
Preuve. Ecrivons fi^t) = ]T eiktak pour te A. Il suit de 1,6 que fhh e V(A, E) 

k=h 
et il reste à démontrer (1). 

oo 

Rappelons d'abord que £ l/fc2 = 7r2/6. En vertu de l'inégalité de Schwartz, on 
k = l 

obtient 

(2) l l / M j c ^ I W = E T 7 r i - ( N + i ) N I ^ 
k=h k=h \k\ -F 1 

-r^^rèivT/2[^(lfel + 1 ) 2 W 2 ] 1 / 2 = L--'i(|fc| + - r J --»' 

•S-£[Z(M + -)2kl2]1/2-" 

Ceci étant, on va évaluer t>(/f./2). Suivant 1,7 (1) 

(3) »(/*.._)= supp(x*/ M 2 ) . 
Il**ll = i 

Mais d'après 1,6 et l'inégalité de Schwartz, on a pour tout x* e E* 

(4) v(x*fhh) ï J JX»/ ; , , 2 (T) | dT g V(2«) [Jjx*/i.i2(T)|2 d r j / 2 . 

En vertu de Porthogonalité des fonctions eikt, k e N, on obtient 

(5) f |*Vi'.ia(t)|2 dT = f | S i k e ^ % | 2 dT = f | £ fc^X*ak|
2 dT = 

J_4 J A * = ' I J . 4 * = 'I 

= f ( 1 k k V ^ - ^ x * * ^ , ) dT = 2n § k2(x*a,)2 = 2TT E fc2H|2 . 
J^k,k' = .i fc=/i * = /i 

Les inégalités (3) —(5) impliquent 

(6) »(Ah) ^ .M £ fc2NI2)1/2 • 
k=h 

La preuve est ainsi complète. 
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1,11. Proposition. Pour toutfe V(A, É) et ke N, on a 

2rt 
dт 

|fc| + l l/l. (i) (VUV(T) 
Il J t̂ 

Preuve. L'intégration par parties et 1,7 donnent pour tout x* e E9 (]x*| g 1 et 
k * 0: 

pc* f e~ikxf(x) dT = f e-iktx*/(T) dJ = 
I JA I jjit I 

= I _ f i e--*x-/(t)T"+ 1 f ,-^dx*/(t)| ^~X**f) < TT^Tl D ^ ' 
I L lk Jo & ) A \ |fc| |fc| + 1 

d'où (1). 
Pour k = 0, on a 

ce qui achève la preuve. 
IІÍ /(т)dt 

Л 

S 2я||/lc ś 2 я | / L , 

1.12. Lp(A, F), 1 ^ P < co sera l'espace de Banach des fonctions feA-+E, 
mesurables avec $A ||/(T)||pdT < co, muni de la norme ||/|| = ||/| |L = [J^ | | / (T) | | P . 
.dT] 1 ^. 

On voit que L2(/l, H), où H est un espace de Hilbert, est aussi un espace de Hilbert. 
Au lieu de Lt(A, E), on écrit souvent L(A, E). 
En ce qui concerne l'intégration des fonctions vectorielles, nous nous appuyons 

sur les résultats exposés dans [2] ch. III, § 1, no 3,2 — 3,8. 

1.13. Proposition. C(A, E) est dense dans Lp(A, £), p ^ 1. 

1.14. On dira qu'une fonction f e A -> E est dérivable s'il existe une fonction 
g e L(A, E) telle que/(f) — f(s) = j*s g(x) àx pour tout s, t e A, s S t et Ĵ  g(T) dT = 0. 

Cette fonction g sera désignée par/ ' . 

1.15. Proposition. Si fe A -*> E est dérivable, alors fe V(A, E), / est à variation 
bornée et v(f) S t><*r (/) =* SA ||/'(T)|| dT-

1.16. Posons pour/eL(A , F), r eN+ et 0 = t = 2TT - » : 
r 

f + (l/r) ff + (l/r) 
Г Щ = « Дт)dт, 

et 2я < t <2n 

Г /*2к /•f + (l/r)2тt -i 
г ^ W в r [ j / W d т + J o 1WdтJ 
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1.17. Lemme. Pour tout f s L(A9 E) et r eN+ , la fonction -Tr(/) est dérivable et 

W ||rr(/)M«/|t. 
Pour toutfeL(A9E) 

(2) / ; ( / ) - » / ( r - > o o ) dans L(A9E). 

Preuve. Il est commode de prolonger les fonctions de L(A9 E) périodiquement sur 
tout l'axe réel R. Puis on peut écrire 

/•. + ( l l» M/r 

(3) rr(/)(0 = r l /(T)dT = r j /(* + T)dT. 

Ceci étant, l'inégalité (1) résulte directement de (3). Pour vérifier la dérivabilité, 
posons gr(t) = r[f(t + 1/r) - f(t)]. Alors, 

f gr(x) dT = A ïf (* + -)- /(T)1 dT = r I" f V T + i ) dT - f /(-) dï"! = 0 , 

rgfc) dT = r f I V r + 1 ) - /(T)ldT = r P+(1/r/(T) dT - rf/(t) dT = 
(.( + (l/r) /*s + (l/r) 

= r | / ( T ) d T - r | /(T)dT = r r ( / ) ( t ) - r r ( / ) ( s ) ( 0 = s = . g 2 ; t ) , 

ce qui achève la vérification de la dérivabilité. 
Quant au dernier énoncé, on se sert du théorème de Banach-Steinhaus ([2], 

2,11, 4) en utilisant 1,13, car il est immédiat, en vertu de (3), que Ff(/) - * / pour 
tout f e C(A9 É). 

1.18. Proposition. Pour tout f e L(/l, É)9 il existe une suite {/J.}reiv+ des fonctions 
deux fois dérivables de L(A9 E) telle que \\fr\\L S ||/||L> reN* er/r->/(r-> oo) 
dans L(A9 E). 

Preuve. Il suffit d'utiliser deux fois le lemme 1,17. 

1.19. Lemme. Pour tout fe V(A9 E) et r eN+ , la fonction rr(f) est dérivable et 

(1) \W\ràlflT-
Pour tout f e V(A9 É)9 

(2) rtf)-> f {r ^ CQ) dans C(A9 E) . 

Preuve. On procède comme dans 1,17. La dérivabilité de rr(f) résulte directement 
de 1,17. L'inégalité (1) résulte de 1,17 (3) et (2) est immédiat en vertu de 1,17 (3). 
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1.20. Proposition. Pour tout fe V(A, E), il existe une suite {fr}reN+ de fonctions 
deux fois dérivables de V(A, E) telle que \fr\v S ||/||V> r ~ N+ et fr -»f (r -* co) 
dans C(A, E). 

Preuve. Il faut utiliser deux fois le lemme 1,19. 

1.21. Proposition. Soit feL(A,E). Si jA e~ikx f(T) dr = 0 pour tout keN, 
alors f est nulle presque partout. Si jA e~iktf(r) dr = 0 pour k e N, k 4= 0, alors f 
est presque partout constante. 

Preuve. D'après le théorème de Weierstrass, les polynômes trigonométriques 
n 

Y, ccke~ikt constituent un sous-ensemble dense dans C(A, C). On en déduit sans 
k--n 

peine que jA q>(T)f(T)dT = 0 pour tout q>eC(A, C). Ceci entraîne de plus que 
JA <KT)/(T) dr = 0 pour toute fonction q> e A -> C mesurable et bornée. De là on 
déduit aisément que l'intégrale indéfinie de f est identiquement nulle. Il résulte de [2] 
th. 3.8.5, corr. 2 que f est presque partout nulle ce qui est la première assertion. La 
seconde en suit immédiatement. 

1.22. Lemme. Soit m = 0,1,2,... Si fe L(A, E) est m-fois dérivable, alors 

(1) (ifc)m f e~iktf(T)]dT = f e-ifcTf(m)(T) d i . 

J A J A 
Preuve. Il suffit d'intégrer m-fois par parties. 

1.23. Proposition. Sife L(A, E) est deux fois dérivable, alors 

(1) J - t e*'f * -* / ( - ) dt->/( .) (n-*oo) 
2%k~-n JA 

dans C(A, E). 

Preuve. Compte tenu de 1,22 (1), on a pour keN: 

2% I -ikt /(т) dт 
(1*1 + !) 2 f(2,|^ 

ce qui nous garantit la convergence du premier membre de (1) dans C(A, E) vers une 
fonction g. 

Pour tout leN, on obtient grâce à l'orthogonalité des fonctions eikt, keN: 

f e~ihg(T) dr = — S f e~ilxeikx dt f e~ik° f(a) éa = [ e~iirf(T) dx , 
J^ 2%k^JA JA JA 

d'où, d'après 1,21, g' = f. 

392 



1.24. Proposition. Si {#*}*€# est une suite de H, alors pour tout lx, l2 e N, lt ^ l2, 
h 

la fonction £ eiktak appartient à L2(A, H) et 
k=h 

Il I e*'ak\\l2 = 2n £ ||a,f . 
fc=*l k=h 

Preuve. C'est une conséquence de l'orthogonalité des fonctions elkt, keN. 

1.25. Proposition. SifeL2(A,H), alors 

U^WÙA II J 

1.26. Proposition. Si fe L2(A, H), alors 

1 £ eikt f 6-i*/(T) dT ^ f(t) (n _> oo) 
2Kk=-n JA 

dans L2(A, H). 
Les preuves des propositions 1,25 et 1,26 sont analogues à celles classiques si 

l'on substitue le produit scalaire à la multiplication des nombres. 

Remarque. On peut aussi considérer l'intervalle A = <0, In} comme la circon­
férence en identifiant les points 0 et 2n. Les fonctions périodiques continues sur A 
sont simplement les fonctions continues sur la circonférence. Cela explique la condi­
tion de la périodicité dans beaucoup de définitions précédentes. Tous les espaces que 
nous avons introduits ci-dessus peuvent être considérés d'une façon naturelle comme 
le espaces des fonctions sur la circonférence. 

1.27. L'ensemble de toutes les fonctions q> e A -* Cqui sont indéfiniment dérivables 
sur A et dont toutes les dérivées sont périodiques sera désigné par K°°(A). 

1.28. Le trio d'opérateurs A, B, C e Q+(E) s'appelle trifermé si xr e %>(A), yr e $(£), 
zr e X>(C), r e N+, xr -» x, yr-+ y, zr-+ z et Axr + Byr + Czr -+ q (r -> oo) 
entraîne x e T)(A), y e T>(B), z e Î)(C) et Ax + By + Cz = q. 

1.29. Proposition. Si Vun d'opérateurs A, B, Ce Q+(É) est fermé et les deux 
autres sont de 2(É), alors le trio A, B, C est trifermé. 

2. SOLUTIONS PÉRIODIQUES ET LEUR STRUCTURE 

2,1. Soit A, B,Ce 2+(E), U, h e A -• E. On dit que la fonction u est une solution 
du problème périodique pour A, B, C, excitée par h, si (I) u,he L(A, E), (II) $A q>(x) . 
. u(x) dx e T>(A), $A <p'(x) u(x) dx e t)(B) et $A <p"(x) u(x) dx e Î>(C) pour tout <pe 
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6 K"(A), (III) C($A <p"(x) u(x) àx) - B(U <p'(r) u(x) dx) + A(jA <p(x) u(x) àx) = 
= SA <KT) M T ) dT P o u r t o u t 9 e K°°(A). 

2,2. Lemme. Pour toutfeL(A, E), n = 1, 2 p e K°°(A), i/ existe une fonction 
^neKai(A)telUque 

£<P(i)(x) T„(/) (T) dT = £ ^ ' > ( T ) f(x) dx 

pour tout 1*0 ,1 ,2 , . . . 

Preuve. Supposons les fonctions / et q> prolongées périodiquement sur l'axe R. 
On peut écrire (cfr. 1,17 (3)) 

• i \cp«\x) rn(f) (T) dT = [ ( f V > ( T ) / ( T + a) d<r) dx = 

= f" ( f '̂Wfr + ff) d T ) dff Œ f'" ( f *(°(* - *)/(T) dt) d«r = 

= £ ( f V>(* " *) da)/(T) dT = £ ( £ f V t ~ *) da)/(T) dT . 

Il suffit de prendre ^B(T) = Jo/n cp(x — a) da. 

2.3. Théorème d'approximation. Soit A,B,Ce 2+(E) et u,heA-»E. Si ue 
e L(A, E) est une solution du problème périodique pour A, B, C, excitée par h e 
eL(A,E), il existe deux suites {un}neN+, {hn}neN+ de L(A,E) telles que un--*u, 
hn-+ h (n -» oo) dans L(A, E), u„, hn sont des fonctions dérivables et un est une 
solution du problème périodique pour A, B, C, excitée par hn, pour tout n = 1, 2, . . . 

Preuve. Posons utt = rn(u), hn = rn(h), neN+. 

Notre théorème résulte immédiatement de 1,17 et 2,2. 

2.4. Ecrivons Q(Ï) = [ J | T 1<I exp -1/(1 - T2)dT]_1 exp -1/(1 - t2) pour \t\ = 1 
et ç(t) = 0 pour \t\ = 1. On vérifie aisément que Q est une fonction indéfiniment 
dérivable avec support \t\ S 1- En outre, Q est non-négative et J ï ^ O(T) dT = 1. 

2.5. Lemme. SifeL(A, E), on a pour presque tout t e A 

(1) n f ^(n(f ~T))/(T)dT-^/(r) (n - oo). 

Preuve. Pour feL(A, É) et n = 1, 2,.. . , on pose Qn(f) (t) = n $A Q(n(t - T)) . 
J(x)dx(teA). 
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On voit aisément, en vertu de 2.4, que 

(2) IQMUSML-

Supposons maintenant que fe C(A9 E). Soit / prolongée périodiquement sur tout 
l'axe R. Alors, on peut écrire Qn(f) (t) = n §A Q(nx)f(t - T) dT, d'où on obtient (1) 
en utilisant la continuité uniforme de / (prolongée sur R). 

Comme C(A9 É) est dense dans L(A9 E) (voir 1,13), on obtient en vertu de (2) et du 
théorème de Banach-Steinhaus que Qn(f) -* / (n -* oo) dans L(A9 E) pour tout 
feL(A9E). 

Mais ceci entraîne que Qn(f) -> / presque partout sur A9 ce qui était à vérifier. 

2.6. Premier théorème de localisation. Soit A, Be 2+(É)9 u9he A-+ E. Si le 
trio d'opérateurs A9B90 est trifermé, u est une fonction dérivable de L(A9É)9 

h e L(A9 E) et u est une solution périodique pour A9 B, 0, excitée par h9 alors, pour 
presque tout t e A9 u(t) G T>(Â), u'(t) e î>(£) et Bu'(t) + A u(t) = h(t). 

Preuve. Suivant 2,5, il existe un sous-ensemble négligeable S c A tel que 

(1) n Q(n(t - T)) h(x) dx -+ h(t) (n -• ob) , 

(2) n Q(n(t - T)) W(T) dT -• u(t) (n -+ oo) , 

(3) n Q'(n(t <- T)) W(T) dT -» u'(t) (n -> oo) 

pour tout t G A \ S. 
Soit t G A \ S, 0 < t < 2% et posons (pn(s) = nQ(n(t — s)) pour n e N, s G A. On 

voit que, pour n suffisamment grand, la restriction q>n | A e K°°(/l) et, par suite» 
U (Pn(t) u(x) dT G V(A)9 $A cp'n(x) u(x) àx G D ( B ) et ~B j A (p'n(x) u(x) dx + A $A <pn(x). 
. u(x) dx = §A (pn(x) h(x) dx. Comme le trio d'opérateurs A9 B9 0 est trifermé, on 
obtient le résultat voulu en augmentant n indéfiniment et en utilisant (l) —(3). 

2.7. Second théorème de localisation. Soit A9B9Ce 2+(E)9 u9he A-+ E. Si le 
trio d'opérateurs A9 B9 C est trifermé, u est une focntion deux fois dérivable de 
L(A9 E)9 heL(A9E) et u est une solution du problème périodique pour A9B9 C, 
excitée par h9 alors, pour presque tout te A9 on a u(i) G î>(-4), u'(t) G T>(B)9 u"(t) e 
G $(C), C u"(t) + B u'(i) + A u(t) = h(t). 

La p r e u v e est tout à fait analogue à celle de 2,6. 

2.8. Théorème de lissage. Soit A,B9Ce£+(E), u,v,heA-+E. Si (a) les 
opérateurs —k2C + ifc£ + A sont biunivoques pour keN, (b) la fonction h G 
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kєN 

e L(A, E) est dérivable, (c) les fonctions u,ve L(A, É) sont des solutions du problème 
périodique pour A, B, C, excitées par h et h' resp., alors u est dérivable et u' = v. 

Preuve. Ecrivons ak = jA e~ikx u(x) dx, bk = §A e~ikx v(x) dx et ck = jA e~ikx h(x) dx, 
eN. 
Comme les fonctions e~ikx appartiennent à K°°(A), on obtient aisément 

(1) (-fc2C + ikB + A)ak = ck, 

(~fc2C + ikB + A)bk = ikck, 

car §A e~lkx h'(x) dx = ikck, keN. 
Il suit de l'hypothèse (a) et de (1) que 

(2) ikak = bk. 

Posons v(t) = J0 v(x) dx. 
Ensuite, d'après (2), 

(3) v(0) = 0, v(2n) = f *v(T)dT = b0 = 0. 

Maintenant, d'après (3), J4 e~ikx v(x) dx = J^ e~ikx J0
T v(a) da dx = (l/ifc) J^ e~{ 

. v(T)dT = bk\ik = ak pour tout fceN, fc 4= 0, d'où résulte, en vertu de 1,21, q 
u — v est constante, ce qui équivaut à w' = v. 

que 

3. EXISTENCE ET UNICITÉ DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES 
DES ÉQUATIONS LINÉAIRES 

3.1. Soit {Tfc}fe6iv une suite d'opérateurs de £(£). On y associe une suite {P„}ne2v+ 
d'opérateurs de 2(L(A, E)) de la façon suivante: pour fe L(A, E), t e A et n e N+, 
on pose 

p-(/) {t) = hÂneik% ( j ; " i f e t / ( T ) dT) * 
3.2. Lemme. Pour tout n e N+, on a Pne 2(L(A, E), V(A, E)). 

3.3. Lemme. Si £ ||Tk|| < oo, alors (a) la suite {Pn}neN+ est convergente dans 
keN 

respace £(L(/1, E), C(A, E)), 

oo iw/)«c= î mm*. 
k~-n 

pour toutfe L{A, É) et n eN+. 
La preuve est presque évidente. 
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3,4. Lemme. 5/ £ ||Tk||
2 < oo, alors (a) la suite {P„}nsN+ est convergente dans 

keN 

l'espace 2(V(A, E)), 

00 IInf)\\v < -*[ t \\Tk\n
12 \f\r 

k=-n 

pour fe V(A9 F), n € N + . 

Preuve. Posons ak = $A e~ikx f(x) dt (fe V(A9 F), k e N). 

0) 

Rappelons d'abord que, suivant 1,11, 

n il ^ 271 

*k\\ ^ 
\k\ + inJvr 

Ensuite, d'après (1) et 1,10, pour ll9 l2 eN9lx S h 

Il £ e*'Tkak\v < 2n[ £ (|fc| + l)2 | |TA||T2 < 

< 2< Z (|*| + 1Y IÎ H2 H|2]1 / 2 < 4*2[ | HT,!2]1/2 ||/|K, 
/C=h fc=^! 

d'où immédiatement (a), (j8). 

3.5. Lemme. Si £ ||7i(|2 < °o> a/ors (a) /a suite {Pn}meN+ e$t convergente dans 
keN 

Vespace £(L2(A, H), C(A, H)), 

00 ! l^( / ) | | c^[E Il^li231/2ll/IU, 
fc=-w 

pour tout f e L2(A9 H)9 n e N + . 

Preuve. Soit {ak}fceJV comme dans 3,4. Suivant 1,25, on a [ £ | |a k | | 2 ] 1 / 2 S 2rc||/||L2. 
keN 

Ensuite, l'inégalité de Schwartz donne 

||ieik'T,aft||c<|;||TA||<|:||TJ||a4< 
k=h k = h k=h 

< t z HIT2 [ i NI2]I /2 < H î \\Tk\n
!2 v u . 

* = i l fc=il k = i ! 

d'où l'on obtient aisément (a), (j8). 

3.6. Lemme. Si sup l lrJ < oo, alors (a) la suite {Pn(f)}neN+ est convergente dans 
keN 

L2(A9 H) pour tout f e L2(A9 H), 

00 ||^(/)BL2^(sup||rk||)||/||L2 
keN 

pour tout feL2(A9 H)9 neN+. 
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Preuve. Soit {ak}keN comme dans la preuve de 3,4. En utilisant 1,24 et 1,25, on 
en déduit pour lu l2eN, lt g \2\ 

^ Hf P IN) [ I KIT 2 ^ -*(suP |rt|) «f||i2, 
keN k-lt keN 

d'où on obtient (a), (jS). 

3.7. Lemme. Si les opérateurs Tk,keN sont compacts et la suite {hr}reN+ est bornée 
dans L(A, E), alors la suite {Pn(hr)}reN+ est compacte dans V(A, E) pour tout n e N+. 

Preuve. Ecrivons akr = $A eikx hr(x) dt et soit neN+ fixe. Comme Tk, keN, 
sont compacts, on peut trouver rj e N+ pour tout j eN+ tels que rs -> oo (j -> oo) 
et que les suites {Tkakrj}jeN+ sont convergentes pour tout fceN, -n ^ h S "• 
Ainsi la suite {Pn(Kj)}jeN+ es* évidemment convergente dans V(A, E) et cela achève 
la preuve. 

3.8. Théorème d'existence pour le problème périodique de la classe (/,.) dans les 
espaces de Banach. Soit A, B,C,0e £+(£). Si (a) le trio d'opérateurs A, B, C est 
trifermé, (b) les opérateurs -k2C + ikB + A sont biunivoques et (~k2C + 
+ ifcB + A)~l e2(E) pour keN, (c) 0 est un opérateur fermé, (d) 0(-k2C + 
+ ifcB + A)~le2(E) pour keN, (é) 

(1) £||(-~fc2C + ifc£ + ,4)-1|| < o o , 
keN 

(2) Y,\\0(-k2C + ikB + A)-^ < oo, 
*ЄN 

alors, pour tout h e L(A, E), il existe une solution u e C(A, É) du problème pério­
dique pour A, B, C, excitée par h, telle que 

(3) Hc£[I\\(~k2C + ikB + Ay*\\]\\h\\L, 
JceN 

0u e C(A, E) et 

(4) \Ou\c = [ I \\&(~k2C + ifcB + A)-'|] | |h |L. 
kєN 

Preuve. 1° Ecrivons ak = $A e~ik1 h(r) dt, fceJV et fc„(0 = (-/2n) I «"'a** 
te A, neN+. *=-« 

2° Soit Tk = (-fc2C + ifcB + A)-1, keN et {P„}neJV+ la suite associé à {Tk}keN 
d'après 3,1. 

3° La suite {PI1}BeJV+ est convergente dans l'espace 2(L(A, É), C(A, É)). 
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Cela résulte de 3,3 et de (l). 
4° Posons P = lim P„ (au sens de 4°). 

5° Pour tout \eL{A,E): P(h)eC(A,É) et \\P(h)\\c £ [ £ | | ( -k 2 c + &B + 
+ A)-1||]Ih|t. 

Cela résulte de (1), 3,3 et 3°. 
6° Pn(h) est une solution du problème périodique pour A, B, C, excitée par hn, pour 

tout heL(A, E), n e N + . 
7° Pour tout h e L(A, E), P(h) est une solution du problème périodique pour 

A, B, C, excitée par h. 
D'abord, soit h deux fois dérivable. Ensuite, d'après 1,23, hn -» h (n -+ oo) dans 

C(A, E). Vu 3°, Pn(h) -• P(h) (n -> oo) dans C(A, E). Comme le trio d'opérateurs 
A, B, C est trifermé, on obtient 7° de 6° en passant à la limite. 

Dans le cas général h e L(A, E), soit {gr}reN+ une suite de L(A, E) telle que, d'après 
1,18, gr -+ h (r -» oo) dans L(A, E) et les fonctions gr, r e N+ sont deux fois dérivables. 
l?at conséquent, P̂ g.,") est une solution du problème périodique pour A, B, C, excitée 
par gr, r eN+ . Mais P(gr) -» P(h) dans C(A, E) d'après 3° et il suffit de nouveau de 
passer à la limite r -» oo. 

8° Soit {Qn}neN+ la suite associée à {OTk}keN d'après 3,1. 
9° La suite {Qn}neN+ est convergente dans l'espace 2(L(AE), C(A, E)). 
C'est une conséquence immédiate de 3,3 et (2). 
10° Posons Q = lim Qn (au sens de 9°). 

n-»oo 

11° Pour tout h e L(A, E): Q(h) e C(A, E) et ||Q(h)||c = [ £ |<-K-fc2C + ikB + 

^ ro iNL . 
Cela résulte de (2), 3,3 et 10°. 
12° P(h) (t) e X>(<9) et 0 P(h) (t) = Q(h) (t) pour tout t e A, heL(A, E). 
On vérifie aisément que l'assertion 12° est vrai pour Pn(h) et Qn(h). Comme 0 est 

fermé, il suffit de passer à la limite n -> oo. 
13° Conclusion. Les assertions de notre théorème sont contenues dans 7°, 5°, 12° 

et 11°, si l'on écrit u = P(h). 

3,9. Complément sur la compacité. Soit A, B, C, 0 e fi+(£). Si les hypothèses 
(a)-(e) de 3,8 ont lieu et (f) les opérateurs (~fc2C + ikB + A)~l, 0(-k2C 
+ ikB + A)"1 sont compacts pour keN, alors, pour toute suite bornée {hr}reN+, 
de L(A, E), il existe une suite {ur}reN+ des solutions du problème périodique pour 
A,B, C, excitées par hr, r€N+ resp., telle que ure C(A, E) pour r e N + , la suite 
{ur}reN+ est compacte dans C(A, E), 0ur e C(A, E) pour r e N+ et la suite {0ur}reN+ 

est compacte dans C(A, E). 

Preuve. On continuera la preuve de 3,8: 
14° Les opérateurs P, Q sont des opérateurs compacts de fl(L(A, E), C(A, E)). 
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D'après 3,7, les opérateurs Pn9 Qn9 n e N+ sont des opérateurs compacts de 
2(L(A9 E)9 C(/l, E)) et, d'après 3° et 9°, Pn -> P, Qn -> Q (n -> oo) dans l'espace 
£(L(A, F), C(A, E)), d'où notre assertion. 

15° L'assertion de notre complément est contenue dans 14e, 7° et 12°. 

3,10. Théorème d'existence pour le problème périodique de la classe (/2) dans les 
espaces de Banach. Soit A9 B9C9& e 2+(E). Si les hypothèses (a) — (d) de 3,8 ont 
lieu et (e) 

(1) ^ I K - F C + ikB + A)-1!2 < oo, 
keN 

(2) X ||<9(-k2C + ikB + A)"1!2 < oo , 
keN 

alors9 pour tout h E V(A9 E)9 il existe une solution u e V(A9 E) du problème pério­
dique pour A9 B9 C, excitée par h9 telle que 

(3) \\u\\v ^ - * [ I I(-fc2C + ifcfl + A)-l\\2Y12 \\h\\y, 
keN 

u є V(Л, E) et 

(4) ||0«||K ^ -« E ||o(-fe2C + ikB + ATI2]1'2 \\h\\v • 
keN 

Preuve. 1°, 2° comme dans 3,8. 

3° La suite {Pn}neN+ est convergente dans l'espace fi(V(A, E)). 

Cela résulte de 3,4 et (1). 
4° Comme dans 3,8. 
5° Pour tout h e V(A, E): P(h) e V(A, E) et 

i iph i i^ [ i : ( i (~k 2 C + ikB + A)-iii2]i/2(ihiiF. 
keN 

Cela résulte de (l), 3,4 et 4°. 
5°° Pour toute suite bornée {hr}reN+ telle que ||hr||L -> Of;r -> oo), on a (|P(hr)||F -> 

-> 0 (r -> oo). 
Soit 6 > 0. Il résulte de 3° qu'il existe un n0eN9 tel que \\Pno(hr) - P(hr)j|K S ej2 

pour tout reN+. Il s'ensuit de 3,2 qu'il existe un r0eN+ tel que ||PMo(Ar) K = e/2 
pour r *> r0. Donc, ((^(/Î,.)!^ ^ s pour r ^ r0 ce qui était à démontrer. 

6° Comme dans 3,8. 
7° Pour tout h e V(A9 E)9 P(h) est une solution du problème périodique pour A, B9 

C, excitée par h. 
D'abord, soit h G V(A, E) deux fois dérivable. Ensuite, d'après 1,23, hn -> h (n -> oo) 

dans C(A9 É). Vu 3°, Pn(h) -> P(h) (n -> oo) dans V(A, É) ce qui entraîne aussi dans 
C(A, E). Comme le trio A, B, C est trifermé, il suffit de passer à la limite n -> oo sous 
l'usage de 6°. 
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Dans le cas générale de h e V(A, E), soit {gr}rçN+ une suite de V(A, E) telle que, 
d'après 1,20, gr -> h (r -+ oo) dans C(A, F), ||0,||F g ||^||K et les fonctions gr sont 
deux fois dérivables pour tout reN+. Comme on vient de démontrer, P(gr) est une 
solution du problème périodique pour A, B, C, excitée par gr, reN+. Mais, d'après 
5°°, P{dr) -* P(h) (r -* °°) d a n s V(A9 E) et, par suite, aussi dans C(A, E) et il suffit 
donc de nouveau de passer à la limite r -» oo comme ci-dessus. 

8° Comme dans 3,8. 

9° La suite {Qn}neN+ est convergente dans l'espace fi(V(/l, É)). 
Conséquence de 3,4 et (2). 

10° Comme dans 3,8. 

11° Pour tout h e V, Q(h) e V(A, E) et ||Q(h)||V S [ £ ||6>(-k2C + ikB + 

+ A)-^]^||hfK. 
Cela résulte de (2), 3,4 et 10°. 

11°° Pour toute suite bornée {hr}reN+ de V(A, E) telle que \\hr\\L -> 0 (r -> oo), 
on a \\Q(hr)\\v-+0 (r-* co). 

La preuve est analogue à celle de 5°° en vertu de 9°. 

12° Comme dans 3,8 avec h e V(A, E). 

13° La conclusion est la même que dans 3,8. 

3,11« Complément sur la continuité. Soit A, B, C, 0e2+(E). Si les hypothèses 
de 3,10 ont lieu, alors pour toute suite bornée {hr}reN+ de V(A, E) telle que \\hr\\L -* 0 
(r —:• oo), il existe une suite {ur}reN+ de solutions du problème périodique pour 
A, B, C, excitées par hr, r e N+ resp., telle que ur e V(A, E), pour r e N+, ||Mr||K -• 0 
(r -> oo), 0ure V(A, E) pour reN+ et ||6>wr||K -> 0 (r.-> oo). 

Preuve. Ce complément n'est qu'une paraphrase des points 5°° et 11°° de la 
preuve de 3,10. 

3,12- Complément sur la compacité. Soit A, B, C, 0 e fi+(F). Si les hypothèses 
(a) —(e) de 3,10 et Vhypothèse (f) de 3,9 ont lieu, alors, pour toute suite bornée 
{hr}reN+ de V(A, E), il existe une suite {ur}r€N+ de solutions du problème périodique 
pour A,B,C, excitées par hr, reN+ resp., telle que ureV(A,É) pour reN+, 
la suite {ur}reN+ est compacte dans V(A, É), 0ure V(A, E) pour reN+ et la suite 
{Our}reN+ est compacte dans V(A, E). 

Preuve. On continuera la preuve de 3,10. 

14° Les opérateurs P, Q sont des opérateurs compacts de fi(V(/l, E)). 
D'après 3,7, les opérateurs Pn, Qn sont compacts dans fi(V(A, E)) pour tout n e N+, 

car tout ensemble borné dans V(yl, E) est aussi borné dans L(A, E). D'autre part, 
d'après 3° et 9°, Pn-+P, Qn-*Q(n-+ oo) dans l'espace de Banach fi(V(A, E)) ce 
qui garantit 14°. 

15° L'assertion du second complément est contenue dans 7°, 12° et 14°. 
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3,13. Théorème d'existence pour le problème périodique de la classe (l2) dans les 
espaces de Hilbert. Soit A, B,C, 0 € £+(H). Si les hypothèses (a)—(e) de 3,10 ont 
lieu avec H au lieu de E, alors, pour tout h G L2(A, H), il existe une solution u e 
G C(A, H) du problème périodique pour A, B, C, excitée par h, telle que 

(3) Hc^iK-^ + M + ̂ i r M i , . 
keN 

0u e C(A, H) et 

(4) M e s [ £ \\e(-ec + ikB + An2]1'2 l*lk • 
keN 

Preuve. 1°, 2° comme dans 3,8. 
3° La suite {Pn}neN+ est convergente dans l'espace 2(L2(A, H), C(A, H)). 
Cela résulte de 3,5 et 3,10 (l). 
4° comme dans 3,8. 
5° Pour tout h G L2(A, H), P(h) e C(A, H) et 

I I W f c ^ [ I ^ 
keN 

Cela résulte de 3,5 et 3,10 (1). 
5°° Pour toute suite bornée {hr}reN+ de L2(AL, H) telle que ||ftr||L -* 0 (r -> oo), 

on a ||P(hr)||c - 0 (r -> oo). 
On utilise le même procédé que dans 5°° de la preuve 3,10. 
6° comme dans 3,8. 
7° Pour tout h € L2(A, H), P(h) est une solution du problème périodique pour 

A, B, C, excitée par h. 
On procède pas à pas comme dans le point 7° de 3,8. 
8° Comme dans 3,8. 
9° La suite {Qn}mN+ est convergente dans l'espace 2(L2(A, H), C(A, H)). 
Cela résulte de 3,5 et 3,10 (2). 
10° Comme dans 3,8. 
11° Pour tout h e L2(A, H): Q(h) G C(A, H) et 

\\Q(h)\\c s [E \\e(-ec + iks + A)-*1>F2 Nk• 
keN 

Cela résulte de 3,5 et 3,10(2). 
11°° Pour toute suite bornée {hr}reN+ de L2(Ai, H) telle que ||fcr||L -> 0 (r -+ oo), 

on a fC-rlc -* 0 (r -> oo). 
On procède comme dans 5°° en vertu de 9°. 
12° Comme dans 3,8 avec h G L2(A, H). 
13° La conclusion est la même que dans 3,8. 
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3.14. Complément sur la continuité. Soit A, B,C, ©e 2+(E). Si les hypothèses 
de 3,13 ont lieu, alors pour toute suite bornée {hr}reN+ de L2(A, H) telle que \\hr\\L -• 
-» 0 (r -> oo), il existe une suite {ur}reN+ des solutions du problème périodique pour 
A, B, C, excitées par hr, reN+ resp. telle que ur e C(A, E) pour r e N+, \\ur\\c -• 0 
(r - oo), 0ureC(A, E) pour reN+, \\0ur\\c -> 0 (r -> oo). 

Preuve. L'énoncé est contenu dans les points 5°° et 11°° de la preuve précédente. 

3.15. Complément sur la compacité. Soit A, B, C, Se 2+(É). Si les hypothèses 
(a) —(e) de 3,12 et (f) de 3,9 ont lieu, alors, pour toute suite bornée {hr}reN+ de 
L2(A, H), il existe une suite {ur}reN+ de solutions du problème périodique pour 
A, B, C, excitées par hr, reN+ resp., telle que ure C(A, H) pour reN+, la suite 
{ur}reN+ est compacte dans C(A, H), 0ur e C(A, H) pour reN+ et la suite {0ur}reN+ 

est compacte dans C(A, H). 

Preuve. On continuera la preuve de 3,13. 

14° Les opérateurs P, Q sont des opérateurs compacts de 2(L2(A, H), C(A, H)). 
D'après 3,7, les opérateurs Pn, Qn sont des opérateurs compacts de 2(L2(A, H), 

C(A, H)) pour tout neN+, car les ensembles bornés dans L2(A, H) sont aussi 
bornés dans L(A, H). D'après 3° et 9°, Pn-*P,Qn-+Q dans l'espace 2(L2(A, H), C(A, H)) 
ce qui donne 14°. 

15° L'assertion du complément est contenue dans 7°, 12° et 14°. 

3.16. Théorème d'existence pour le problème périodique de la classe (l^) dans les 
espaces de Hilbert. Soit A, B, C, 0e2+(E). Si les hypothèses (a) — (d) de 3,8 ont 
lieu avec H au lieu de E et (e) 

(1) sup ||(-fc2C + ikB + ^)""1 | | < oo , 
keN 

(2) sup ||<9(-fc2C + ifcB + A)"1! < oo , 
keN 

alors, pour tout h e L2(A, H), il extiste une solution u e L2(A, H) du problème 
périodique pour A, B, C, excitée par h, telle que 

(3) M L . è (sup ||(-fe2C + ifcB + A)"1!) \\h\\L2, 
keN 

0u e L2(A, H) et 

(4) ||<9u||L2 g (sup ||6>(-fc2C + ikB + A)-1)]) ||h||L2. 
keN 

Preuve. 1°, 2° comme dans 3,8. 

3° La suite {Pn(h)}neN+ est convergente dans L2(A, H) pour tout h e L2(A, H). 
Cela résulte de 3,6 et (l). 
4° Comme dans 3,8. 
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5° Pour tout heL2(d,H), P(h)eL2(A, H) et |P(h)|t2 g (sup |(-fc2C + ifcB + 
+ A)-1\\)\\Hu-

6°-8° Comme dans 3,13. 
9° La suite- {Qn(h)}nef,+ est convergente dans L2(A, H) pour tout h e L2(A, H). 
Cela résulte de 3,6 et (2). 
10° Comme dans 3,8. 
11° Pour tout heL2(A,H), Q(h) e L2(A, H) et ||Q(h)||L2 ^ (sup ||0(-fc2C + 

+ ikB + A)-ll)\\h\\Ly 

C'est une conséquence de 3,6 et (2). 
12°, 13° Comme dans 3,13. 

Remarque 1. Nous avons examiné quatre modèles de la théorie d'existence pour 
les solutions périodiques de l'équation C u"(t) 4- B u'(i) -F A u(i) = h(t). On peut 
classifier ces quatre modèles de deux points de vue. L'un concerne le comportement 
de la suite spectrale ( —fc2C -f ikB F A)"1 et l'autre concerne le type d'espace. La 
différence qui existe entre les espaces de Banach généraux et les espaces de Hilbert 
est profonde, car dans les espaces de Hilbert on peut directement utiliser l'orthogo-
nalité des fonctions eikt, keN9 xeH. 

Dans le premier modèle 3,8, on suppose que l'espace est un Banach général, mais 
la restriction concernant la suite spectrale est assez sévère. On suppose que ses 
normes appartiennent à (lt). La spécialisation aux espaces de Hilbert n'apporte 
aucune simplification ou renforcement du résultat. 

Les deux modèles centraux 3,10 et 3,13 sont bien proches, le deuxième concerne 
les espaces de Banach généraux, le troisième les espaces de Hilbert, les hypothèses 
étant dans les deux cas les mêmes, c'est-à-dire que les normes de la suite spectrale 
Appartiennent à (/2). On voit que le résultat est (en un certain sens) plus simple et plus 
fort dans le troisième modèle. 

Le quatrième modèle 3,16 s'applique exclusivement aux espaces de Hilbert, les 
hypothèses étant les plus faibles de tous les quatre cas, puisque les normes de la suite 
spectrale appartiennent à (/œ). Mais si l'on abandonnait les espaces de Hilbert, on 
perdrait, semble-t-il, tout le résultat. 

Notons encore que le théorème d'existence pour le quatrième modèle 3,16 peut 
être inverti (les hypothèses sont aussi nécessaires) dans le cadre des espaces de Hilbert. 
Par contre le complément compact" (cf. 3,9, 3,12, 3,15) ne peut être construit dans ce 
cas (la convergence de la suite Pn dans 3,16 n'est pas uniforme). 

Remarque 2. Si l'on traduisait les résultats de Staude [1] dans le cadre abstrait 
(ce qui n'apporte aucune difficulté), on verrait (au moins pour le cas linéaire) que le 
problème considéré par lui peut être subordonné à notre modèle abstrait 3,8. Il 
suffit de choisisr convenablement l'espace E et les opérateurs A, B, C ce qui est facile. 
L'auteur ne connaît aucune autre application du théorème 3,8, le plus restrictif en ce 
qui concerne le comportement asymptotique de la suite spectrale. 
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3.17. Théorème d'unicité pour le problème périodique. Soit A,B,Ce2+(E), 
u, he A -+ E. Si (a) comme dans 2,8, (b) h est presque partout nulle, (c) u e L(A, £) 
est une solution du problème périodique pour A, B, C, excitée par h, alors u est 
presque partout nulle. 

Preuve. Prenant cp(x) = e"ikx, fceN, on obtient selon 2,1 

(-k2C + ikB + A) (\ e~ikx u(x) dx J = 0 , 

d'où §A e~ikx u(x) àx = 0, ce qui donne notre résultat en vertu de 1,21. 

3.18. Un espace de Banach #(A, £) s'appelle un espace standard des fonctions 
de A -> £ si 

(I) <P(A, E) s L(A, E), 

(II) il existe une constante cx telle que pour tout /e <P(A, E) 

< c i | | / | | ф > 

(III) pour tout x e £ et k e N la fonction eiktx appartient'à #(A, E), 

(IV) il existe une constante c2 telle que pour tout x e £ et k e N 

II^IU ̂  --N • 
Si #(A, £) est un espace standard et q = 0, 1, 2, . . . on désignera par <P(q)(A, É) 

l'ensemble {/ : /est q-fois dérivable au sens de 1,14 e t / 0 ) e #(A, £), j = 0 ,1 , . . . , q) 
La norme dans <Piq)(A, E) soit définie par 

11/11*.,= max (\\fij%). 

On peut vérifier facilement que les espaces C(A, E), V(A, E), Lp(A, E), 1 g, p < oo 
sont standards. 

3.19. Les lemmes et théorèmes 3,3 — 3,16 peuvent être généralisés. Nous avons 
préféré une présentation plus simple ci-dessus, qui montre les traits essentiels, et 
maintenant, nous allons montrer, à titre d'exemple, les généralisations du lemme 3,4 
et des théorèmes 3,10, 3,11 et 3,12. Les autres lemmes et théorèmes en question 
peuvent être étendus d'une façon analogue. 

3.20. Lemme. Soit q = 0, 1, 2, . . . Si £fc2*||Tfc||2 < oo, alors pour tout m = 
= 0 1 2 k*N 

\j, x, z., . . . 

(a) la suite {Pn}nBN* est convergente dans Vespace £(V(m\A, E), V(m+*>(A, £)), 

(P) \\P«(f)\\v^<> = H t fc21r*|2]1/2 Wfivw pourfe V<"\A, E), neN*. . 
&-= - n 
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Preuve. Posons ak =* U e~ikxf{x)àx pour fe V(m\A, É), keN. D'après 1,22, 
(—ik)ma — f e

-illt/(m)(T) dT, d'où, en vertu de 1,11, 

<o . ifN-j^il^i'-ji^W--,-
Ensuite, d'après (1) et 1,10, pour lu l2eN, lt =" l2 et; = 0,1,..., m + q: 

ne ë ^**rr*«*)o>ik = il ë (ïfcy ^"-T^^II- . ̂  

= 2< i (|fc| + 1)2| k%akfY
12 = 

= 24i(|fe| + i)2fc2 lTA |T2^ 
k~h 

^24i(|fc| + i)2fc2lTt|HK||T2 = 
k = h 

= 2<i( | fc | + l)2fe2(m+*)||T/;||
2||at[|

2]1/2 = 
k=lt 

= 24i((|fe| + i)fcmiNi)2fc2i^ii2]1/2 = 

k=h 

ï4n2[\k2«\\Tk\\
2Y>2\\f\\v™, 

k=h 

d'où aussitôt (a), (/>). 
3,21. Théorème d'existence pour le problème périodique de la classe (/2) dans les 

espaces de Banach. Soit A, B, C, 0 e &+(É), x, v = 0, 1, 2, ... Si les hypothèses 
(a)~(d) de 3,8 ont lieu et (e) 

(1) Ifc21(-k2C + ifeB + A)"11|2 < oo , 
keN 

(2) £ k2v\\e(-k2C + ikB + A)'1!2 < oo , 
keN 

alors, pour tout m = 0, 1, 2, . . . et h e V(A, É), il existe une solution u e V(m+x)(A, É) 
du problème périodique pour A, B, C, excitée par h, telle que 

(3) |M|K<m+-, S 27i[£k2*|(~k2C + ikB + A)'l\\2yfl \\h\\vim), 
keN 

Ou € V(w+V)(/1, É) et 

(4) ||0u||K<m+v, = 27i[Xk2v(|<9(~k2C + ikB + ^)-1 | (2]1 / 2 l&lKCm) . 
keN 

La preuve se construit facilement à l'instar de 3,10 en vertu du lemme 3,20. 
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3.22. Complément sur la continuité. Soit A,B,C, 0e£+(È), x,v = 0,1,2. . . 
Si les hypothèses de 3,21 ont lieu, alors, pour tout m = 0, 1, 2 , . . . et toute suite 
bornée {hr}r6N+ de V{m\A, E) telle que \\hr\\L -» 0 (r -» oo), il existe une suite 
{ur}reN+ de solutions du problème périodique pour A, B, C, excitées par hr, reN+ 

resp., telle que ure V^m+X\A, E) pour reN+, ||wr||K(m+«) -» 0 (r -» oo), <9ure 
€ V(m+V)(A, E) pour reN+, \\0ur\\n^v) - 0 (r -* oo). 

3.23. Complément sur la compacité. Soit A, B, C, 0 e £+(£), x, v = 0,1, 2, . . . 
Si les hypothèses (a)-(e) de 3,21 et Vhypothèse (f ) de 3,9 ont lieu, alors, pour 
tout m = 0, 1, 2 , . . . et pour toute suite bornée {hr}reN+ de V^m\A, E), il existe une 
suite {wr}r6N+ de solutions du problème périodique pour A, B, C, excitées par 
hr, reN+ resp., telle que ureV{m+x\A, E) pour reN+, la suite {ur}reN+ est com­
pacte dans Vim+*\A,E), 0ure V(m+v)(/l, E) pour reN+ et la suite {<9wr}r6N+ est 
compacte dans V(m+V)(A, E). 

Les preuves de 3,22 et 3,23 sont analogues à celles de 3,11 et 3,12. 

3.24. Théorème sur le problème correctement posé. Soit A, B,C, 0 e 2+(E), 
<P(A, E) un espace standard des fonctions de A -> E et x, v = 0, 1, 2, . . . Si (a) 
pour tout h e <P(A, E), il existe une et une seule solution u el\A, E) du problème 
périodique pour A, B, C, excitée par h, (b) on peut trouver une constante a qui 
possède la propriété suivante: pour tout h e 4>(/l, E) et u e L(A, É) tels que u est une 
solution du problème périodique pour A, B, C, excitée par h, on a ue <P{*\A, É), 
0u e #(v)(/l, E) et 

(i) HU-o MHU> 
(2) \\0u\\0iv)^a\\h\\0, 

(c) l'opérateur 0 est fermé, alors, (a) pour tout keN, l'opérateur -k2C + ikB + A 
est biunivoque, (-k2C + ifcB + A)'1 e2(E) et 0(-k2C + ifcB + A)"1 efi(F) et 
(p) il existe une constante c telle que pour keN 

(3) Ifc^K^fc^ + ifcB + A)-1!! =c, 

(4) |fc|v \\0(~k2C + ikB + A)"1]] S c. 

Preuve. Supposons d'abord que (-k2C + ikB + À) x = 0 pour un xeE, 
keN. Par conséquent, 

si l'on désigne u(t) = eiktx, on vérifiera facilement que u est une solution du problème 
périodique pour A, B, C, excitée par 0. Ceci entraîne, grâce à l'hypothèse (a), que 
M = 0 ce qui équivaut à x = 0. La biunivocité de l'opérateur —k2C +*ifcB + A est 
ainsi démontrée. 

Maintenant, soient keN et xe E quelconques, mais fixes, et posons h(t) = eïktx. 
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Alors, h € <P(A, É) d'après 3,18 (III). D'autre part, d'après (a), (b), il existe une solu­
tion u € L(A, E) du problème périodique pour A, B, C, excitée par h, pour laquelle 
u e ¥*\A, E), Su 6 &y)(A, E), les inégalités (1), (2) ont lieu. 

Par conséquent, si l'on prend q>(t) = e~ikt dans 2,1, on a 

(^k2C + ikB + A)( f e~ik* u(x) àl\ = f e~ik* h(x) dx = 2nx , 

ďoù 

(5) (ik)* (-k2C + ikB + A)-iX-=^r (ik)* f e~ikt dT , 
271

 JA 

d'où d'après 1,22, 

(ik)* ( - fc2C + ifcB + A)~l x = --- f e"ikt
 H(X)(T) dT, 

2njA 

ce qui donne grâce à (1) et 3,18 (IV) 

(6) |fc|* (|(-fc2C + ifcB + A)~l\\ = | |u | |^) = a\\h\\0 = ac2\\x\\ . 

D'autre part, comme <9 est fermé d'après (c) et Ou e <Piv)(A, E), on obtient de (5) 

(7) (ifc)v 0(-fc2C + ifcB + A)-1 x = — (ifc)v f e~lkxS u(x) dx , 
2n JA 

d'où, d'après 1,22, 

(ik)v 0(-k2C + ifc£ + A)"1 = — f e~ikT(0u)(v) (x) dx , 
2njA 

ce qui donne grâce à (2) et 3,18 (IV) 

(8) |fc|v ||<9(-fc2C + ifcl* + A)"1]) = \0u\w S a\h\* S ac2\\x\\ . 

Ceci étant, notre théorème est prouvé, ce qui est à voir de (5)—(8) (c = ac2). 

Remarque. Les hypothèses (a)—(c) du théorème précédent représentent les traits 
caractéristiques du problème périodique linéaire correctement posé dont les données 
sont des opérateurs A, B, C, © e 2+(E), un espace standard #(/l, É) et deux 
nombres x, v = 0 ,1 ,1 , . . . 

Si l'on y prend H au lieu de E, #(/l, E) = L2(A, H) et x, v = 0, on obtient aussitôt 
l'inversion du théorème 3,16. Dans le cas de x, v = 0,1, 2, . . . quelconques, on 
obtient l'inversion de la généralisation du théorème 3,16 mentionnée dans 3,19. 
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4. EXISTENCE DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES DES ÉQUATIONS 
FAIBLEMENT NON-LINÉAIRES - LA MÉTHODE DU PETIT PARAMÈTRE 

4,1. Théorème d'existence: Lp-modèle. Soit A,B,C, 0U &2,..., 0de £+(£), 
ge <0, 1> x A x E x ... x E -> E, 1 = p < oo, M s Lp(/t, JE). Si (a) Pour font 

î <f+i 

h e Lp(A, F) i/ existe une et une seule solution u du problème périodique pour 
A, B, C, excitée par h, (b) pour toutes u, he Lp(A, É) telles que ||h||L g 1 et u est 
une solution du problème périodique pour A, B, C, excitée par h, on a u e M 
et 0jU e M,j = 1,2,..., d, (c) Vensemble M est borné dans Lp(A, E), (d) les opéra­
teurs 0l9 02,..., 0d sont fermés, (e) les fonctions g(e, ., 0, 0,..., 0), 0 ^ 8 ^ 1 
constituent un sous-ensemble borné dans Lp(A, E), (f ) pour tout a > 0, il existe une 
constante ba telle que pour tout 0 ^ e ^ 1, t e A, \\xt\\ ^ a, ||x2|| $> a, flpi^H -Sa» 
flp^l = a, j = l,2,...,d, 

(1) \\g(E, t, XU p[»,..., „<«) - g(B, t, X2, p<£\ ..., p<">)|| = 

ûbjuxt-x^ + iiw-jfPM, 

alors, pour tout a > 0, on peut trouver deux constantes 0 < ea < 1 et ca jouissant 
des propriétés suivantes: pour tout 0 ^ e ^ ea il existe une et une seule fonction 
ua(e) G A -* E telle que 

(a) ua(e) e ecaM , 0j ua(e) e ecaM , j = 1, 2,..., d 

(P) ua(e) est une solution du problème périodique pour A, B, C, excitée par la 
fonction 

Bg(e91, ua(e) (t), 0t ua(e) (t), ...,0d ua(e) (t)) . 

Preuve. Soit ê = S(Lp(A, E)) = {u : u e Lp(A, E), 0jU e LP(A, E), j = 1, 2, . . . 
d 

..., d}. Dans ê, on introduit la norme suivante: ||ti||; = ||w||Lp + £ ||®jw|.v On 
i = i 

vérifie sans peine que i est un espace de Banach, grâce à l'hypothèse (d). 
Soit Jt = M(Lp(A, E)) = {u:ue M, 0jU e M, j = 1, 2,.. . , d}. D'après (c), 

J( est un sous-ensemble borné de S. 
Pour h e Lp(A, E), soit P(h) la solution du problème périodique pour A, B, C, 

excitée par h, qui existe et est unique d'après (a). 
En vertu de (b), P(h) e Jt pour tout h e Lp(A, E), \\h\\Lp S 1- Comme Jt est borné 

dans ê, il existe une constante a telle que 

(2) «lWIUâ # l k Pour h6Lp(^,£). 

Soit b0 = sup |fl(Ê, . ,0 ,0, . . . ,0) | t p . 

Soit a > 0 fixe et JTa = {u : u e ê, \u\e S «}• Ainsi X~a est un espace métrique 
complet par rapport à la métrique Q(UU U2) = ||«. — u2\e. 
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Pour tout ueS, te A, 0 ^ e :g 1, écrivons 

G(e, u) (t) = g(e, t, u(t), 0X u(t), ...,0d u(t)). 

Ceci étant,^on déduit aisément de (e), (f) pour 0 ^ e = 1, u, uu u2 e Jfa 

(3) G(e,u)eLp(A,É), 

(4) \\G(e,u)\\Lp = b0 + baa, 

(5) 1 % ut) - G(e, u2)\\Lp = baQ(uu u2) . 

En vertu de (4)—(7), on obtient pour 0 g e ^ 1, w, uu u2 e Xa: 

(6) PG(e, u) e - (b0 + baa) Xa , 

a 

(7) - PG(e, u) e (b0 + baa) M , &jPG(e, u) e (b0 + baa) M , 

j = 1, 2,..., d , 
(8) Q(PG(s> UX), PG(e, u2)) S abaQ(uu u2) . 

Soit ea = [1 + a/a(fe0 + M ) + 2abJ~1. 
Il suit de (6) et (8) pour 0 = e ^ ea, u, uu u2 G Jfa: 

(9) ePG(e, u) e Xa 

(10) Q(PG(e, ux), PG(e, u2)) £ $Q(UU u2) . 

Envisageons maintenant l'opérateur ePG(e, .), 0 ^ e = ea. On observe, en vertu 
de (9) et (10) qu'on peut appliquer le théorème de Banach à cet opérateur dans 
l'espace Jf a, a > 0. On en déduit qu'il existe une et une seule fonction ua(e) telle que 

(H) ua(e) = ePG(e, ua(e)) . 

En outre, d'après (7) 

(12) ua(e) e e(b0 + baa) M , <9; ua(e) e (b0 + baa) M , 

j = 1,2, ...,d. 

Ainsi notre théorème découle de (il) et (12) si l'on prend ca = b0 + baa. 

4,2, Théorème d'existence: C-modèle. Soit A, B, C, 0U ...,Sde 2+(É), g e 
e <0, 1> x A x E x ... x E -> E, M s C(A, E). Si les hypothèses (a)-(f ) de 4,1 

i d+1 

ont lieu lorsqu'on remplace Lp(A, É) par C(A, E), 

(g) i(e, 0, x, p«\ ..., p«) = g(a, In, x, p<" j/->) 

pour tout 0 ^ e S 1> XG E, pU) € E, j = 1, 2,.. . , d, alors l'assertion de 4,1 reste 
en vigueur. 
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Preuve. On peut procéder pas à pas comme dans 4,1; à l'exception de quelques 
détails, il suffit de remplacer Lp(A, E) par C(A, É). 

4,3. Théorème d'existence: V-modèle. Soit A,B,C, 0t, 92,..., Ode fi+(F), ge 
e <0, 1> x A. x £ x ... x E -> E. Si les hypothèses (a) — (d) de 4,1 ont lieu lorsqu'on 

1 à+l 

remplace Lp(A, E) par V(A, É), (e) Vensemble {g(e, 0, 0,..., 0) : 0 g e <J 1} est 
borné dans E, (f) pour tout a > 0, on peut trouver une constante ba et un ensemble 
déterminant Ka = E* tels que pour tout 0 = s = 1, tu t2,su s2 e A, xh yt e E, ||XJ|| S 
= a , H^.ll = oc, i = 1, 2, pV>, q<P e E, | ^ > | S oc, [#>|| S oc, i = 1, 2, j = 1, 2,..., d 
et pour tout x* e Ka 

(1) \x*[g(e, t., x., p ^ , . . . . p(/>) - g(e, -., j 1 ; «#>,..., <?<«>) -

- g(e, t2, x2, p2'\ ..., pf) + f (e, s2, y2, q2
l\ ..., qf)\\ g 

û K{\h - si - ta + sz| + |**(xi - yi - x2 + y2)| + 

+ Z|x*(^')-«(/)-rô) + ^))|] + 
J = l 

+ *.[l*i - si| + |t2 - s2| + K - yi| + 1*2 - .vil + 

+ î(\\p?-<in + \\pij)-éj)\\)-]x 
J = l 

x [|'i - h\ + |Sl - s2\ + |x*(x! - x2)| + \x*(yt ~ y2)\ + 

+ h(\*w - m +i**(# - #)i)], 
I=i 

(g) comme dans 4,2, a/0rs l'assertion du théorème 4,1 resfe en vigueur. 

Preuve. Le commencement est le même que dans 4,1 avec V(A,E) au lieu de 
Lp(A, E), c'est-à-dire la définition de S, M, P, de la constante a avec l'inégalité 

(2) \P(h)\g = a\h\v pour heV(A,E), 

la définition de l'espace Jfa et de la transformation G. La définition de la constante b0 

doit être changée. 
Soitb0 = sup ||g(e,0,0, ...,0)||. 

O ^ e ^ l 

On a d'après (1) pour tout te A (t = tt, t2 = sx = s2 = 0, xf = yt = p\J) = 
= qt» = 0, i = 1, 2,; = 1,2,..., d) ||g(fi, t,0, 0,..., 0) - g(s,0,0,0, ...,0)|| = (2TC + 
+ (2;r)2) ba £ 46ba, d'où 

(3) ||g(M, 0,0,. . . ,0)|| <*ft0 + 46ft.. 

Maintenant, nous allons évaluer ||G(e, u)\\v pour 0 <£ a = 1, w e jTa. 
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Il résulte de (l) pour 0 = e = 1, t e A, \\x\\ + £ ||p">|| = a (t = f. = (2, s , = 

= s2 = 0, x, = x, j»W = pu\ x2 = >>< = pf = «jW = 0, i = 1, 2, j = 1, 2, . . . , d) 
\\g(e, t, x, p^,..., pw) - g(e, t, 0, 0 , . . . , 0) | = bx(cc + a2), d'où, en vertu de (3), 

' ||g(e, t, x, p(1\ . . . . pw)\\ = b0 + bx(46 + a + a2) , 

ce qui donne pour 0 = e _ 1, u e Jfa (x = «(f), p°'> = 6>,- u(f), j = 1,2 d) 

(4) |G(e, u ) | c = è0 + bx (46 + a + a2) . 

<* d 

En vertu de (l), on peut écrire pour \xt\ + £ \\p\J)\ = a, | x 2 | + £ ||p2^)| = a , 

tx, t2eA (s, = s2 = 0, yi = >>2 = 0, <2(/> = <#> = 0, j = 1, 2, . . . , d)' 

(5) • |x*[(g(e, t., x1; /><'>,..., / />) - g(e, ;,, x2, /#> , . . . , ;#))]( = 

= Z,a(47c + 2a + 1) [|r. - f2| + |x*(xx - x2)| + £ |x*(p<» - ^ > ) | ] , 
,/=i 

ce qui donne d'après 1,4 pour 0 ^ a =: 1, u e JTa (x. = u(t1), x2 = u(f2), p[J) = 
= 6>, u(t,), p2

J) = 6>, u(f2), j = 1, 2 d) 

(6) v(G(e, u)) = fca(4rc + 2a + 1) [2* + v(u) + £ O(®JU)~] = 

J = I 

£ &a(4;r + 2a + 1) (2n + a ) . 

Donc, il résulte de (4) et (6) pour 0 = e _: 1, u e Jtx 

(7) \\G(e, u)\\r = b0 + bx(46 + a + a2) + bx(4n + 2a + 1) (2n + a) = Ba. 

Reste à évaluer G(e, u,) — G(e, u2) pour a., u2 e Jfa. 

En utilisant (5) et 1,4, on obtient (tt = t2 = t, xt = u^f), x2 = u2(f), p</> = 
= 0j Ul(t), pf = 6>,. u2(t), j = 1, 2,.. . , d) 

(8) K- ,« i ) -G(e,« 2 ) lc_ 

= bx(4n + 2a + 1) [J«. - «2|c + f j é^ - i " "2)||c] _ 

= èa(47t + 2a + 1) e(u l 5 u2) . 

D'autre part, il résulte de (1) pour 0 = e = 1, H l , u2 e Jfa (f. = s,, x. = U l( f j) ; 

J>. = u2(tt), p\J) = 6>, u^,) , q\n = 6>, «a(f,), j = 1, 2, ; = 1, 2, . . . , d) 

(9) p(G(ą M l ) - G(в, w2)) Ś Ь вþ(W l - u2) + £ p ( в / W l - u2))] + 

<( 
+ 26a[||и1 - и 2 | | c + £ ||oX«i ~ "2)||c] [2я + o(«i) + »(«2) + 

y=i 
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+ 1 W®^i) + <01"2))] û M > i - "ilv + E B®X«i - «I)|K] + 

+ 2ba[||u1 - u2||K + £ I^Xu! - u2)||K] [2TT + fliij-, + ||u2||K + 
1=1 

+ E d l ^ i l l V + ||<^2||V)] é *.[1 +471 + 4a] Q(U19 u2) . 
i - i 

Enfin, (8) et (9) entraînent pour 0 51 e 51 1, w1? w2 e c/fa 

(10) ||6(e, ux) - G(e, u2)||K S K(l + 8TT + 6a) (^u-., u2) £ 5ao(u!, w2) . 

Il suit de (7) et (10) pour 0 51 e 51 1, u,ul9 u2 e Jfa: 

(H) PG(e9u)e-5aJfa9 

a 
(12) PG(e9 u) e BaM , <9/G(e, u) eBaM, j = 1, 2 , . . . , d , 

(13) Q(PG(e, ut), PG(e, u2)) S aBaQ(ul9 u2). 

Posons ea = [1 4- (a/a) Ba + 2a5 a ] _ 1 et envisageons la transformation ePG(e9 .) 
pour 0 51 e 51 ea, u e Jfa. Il résulte de (11) et (13) pour 0 51 e 51 ea, w, ul9 u2 e Xa: 

(14) ePG(e9 u) e JTa , 

(15) Q(PG(e9 ux)9 PG(e9 u2)) £ ^Q(ul9 u2) . 

La conclusion de la preuve est maintenant, en conséquence de (14), (15), la même 
que dans 4,1 (on prend ca = Ba cfr. (12)). 

4,4. Les théorèmes précédents 4,1—4,3 n'ont pas la forme la plus générale possible. 
A titre d'exemple, on va refomuler le théorème 4,1 sous la forme suivante, plus géné­
rale: 

Théorème d'existence — Lp-modèle. Soit A9 B9 C, 0l9 ..., Od e fi+(£), m, x09 

xl9 ..., xd = 0, 1, 2, ..., g e (0, 1> x A x E x . . . x E -> E9 1 :g p < oo, 
1 Xo+Xl + . . . + Xd 

M j . ç L ^ ^ E ) , j = 1, 2,..., d. Si (a) pour fou* h e lif\A9 E), il existe une 
et une seule solution u du problème périodique pour A, B, C, excitée par h9 

(b) pour tout u, he l\A, É) tels que ||h||LP<»O = 1 et u est une solution du problème 
périodique pour A, B9 C, excitée par h9 on a u e M0, 0jU e Mj9 j = 1, 2 , . . . , d, 
(c) les ensembles Mj sont bornés dans li™+HJ\A9 É) resp.9 j = 0, 1, 2 , . . . , d, (d) les 
opérateurs Ol9 <92,..., &d sont fermés, (e) les fonctions g(e, ., 0, 0 , . . . , 0), 0 51 e 51 
51 1, constituent un sous-ensemble borné de ii™\A9 E)9 (f ) pour tout a > 0, il existe 
une constante ba telle que9 pour tout 0 51 e 5i 1, te A, ||xi0|| S a> \\x2l)\\ S a, 
/ = l , 2 , . . . , x 0 , ||P(/°|| ^ a , llpV0! ^ a , I = 1, 2 , . . . , d9 l == 1, 2 , . . . , xj9 
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(1) \\D™g(e, *, *«> xf»\ À11',..., p[lxô, PÏ21\..., pr}) -
- D:g(e,t,xi1\...,xï°\pï1\...,p^\p?l\...,P?*)\\ g 

- s^zK ' -^ i i + i: Ï\\PU,) - pum 
. = 1 j = i 1 = 1 

ou D^g signifie la dérivée de Fréchet m-ième par rapport à la coordonnée vectorielle 
v-ième de la fonction: 

g(e, t, zl9 z2,..., zv,..., zXQ+Xi+t+Xd), 

alors, pour tout a > 0, on peut trouver deux constantes 0 < ea S 1 et ca jouissant 
des propriétés suivantes: pour tout 0 ^ e ^ ea, il existe une et une seule fonction 
ua(e) G A -* E telle que 

(oc) • ua(e) € ecaM0 , 0j ua(e) e ecaMs, j = 1, 2,.. . , d , 

(0) ua(e) est une solution du problème périodique pour A, B, C, excitée par la fonction 

eg(e, t, ua(e), (ua(e))',..., (ua(e))(xo), 0t ua(e),... 

(0X ua(e))«\ 02 ua(e),...,..., (0d ua(e))M) . 

La preuve est complètement parallèle dans tous les points essentiels à celle de 
4,1 et c'est pourquoi nous l'omettrons. 

Remarque. Les hypothèses (a) —(c) ont lieu, par exemple, en conséquence des 
généralisations des théorèmes démontrés dans la section 3 (cfr. 3,20 et 3,21), pour 
m = 0,1,2, . . . quelconque. En outre, grâce aux théorèmes du type 4,4, on peut 
souvent obtenir des solutions „vraies" au lieu des solutions „généralisées" au sens de 
2,1. En effet, si l'on prend par exemple m = 2, on obtient en vertu de 2,8 les solutions 
„ vraies" en conséquence des conditions plus fortes sur le membre non-linéaire g. 

5. EXISTENCE DES SOLUTIONS PÉRIODIQUES DES ÉQUATIONS 
FAIBLEMENT NON-LINÉAIRES - LA MÉTHODE TOPOLOGÏQUE 

5,1. Théorème d'existence: L -̂modèle. Soit A, B, C, 0X, 02,..., 0d e 2+(É)y 

geAxEx...xE-+E, 1 <i p < oo, M e Lp(A, E). Si les hypothèses (a), (b) 
1 d+l 

de 4,1 ont lieu, (c) Vensemble M est compact dans LP(A, E), (d) comme dans 4,1, 
(e) pour presque tout t E A, la fonction g(t, ., . , . . . , .) est continue sur E x ... x E 

1 d+X 

et, pour tout x, j>(1),..., p(d) e E9 la fonction g(.9 x, p(1),..., pid)) demeure dans 
Lp(A, E), (f) il existe une fonction <peR+ -+ R+ telle que 

(1) (1 4- a)"1 (p(ix) est bornée sur R+ et oc'1 <p(a) -* 0 (a -*• oo) 

(2) Ht, x, p«\..., p<">) - g(t, 0, 0,..., 0)|| g <K||x| + £ Ij^fl) 

414 



pour presque te A et pour tout x9 p
(i\ ..., P{d) e E9 alors il existe une fonction 

ueA-+Eetune constante c, telles que u est une solution du problème périodique 
pour A9 B9 C, excitée par la fonction 

g(t9 u(t)9 0, u(t)9 02 u(t)>..., Od u(t)) , 
et u e cM. 

Preuve. Soit S9 Jt9 Jf a, P comme dans la preuve de 4,1. 

Il résulte de (c) que 

(3) l'ensemble Ji est compact dans ê et, par suite, aussi borné. 

En vertu de (b) 

(4) P(h) e \\h\\Lp M pour tout h e Lp . 

Par conséquent, il existe une constante a telle que 

(5) \\P(h)\\g Z a\\h\\Lp pour tout hsLp. 

Ecrivons pour te A9ueê 

G(u) (t) = g(t9 u(t)9 0X u(i)9 ...90d u(t)). 

Ainsi G(u) e A -> E. 
D'abord, on va démontrer que la fonction G(u) est mesurable. En effet, la fonction 

g(t9 x9 p(1),..., p(d)) est mesurable sur A x E x ... x E par rapport aux ensembles 
1 d+l 

boreliens de A et de l'espace E ce qui résulte aisément de (e). En outre, le système des 
fonctions (t9 u(t)9 0t u(t)9..., 0d u(t)) est évidemment mesurable ce qui donne la 
mesurabilité de la superposition G(u) de ces deux fonctions. 

Soit q = sup (1 + a)"1 ç>(a). 
aej? + 

Maintenant, on va évaluer ||G(u)||Lp: 
Il existe une fonction \j/ e R+ -*• R+ telle que 

(6) (1 + a)"1 î (a) est bornée et a""1 \j/(<x) -> 0 (a -» oo) , 

(7) G(u)eLp(A9E) et \\G(u)\\Lp ^ ^M') 

pour tout ueê. 
A cet effet, soit en = ljnp

9 n = 1, 2, . . . En vertu de (f), on peut choisir un 3„ > 0 
tel que 

(8) \\g(t, x, p\..., p») - g(t, 0, 0,..., o)|| <; £„(||x|| + i |p«)fl) 

pour presque tout f 6 A et tout ||x| + £ \\pU)\\ è S„ et 

(9) \\g(t, x, p<»,..., p»)) - g(t, 0, 0,..., 0)| ^ cj(l + 9K) 
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pour presque tout t e A et tout ||x|| + £ ||P0)|| S #*• Soit u e ê et écrivons A! 
i= i 

ii 

= {* : t € A, ||II(*)|| + I II©, «(01 = #„} et A2 = A \ A,. Puis, d'après (8), (9) 
1=i 

H«)Lk = | j jg(T, U(T), 0, «(t), ..., 0, „(T))||P d t J " = 

= jjj^t. o, o,..., 0)!'d/p + Êy [£ («U(T)|| + ijo.^D'dtj 

+ [£wi + 9n))
pdTj/p. 

1/P 

+ 

Donc, si l'on écrit y = [$A \\g(x, 0, 0,..., 0)||p dT]1/p, 

(10) \\G(u)\\Lp = y + i(||M||Lp + Í ||0,u||tp) + (2*)1" ,(1 + 9„) = 
n i=i 

s, + i H. + <*r * + 9.) s P +v + (^"M + ""'l(1 + M 
n L" - + NU J 

Posons 

w , i + y + ( 2 " ) 1 / y d + »•)€. 
n 1 + a 

On voit que ^„ est une fonction bornée sur R+ et que i?n(a) -> \\n (a -> oo). Défi­
nissons $t(a) = inf ^„(a). Alors îp est aussi bornée et îj/(a) -» 0 (a -» oo). Enfin 

J I = 1 , 2 , . . . 

soit î (a) = (1 + a) ^(a). La fonction \j/ jouit de la propriété (6) et (10) entraîne 

lG(M ) | | t p = (l + ««||,)^(||u||,) = ^(||U|U), 
ce qui est (7). 

Il reste à démontrer que 

(11) G est la transformation continue de S dans Lp(A, É). 

En effet, soit un -> u (n —> oo) dans <̂ . Alors 

11,(0 -* u(0 , 0,-11,(0 -> 6>; w(0 , j = 1, 2,.. . , d (n ~> oo) 

presque partout. Il résulte de (e) que G(w„) (0 -+ G(w) (0 presque partout. D'autre 
part, d'après (1), (2), presque partout 

|G(u„)(0|| = l*0>o,o o)ll + «(- + MOU + Z I * W ' ) I ) . 
J = I 
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ce qui donne d'après le théorème de Lebesgue 

|G(«,)(t)-G(«)(T)||*dT-*0, I I A 

d'où (11). 
Choisissons maintenant a0 tel que 

a \l/(a0) S a0 , 

ce qui est toujours possible grâce à (6). Il résulte de (7) et (5) que PGfâ^ £ Xao et 
de (4) que PG(jfao) c ^(a0) M. Enfin, grâce à (11) et (5), PG est une transformation 
continue de S dans S. 

Alors toutes les hypothèses du théorème célèbre de Schauder sur le point fixe sont 
satisfaites d'où l'assertion de notre théorème. 

5,2. Théorème d'existence: C-modèle. Soit A9 B9 C, 0l9 029 ...9Ode 2+(E)9 

ge A x E x ... x £ -» E, M ç C(A, E). Si les hypothèses (a)-(d) de 5,1 ont lieu 
1 d + l 

lorsqu'on remplace Lp(A9 E) par C(A, F), (e) la fonction g est continue sur A x 
x E x ... x F, (f) comme dans 5,1, (g) g(0, x, p(1),..., pxd)) = g(27r, x, P1, ..., P(d)) 

i d + i 

pOur tOut x, p(1), ..., P(d) 6 F, a/Ors l'assertion de 5,1 reste en vigueur. 

Preuve. On commence comme dans la preuve de 5,1 avec C(A, E) au lieu de 
L„(A,E). 

Il résulte de (e) que G(u) est une fonction continue pour tout ueS. Mais, vu (g), 
G(u) e C(A, E). 

En outre 

(1) G est la transformation continue de S dans C(A, E). 

Cela résulte immédiatement de la continuité uniforme de la fonction g sur les sous-
ensembles compacts de A x E x ... x E . 

î d + i 

Maintenant, il est à évaluer ||G(u)||c: 
Il existe une fonction ij/ e R+ -» R+ telle que 

(1) (1 + a)"1 ij/((x) est bornée et a""1 t̂ (a) ~> 0 (a -• oo), 

(2) G(u)e C(A9 E) et ||G(u)||c S <MHU) P° u r t o u t ueS. 

Observons d'abord qu'il existe une fonction (peR+ -* R+ jouissant de la pro­
priété 5,1 (l), mais non-décroissante et telle que <p(<x) ë. </>(<*) pour tout oceR+. 
En effet, posons <p(a) = sup (p(t\). H est évident que q> est borné sur (0, co) pour tout 

o<fi<;<x 

œ > 0 et il suffit de prouver que a"1 <p(a) ~> 0 (a -> oo). Soit e > 0. On trouvera un 
a t ^ l tel que a - 1 <p(a) ^ e, pour tout a ^ a t. Par conséquent, pour tout a > al9 
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on a sup (p(rj) = e sup rj = s*, i.e. a"1 sup (p(rj) S * Maintenant, soit a2 = 

= ç(^)]ton voit q'u^oT1 sup <p(n) S «J* <K«i) = £ P o u r t o u t a = a2- Ainsi> o n 

obtient pour a = a0 = max (als <x2) l'inégalité a sup çty) = a <Ka) -S £ ce qui 
0<ttê« 

vérifie 5,1 (1) J>our 9. 

Ceci étant, on déduit de 5,1 (2) 

\\G(u)(t)\\ ï \\g(t, 0,0,. . . ,0)|| + <p(\\u(t)\\ + h\0ju(t)\\) ^ 

^\\g(t,O,O,...,O)\\ + cp(\\u\\c + il0ju\\c) 

pour tout t e A, u e &. Posons y = sup \\g(t, 0, 0,..., 0)||. Ainsi 
tєЛ 

(3) \\G(u)\\cSy + cp(\\u\U). 

Maintenant, soit i>(a) = y + <p(a). On voit immédiatement grâce aux propriétés 
5,1 (1) de la fonction y et à (3) que (1), (2) ont en effet lieu. 

Sous ces conditions, la conclusion de la preuve est la même que dans 5,1. 

5,3. Théorème d'existence: V-modèle. Soit A, B, C, 0U 02,..., 0d e 2+(É), 
ge A x E x ... x E -* E, M £ V(A, E). Si les hypothèses (a), (b) de 4,1 ont lieu 

1 d+l 

avec remplacement de Lp(A, E) par V(A, E), (c) Y ensemble M est borné dans 
V(A, E) et compact dans C(A, E), (e) si la suite {hn}f est bornée dans V(A, É) et 
\hn\c -» 0 (n -> 00) et si un est une solution du problème périodique pour A, B, C 
excitée par hn, n = 1, 2,.. . , alors \\un\\c -> 0, ||©jUB||c -> 0, j = 1, 2,.. . , d (n -> 00), 
(f) les opérateurs &l9..., Od sont fermés, (g) la fonction g est continue sur A x 
x E x ... x E et g(., 0, 0,..., 0) e V(A, E), (h) il existe une fonction cp e R+ -> R+ 

1 d+i 

et un ensemble déterminant X <= E*, tels que 

(1) (1 + a)""1 <p(a) est bornée sur R+ et a"1 <p(a) -» 0 (a -» 00), 

(2) \x*[g(h, xu p™ p f ) - g(tu 0, 0,..., 0) -
- g(t2, x2, p2

l},..., pf) + g(t2, 0, 0,..., 0)]| g 
û \h - t2\ <p(\h -t2\~

l [|.-. - t2\ + |x*(*. - x2)| + £ |x«(pC/> _ pO))|]) 

pour tout tut2eA, tt * t2, xux2eE, p^},p2
J}^E, j = l,2,...,d, x*eX, 

(i) comme dans 5,2, 
alors l'assertion du théorème 5,1 reste en vigueur. 
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Preuve. Soit ê9 M9 Xa9 P comme dans la preuve de 4,1 avec V(/i, É) au lieu de 
LP(A, E). 

Il résulte de (b) que 

(3) P(ti)e\h\vJt pour tout heV(A9É). 

Comme l'ensemble Jl est borné d'après (c) dans S9 il existe, vu (3), une constante a 
telle que 

(4) || P(h) || ê S a || h || v pour tout h e V(A, E) . 

Outre ê = ê{V(A9 E))9 nous aurons besoin de l'espace ê0 = ê(C(A9 E)) qui a été 
déjà utilisé dans la preuve de 5,2. On a ê £• $0. 

On déduit aisément de (c) que 

(5) Jt est compact dans S0. 

Ceci étant, l'hypothèse (e) peut être formulée comme suit: 

(6) si {h jr e s t UIie SUlte bornée de V(A, E) et hn -> h (n -> oo) dans C(A, £), alors 
P(hn) -> P(h) (n -> oo) dans <f 0. 

Soit G comme dans la preuve de 5,1. 
D'abord, on va démontrer que 

(7) G est une transformation continue de ê dans C(A, E) par rapport à la topologie 
de ê0 sur S. 

Cela résulte, comme dans la preuve de 5,2, de la continuité uniforme de la fonction g 
sur les sous-ensembles compacts de A x E x ... x E . 

1 d+l 

Notre but prochain est de démontrer qu'il existe une fonction \j/ e R+ -> Jî+ 

telle que 

(8) (1 + a)"1 il/(oc) est bornée sur R+ et a"1 î (a) -> 0 (a -> oo), 

(9) G(u)eV(A9E) et || G(u) || v = ,fr(||ii||,) pour ueê. 

Rappelons d'abord que g(., 0, 0,..., 0) e V(A9 E) suivant (g) et possons y = 
= ||g(.,0,0,...,0)||K. 

Soit <p(a) = sup q>(tj). On vérifie comme dans la preuve de 5,2 que 

(10) cp est non-décroissante et <p(a) = ^(a) pour a e R+
9 

(11) (1 + a)"1 ^(a) est bornée sur R+ et a"1 <p(a) -> 0 (a -> oo). 

Ceci étant, il résulte de (2) et (10) 

(t = ti9 t2 = 2n pour 0 = t S n, t2 = 0 pour n < t S 2n, 

Xl « u(t)9 x2 = 0, p[j) = 0j u(t)9 p</> = 0, j = 1, 2,.. . , d) 
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(12) \\G(u)jc £ y + ncp[n-\n + ||u||c + H<9,u||c)] S 

g y + nq>[n~\n + ||M||/)] pour tout ueê . 

Reste à évaluer o(G(w)). Pour cet effet on va démontrer qu'il existe une fonction 
ç>eR+ -• Jï+ telle que 

(13) (1 + a)""1 <p(a) est bornée sur J?+ et a""1 <p(a) -* 0 (a -> co) , 

(14) KG(W)) =£ V + 5(1" ||/) P°u* " e ^ • 

En tenant compte de (1), posons q = sup (1 + a)"1 <p(a). De plus on peut trouver, 

pour tout n = 1, 2,.. . , une constante 9n telle que <p(a) <£ a/n pour a > 3n. Alors, 
d'après (2), 

(15) " \x*[g(tl9 xi9 p[l\ ..., p?>) - # i , 0, 0,..., 0) -

- g(h> *2, P$\ • •-, Pf) + g(*2> 0, 0, ..., 0)]| £ 

S - [|*i - r2| + |x*(xA - x2)\ + f |x*(P</> - rô'>)|], 
n i= i 

paurvu que \tx - t2\~
l [\tx - t2\ + |x*(xt - x2)| + £ |x*(p(/> - p^)\\ ^ 9n9 

1=i 

(16) |x*[g(*i, xl9 p?\ ..., pf) - g(ti9 0, 0,..., 0) -

- g(h, x29 p2
x\ ..., /#>) + *(*2, 0, 0,..., 0)]| £ 4(1 + S„) ^ - t2\, 

si K - h\~l [\h - *2| + |**(*i - x2)\ + £ |x*(^> - p(/>)|] ^ a,. 
j = i 

Soit *0 = 0 < rt < ... < tr = 2n une décomposition de _4. Soit u e ê9 x* e X, Q = 
-= {fc : fceN, 1 ^ k ^ r}, Ô! = {fc : ke 6, |f* - f^-J-1 [(*, - tk_x\ + |x*(u(f*) -

- «(fc-i))| + Z |**®X«(0 - w(<*-i))D -̂  s*}> 02 = Q^ Qi-
j=i 

Ensuite, il résulte de (15) et (16) 

î |**[GW('i) " G(0)(O - G(»)(t2) + G(0)(t2)]| ^ 
*-=l 

S - [2TI + »(u) + X KO,")] + 27iq(l + S.), 
n j = i 

d'où on obtient aisément: 

(17) p(G(u)) £ y + 1 (2* + H , ) + 2TT9(1 + 9n) 
n 

pour tout ti e <? et « = 1, 2, . , . 
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Définissons 

\n 2% + a / 

On voit sans peine que 

(18) (1 + a)""1 (pn(a) est bornée sur R+ et a - 1 <p„(a) -> ljn (a -» oo) pour tout 
n = l ,2 , . . . 

Posons ç(a) =- inf <prt(a). Puis ç satisfait à (13), grâce à (18), et (14) a lieu comme 
« = 1 , 2 , . . . 

conséquence immédiate de (17). 
Ecrivons ij/(a) = 2y + n^(n"1(n + a)) + ç(a). Ensuite la fonction i// satisfait 

à (8), grâce à (11) et (13), et les inégalités (12) et (14) impliquent (9). 

Choisissons maintenant un a0 > 0 tel que 

a \l/(a0) ^ a0 , 

ce qui est toujours possible grâce à (8). Ceci étant, il résulte de (4) et (9) 

(19) PG(iïao)^Xao. 

En outre, d'après (6), (7) et (9), 
(20) PG est la transformation continue de Jfao dans ê0 par rapport à la topologie 

de S0 sur Jfao, 

et d'après (5) 

(21) P G(jfao) est compact dans S0. 

En envisageant (19)—(21), on voit que toutes les hypothèses du théorème de 
Schauder ont lieu si l'on démontre encore que Jfao est fermé dans ê0. Mais cela résulte 
immédiatement de 1,8 ce qui achève la preuve. 

5,4. Il faut dire que l'on peut étendre les théorèmes de la présente section de la 
même façon que l'on a signalée dans 4,4 pour les théorèmes 4,1 — 4,3. 

Les preuves ne sont pas difficiles, car elles sont analogues aux précédentes. 
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