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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 94 (1969), Praha

UBER SCHLICHTE FUNKTIONEN I

OLpkicH DVORAK, Praha
(Eingegangen am 1. 12. 1967)

Diese Abhandlung enthilt eine Fortsetzung') der Untersuchungen iiber das
Koeffizientenproblem einer im Einheitskreis lzl < 1reguléren, schlichten, normierten
Funktion

f2) =z + a,2% + a3z + ..., f(0)=0’ =1, |Z|<1'

Fiir die Bedingung R{/[f(2)/z]} > %, aus der die Bieberbachsche Vermutung
]a l < n, (n=2,3,...) folgt, finde ich eine schirfere Abschitzung wie auch ihre
neue geometrische Interpretation. Entsprechende Resultate beweise ich fiir eine im
Einheitskreis [zl < 1 reguldre, ungerade, schlichte, normierte Funktion

9gzZ)=z+c2® +esz’ +..., g(0)=0, g(0)=1, [z <1.

An Stelle von R{,/[f(z)/z]} > % tritt dann die Bedingung R{g(z)/z} > 1, aus der
die Abschitzung Icz,, 1] <1,(n=2,3,...)folgt.

Am Ende beweise ich einige Teilergebnisse fiir eine im Emheltskrels Izl <1
regulire, schlichte Funktion

f(2)=do +diz +dyz* +dsz® + ..., do+0, f(0)=d, 0, [z]<1.

In der ersten Abhandlung [5] habe ich bewiesen, dass fiir eine im Einheitskreis
|z| < 1 regulére, schlichte, normierte Funktion

f(z)=z+a222+a323+---: f(0)=0’ f'(0)=1’ 'Zl<1’

die dort die Bedingung

o

1) Der gefillige Leser braucht iiberhaupt nicht die erste Abhandlung zu lesen, soweit ihm nur
der Bieberbachsche Flichensatz und der Verzerrungssatz bekannt ist.
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erfiillt, die scharfe Abschitzung 'anl <n, (n = 2,3, ) gilt, und dass jede schlichte
Funktion f(z) die Bedingung (1) im Innern des Kreises vom Radius 0,83 < r < 0,84
erfiillt. Diese Abschitzung habe ich auf 0,90 < r < 0,91 verschirft.

Zum Beweis der scharfen Abschétzung |a,,| < n,(n=2,3,...),im Zusammenhang
mit der Bedingung (1), habe ich einen Satz von CARATHEODORY aus der Theorie der
beschrinkten Funktionen benutzt, aus dem die Beschrinktheit der Koeffizienten
einer im Einheitskreis [z] < 1 regulédren und dort nur Werte mit positivem Realteil
annchmenden Funktion hervorgeht.

Zur numerischen Abschdtzung von r habe ich die Ungleichung

|By(z)] < 1

benutzt (erste Abschitzung 0,83 < r < 0,84, [5], Satz 7), die mit der Bedingung (1)
dquivalent ist (auf Grund der geometrischen Interpretation bewiesen), und weiter die
Ungleichung

B3| < 1/v2,

(zweite Abschitzung 0,90 < r < 0,91, [5], Satz 8), die ich durch Vertiefung der
geometrischen Interpretation der Bedingung (1) und durch Benutzung eines speziellen
Grenziiberganges bewiesen habe; die reguldren Funktionen B,(z) und B,(z) sind
dabei durch die Relation
=Bz 4+ B+ L] =1+ BE)], (v=23,..),
f(2)
definiert, wo f(z) eine im Einheitskreis lz] < 1 regulire, schlichte, normierte Funk-
tion ist. Die Funktion B(z) ist im Einheitskreis lzl < 1 regulér, bechrinkt, und fiir
ihre Koeffizienten gilt nach dem Bieberbachschen Flichensatz die Ungleichung

o0

Y. (vn — 1) |65, |* < 1. Durch eine konsequente Erweiterung der benutzten Metho-

n=1
de ist es mir gelungen eine scharfe Ungleichung fiir den absoluten Betrag von B,(z)
zu beweisen und zwar

|Bu(2)| < 1,

aus der die Abschitzung 0,98 < r < 0,99 hervorgeht.
Weiter zeige ich, dass die Bedingung (1) mit der Ungleichung

Z(z—z) +2R{f—(?—)}>%

z

dquivalent ist; diese Ungleichung stellt die Abbildung des Einheitskreises Izl <1
durch die Funktion f(z)/z auf das Aussere der Parabel v> = —u + 1[4 dar.
Durch eine dhnliche Methode, wie bei der im Einheitskreis |z| < 1 reguléren,
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schlichten, normierten Funktion f(z), habe ich entsprechende Resultate fiir eine im
Einheitskreis |z| < 1 regulére, ungerade, schlichte, normierte Funktion

gz)=z+c2® + ez’ + ..., g(0)=0, g(0)=1, lzl <1,
bewiesen. Wenn die Funktion g(z) im Einheitskreis |z| < 1 die Bedingung

2 - m{g—(zz—)} >1

2

erfiillt, so gilt die Abschitzung |c,,_;| < 1, (n = 2,3, ...), und jede Funktion g(z)
erfiillt die Bedingung (2) im Innern des Kreises vom Radius 0,90 < r < 0,91 — ver-
schirft auf 0,95 < r < 0,96. Nun beweise ich eine weitere Verschirfung: 0,989 <
< r < 0,990.

Am Ende erbringe ich den Beweis, dass wir fiir die Koeffizienten einer im Einheits-
kreis ’z| < 1 reguléren, schlichten Funktion

f@Q=1+dz+d22+ds2®+..., f0)=1, f(0)=d, +0, || <1,

die den Einheitskreis |z| < 1 auf die Halbebene R{f(z)} > 1, oder auf die Halbebene
R{f(z)} > 0, oder auf das Aussere der Parabel v*> = —u + }, oder auf die volle,
lings der negativen reellen Achse aufgeschnittene, w — Ebene abbildet, scharfe
Abschitzungen beweisen konnen.

I

So wie in der ersten Abhandlung beweise ich zuerst, dass aus der Giiltigkeit der
Bedingung (1) fiir eine im Einheitskreis lzl < 1regulére, schlichte, normierte Funktion
f(2) die scharfe Abschitzung |a,| < n, (n = 2, 3, ...) folgt. Ich benutze dabei aber
neue, kiirzere und einfachere Sitze 1 und 2.

Satz 1. Ist

f@)=1+cz+ 2% + ...

eine im Einheitskreis 1z| < 1 reguldre Funktion, die dort nur Werte mit positivem
Realteil

©) R{f(2)} >0
annimmt, so ist
|c,,| < 2; (n=12..).

Die Schranke ist genau; es gibt Funktionen, fiir die sie erreicht wird.
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Beweis. Die Bedingung (3) ist, wie man leicht aus einer Zeichnung erkennt, mit
der Ungleichung

4 I7(z) = 1| < |[f(z) + 1]

aquivalent. Es folgt dann aus (4), dass die Funktion

flz) —1
g(z) = f()+1 3

im Einheitskreis |z| < 1 regulir und beschréinkt ist, |g(z)| < 1, und dass g(0) = 0
ist. Die Funktion g(z) erfiillt also die Bedingungen des Schwarzschen Lemmas; es
gilt fiir sie daher bekanntlich |g(z)| < |z| und |g’(0)] < 1.

So ergibt sich

@l = =1

lcll <2.

Es seien nun @y, k = 1, 2, ..., n alle n-Einheitswurzeln und man betrachte die Funk-
tion '

W) = - k‘;f(wkz”"),

1+ cyo,2'" + (27 + ... + Cn(wlélln)" + .= Yy(2)

U(z) = 1 1+ clmzz” + cz(w 22 4+ (0,2 4 L= Yy (2)
n : .

1+ ci,21" + ¢ (a) 2 4+ 0,2 L= y(2)

1 n n
¥(z) = - [n+ clz”"k;lwk + czzz/"’;lw,f + .oty wp + . =k;1n//,‘(z)] .

k=1

Da aber bekanntlich

n v n
Yo=0, I=12..,n—-1, Yop=n
= k=1

ist, erhdlt man endlich
1 n 1/" 1 n
W) == 3 f@a ) == () =1+ 6z + ..
nk=1 nk=1

Alle Funktionen y,(z) sind im Einheitskreis |z| < 1 offenbar regulédr und es gilt
dort fiir sie, dass R{y,(z)} > 0 ist. Dasselbe gilt fiir die Funktion y(z), die also die
obige Voraussetzung erfiillt, so dass

e <2

ist, und diese Abschitzung gilt fiir jedesn = 1,2, ..., w. z. b. w.
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Die Schranke wird z. B. fiir die Funktion
/

14z
1 -z

f(2) =

=1+2z+222+...+22"+..., |7 <,

91{'f(z)}=91{i i z} >0, |a|=2, (n=1,2,..),

erreicht. (Zum Beweis vgl. PRivaLov [2].)

Satz 2. Eine im Einheitskreis {z{ < 1 reguldre und schlichtz Funktion
f(2) =z + az* + a32° + ...

erfiille dort die Bedingung

W nf 1)1,
dann ist
la,| =, (n=2,3,..).

Die Schranke ist genau; es gibt Funktionen, fiir die sie erreicht wird.

Beweis. Ist die Funktion f(z) im Einheitskreis |z| < 1 reguldr und schlicht, so ist
die Funktion f(z)[z dort reguldr und von Null verschieden. Dasselbe gilt fiir die
Funktion /[f(z)/z], die man in die folgende Potenzreihe entwickeln kann

z 1 1 1 1

Fiir die Abschidtzung der Koeffizienten a, benutzt man die bekannte Majoranten-
methode. Wenn fiir die Koeffizienten der Potenzreihen

ao + ayz + a,z* + ...+ a,2" + ... = A(z),

Po+ P1z + pp22 + ...+ p2" + ... = P(2),
die Ungleichungen

0=la)=pe, (n=0,1,2,..),
gelten, so driickt man dies symbolisch folgendermassen aus;
A(z) < P(z)

oder in Worten ,,P(z) ist Majorante von A(z)“.
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Es gilt offenbar auch die Relation

[4(2))* < [P(2)]* -

Aus der Giiltigkeit der Bedingung (1)

{Jf(z) 1}>0 oder mz{\/f(z) 1}>0,

erhilt man unter Benutzung des Satzes 1

2{ j—[(—z—)—l}=1+azz+-1—(4a3—-a§)+...,
z 2 4

{\/f(Z) 1}<1+z 1+2z 4222 +...+22"+ ...,

— Z

21—z 1 -z

\/ILZ) gl 11+z 1
z 2
und daraus

=z 422243234+ ... 40" +...,

0 <G

o]

Die Schranke wird z. B. fiir die bekannte schlichte Funktion

IIA

n, (n=23,..).

=z4+2224+323+ ... 4+nz"+..., lz‘<l,

f(z) =

i

S

erreicht, die mit der Majorantenfunktion formal identisch ist.
(Zum Beweis vgl. P6LYA-SZEGO [3].)

I

Jetzt beweise ich die verscharfte Abschitzung fiir die Giiltigkeit der Bedingung (1).
Da ich aber eine scharfe Ungleichung fiir den absoluten Betrag von B4(z) angebe, und
daher die Untersuchungen in dieser Richtung als abgeschlossen betrachte, deute ich
den ganzen Gedankengang noch einmal vom Anfang in voller Breite an.
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Satz 3. Jede im Einheitskreis lzl < 1 reguldre und schlichte Funktion

f(z) =z + ay2® + a3z® + ...
erfiillt die Bedingung

0 e

im Innern des Kreises vom Radius
0,97 <r <098,

r ist die zwischen 0 und 1 liegende Wurzel der Gleichung

1 1
lo =3, di. r= 1 - =).
1o \/( e’*‘)

Beweis. Die Bedingung (1) ist, wie man leicht aus einer Zeichnung erkennt, mit

der Ungleichung
_| 1)
z

2o

dquivalent. Ist die Funktion f(z) im Einheitskreis lz| < 1 reguldr und schlicht, so ist
die Funktion f(z)/z dort reguldr und von Null verschieden. Dasselbe gilt von der
Funktion /[ f(2)/z]; man kann also durch diese Funktion teilen und erhalt so aus
der Ungleichung (5) die Beziehung
_ \/3__ <
f(2)

©)
In der ersten Abhandlung ([5], Satz 6) haben wir bewiesen, dass fiir jede im

Einheitskreis |z| < 1 reguldre, schlichte Funktion f(z), f(0) = 0, f(0) = 1, die
Relation

(N == +b2z+.+b0 2"+ . . T=[1+B()], (»=23..),

f(2)

gilt. Die Funktion z/f(z) ist im Einheitskreis |z| < 1 reguldr und beschrénkt

® o0<Y(-|*=

= [+ B S YA+ ) <yes <1

fur die Koeffizienten der im Einheitskreis | ‘ < 1 regularen und beschrankten Funk-
tion

B(z) = b,z + b‘z‘v)_lz2 Fo A+ DO+, || <1,
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gilt die Ungleichung
9) Son=1)pY =1, (v=23,..),
n=1

und fiir ihren absoluten Betrag die Abschidtzung

(10) |B,(z)] < [B2,] r + . D+, g =r<1,

</ (";(v" - lbs:s_ll’) J(Z ek
st (5505 65 20 = e t)

Beim Beweis von (7), (8), (9) haben wir den Bieberbachschen Flichensatz und den
Verzerrungssatz benutzt, und die gut bekannte Tatsache, dass die Funktion

(1) 0.(2) = YA = 2 + a2t 4o+ a2 4y (= 2,3,..),

im Einheitskreis |z| < 1 reguldr und schlicht ist, wenn die Funktion f(z) dort regulir
und schlicht ist; in (11) ist dabei der bestimmte Zweig der v-Wurzel zu nehmen (vgl.

dazu [5], Satz 3a).
Es folgt dann aus (7) fiir v = 2

f( ) = [1 + By(z)]* oder \/—— =1+ By(z),

so dass sich die Ungleichung (6) auf

reduziert. Fiir den absoluten Betrag von B,(z) haben wir aber eine bessere Abschit-
zung, als uns die Ungleichung (10) gibt, denn es gilt bekanntlich

© 2n—1 3 2n—1
y ! =+ o +...=110g1+r, r<ti.
n=12n —1 3 2n—1 2 1—r
Man hat also
[Bo(z)] < |62 7 + B2 + .+ B+ .., |7 =r <1,

< J(f (2n — 1) |65, ’) \/<§1 an_ 1) sVt \/(glogif:) <1,

rlogi+r<2, 0,83 < r < 0,84,
- r

(vgl. dazu [5], (16)).
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Es konnte im ersten Augenblick vorkommen, dass eine weitere Verschédrfung nicht
mehr moglich ist. Setzt man namlich fiir die Koeffizienten der Funktion B,(z) den

Wert

1
b3, | = , (n=1,2,..),
el = Te @y ¢ )
ein, so erhilt man fiir die Bedingung 9)
5 (2n - 1) b2 = 5 (2n - 1)
n=1 n=1

1 a1
n(n + 1)(2n — 1) = n(n + 1) B

’

und fiir die Abschétzung von |B,(z))|

sl s (e -ois ) (5 50 -
JE ) E ) -G i)

das ist aber die alte Abschédtzung. Das Ergebnis ist nur scheinbar; es ist ndmlich im
vorhinein nicht klar, ob die F unktion f(z), die mit der Funktion B,(z) (mit den vor-
geschriebenen Koeffizienten b%..,), durch die Gleichung \/[z/f(z)] = 1 + B,(z)
verbunden ist, im Einheitskreis lzl < 1 reguldr und schlicht ist. Durch eine tiefere
Analyse der Ungleichung (12) zeigt sich eine weitere Verschdrfung der ersten Ab-
schitzung. _

Die im Einheitskreis |z| < 1 regulére, beschrinkte Funktion

By(z) = bPz + b2 + ... + b 2"+ ..., |7 <1,

IIA

bildet den Einheitskreis Iz] < 1 auf einen, allgemein mehrbléttrigen, Bereich ab,
dessen Fliche durch die folgende Integralformel gegeben ist:

i fflzlzgrdu = ﬁlmg o

] .[ r" o) a(x, y)

0dodd, z=9¢g€e® o<1, r<1, 0Z9<2n.
a(x, y)

Unter Benutzung der CAUCHY-RIEMANNSCHEN Differentialgleichungen erhilt man
weiter

ou,v) _Oudv dudv _ (‘_33)2 + (Z—i)z = |By(2)|*»

dx,y) o0xdy dyox ox
r M2z r (2n
= j I |B3(2)|? @ de d9 =J J Bj(z) By(z) 0 dg d9 =
0J0 0JO

2 @©
J- J‘ * e b(zi)_len—lei(n—l)s Z nbizzn)_lgn—le—i(n—l)sg dQ dg .
0 n= n=1

dxdy =
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Betrachtet man, dass alle Glieder mit der ganzzahligen Potenz von e™® bei der Inte-
gration herausfallen, so findet man

r o e
Z nzlbrzi)_llz an—x do=n Z "lb(zi)—xlz r2n
on=1 n=1

und daraus, wennr — 1,
2
F = nznlbzn)_ll .
n=1

Fiir die Koeffizienten der Funktion B,(z) gilt aber nach (9) die Ungleichung
(- ]

Y (2n — 1)[b2)_,|* < 1, so dass man die folgende Abschitzung erhlt

n=1 ’

Fen Sl s nEen - g s n

Die Fliache F kann also nicht grdsser sein, als die Fliche des Einheitskreises |z] < 1.
Die Ungleichung (12) aber verlangt mehr: Fiir die Fliche F muss nicht nur die Unglei-
chung F < = gelten, sondern dieselbe muss im Innern des Einheitskreises 'BZ(Z)I <1
liegen, oder, im Falle der vollen Uberdeckung, mit ihm identisch sein. Es liegt nun
nahe zu vermuten, dass die Relation (7) fiir v > 2 vielleicht zu einer besseren Ab-
schitzung von r fithren kdnnte.

Die Ungleichung (6)

z
’1 \/ <1 oder — =1 <1
| (2) f(2)
kann man in dieser Form schreiben:
(13) — =1 —+1<1.

V7 (2) V71 (Z)
Diese Ungleichung ist immer erfiillt, wenn die Funktion

wa(2) = 4\/7(:) =1+ By(2)

den Einheitskreis |z| < 1 auf ein in der rechten Hilfte der Lemniskate ¢* = 2 cos 2¢,
0 < ¢ < n/4 gelegenes Gebiet abbildet (vgl. dazu (7)). Die Ausdriicke
Z o

|
Jie 75 *

stellen die Entfernungen des Punktes w,(z) von den Punkten (+1,0) bzw. (—1,0) dar

und
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und fiir den absoluten Betrag der Funktion w,(z) erhilt man aus (8)
0<(1-[z) = = |wa(z)] = |1 + B(z)| = VA + |z) <2, |7 <1,

also genau den maximalen Wert von 'w4(z)| fiir die Hauptachse der Lemniskate
0? = 2 cos 2¢, Max ]w4(z)] < Max ¢ = /2. (Ich bitte den gefélligen Leser sich beim

Beweis des Satzes 3 eine Zeichnung zu machen).
Die Ungleichung (13) kann man fiir die Abschitzung von r benutzen, aber man

erhilt nichts neues. Es folgt nimlich aus der Relation (7)
[1 + By(2)]? = [1 + By(2)]* oder By(z) = 2B,(z) + Bi(z),
so dass sich aus (13) die Ungleichung
[1 + By(z) — 1] |1 + By(2) + 1] = |2B4(z) + Bi(z)] = |B:(2)| < 1

ergibt, und das ist die Ungleichung (12).
Um eine schirfere Abschdtzung zu gewinnen, driickt man die Ungleichung (13)
im Reellen in dieser Form aus
(14) VI + wa(@)? = 2. 1. [wa(2)| cos 0,] .
12+ wa(2) = 2.1 |wa(2)| cos (z — @.)] < 1,
0 < |wy(z)] < /2, 0= 0, <nf4,

oder

(15) [1 + [wa(2)]* — 2|wa(z)| cos .] [1 + [Wa@)? + 2|wa(z)| cos ] < 1,
oder

(16) (1 + |[wa(2)?)* — 4|wa(2)|* cos®> o, < 1.

Fiir die Entfernung des Punktes w4(z) vom Punkt (+1,0) gilt aber die Relation

= [B.(2)] = VI1 + () = 2wl cos 0],

Z

(17)
o) |
so dass die Ungleichung (15) die folgende Form annimmt:

(18) [Bs(2)]? (1 + |wa(2)|* + 2|wa(z)| cos @,) < 1.

Die Ungleichung (16) ist fiir die Abschitzung von r nicht geeignet, denn die Funktion
B,(z) tritt hier explizit nicht auf; sie dient uns nur zur Abschitzung des Verlaufes der
Werte von cos ¢.. Auch die Ungleichung (18) gibt uns wieder nur die alte Abschit-

zung
B (1 + [ra(D)? + 2wa(2)] cos 0) = [BL() [$/[217(] + 1]* =

= |B(2)]* |2 + By(2)|* = |2B4(2) + 'Bﬁ(z)l2 = [B,(z)]* < 1.
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Erst durch die folgende Umformung der Ungleichung (18), bei der wir die innere
Abhdngigkeit von B,,(z) womadglich weit verfolgen, gelangen wir zu einer schdrferen
Abschdtzung.

Die Ungleichung (18) kann man in dieser Form schreiben:

(19) | |BA2)|? {k[1 + |wa(2)]* — 2|wa(2)| cos 0.] —

= [(k = D) (1 + |wa(2)|?) = 2(k + 1) |wa(2)| cos .]} < 1,
wo k eine beliebige, positive, ganze Zahlk = 1, 2, ... ist,und daraus folgt wegen (17)
(20) IB4(Z),2 {k,B4(Z),2 -

= [(k = 1) (1 + |wa(2)]?) — 2(k + 1) |wa(2)| cos @]} < 1.

Die Ungleichung (20) ist identisch mit der Ungleichung (16). Ist aber die Unglei-
chung (16) fiir den Wert cos ¢, = 1/,/2 erfiillt, ist sie umsomehr fiir alle zugehorige
Werte von cos ¢, erfiillt, denn es ist im Intervall 0 < ¢, < n/4 immer 1/,/2 <
< cos ¢, £ 1. Man kann also in der Ungleichung (20) fiir cos ¢, den Wert cos ¢, =
=1/,/2 einsetzen und die Ungleichung

(21) [B2)* {k[Bu(2)* ~ [(k = D) (1 + [wa@)") = V) (k + 1) [wa(2)[]} < 1

betrachten und diese weiter durch die Ungleichung

(22) 134(2)12 {k]B..,(z)[2 -
— Min [(k — 1) (1 + [wy(z)") = V(2 (k + 1) [wa(2)[]} < 1
ersetzen. Die Funktion »
W(wa(2)]) = (k = 1) (1 + [wa2)") = V() (k + 1)] wa(z)]

nimmt ihr Minimum fiir den Wert

wa(z)] =

\/2 k
an, wie man sich leicht liberzeugen kann. Setzt man jetzt diesen Wert in (22) ein, so

erhilt man
k+1

@ = [0 = 0+ (e - 03 () -

~\/(2)(k+1)\/1 k*ﬂ}d,

IB,(2)]? {le4(z)Iz - ’_‘7(‘1:9_1‘{)_‘} <1

(23) |Bu(2)|* - %(1 - 5': — i)|B4(z)l2 < llc

k
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Wenn k — oo sieht man leicht ein, dass die Ungleichung (23) sicher erfiillt ist,
falls die Ungleichung

(24) |Bu(2)|* — 3|Bu(2)|* <0
gilt, und diese ist offenbar erfiillt, wenn die Ungleichung
(25) . B2)]* <3

gilt. Fiir den absoluten Betrag von B,(z) haben wir wieder eine bessere Abschétzung,
als uns die Ungleichung (10) gibt, denn es gilt

4
r—+...=—\k 1+\/ ‘/rarctg\/r, <l1.
7 4 11— r

© r2n T2
y —==
n=1 4?1 -1 3
Man hat also

|B4(z)| < Ib“)l r+ lb(“)l r2+ ... |b(4) 1| "4, Izl =r<l1,

e v )

o [ )<

J(r) log i i j: — 2 /(r)arctg \/r < 2,

0,90 < r < 0,91,

+

(vgl. dazu [5], (17)).

Durch konsequente Verfolgung und Erweiterung des Grundgedanken gelangt
man zur scharfen Ungleichung |B4(z)|2 < 1, aus der die dritte Verschdrfung folgt.

Machen wir nun eine kurze Ubersicht.
Die Bedingung (1) ist mit der Ungleichung (6) dquivalent

{11

und diese ist sicher erfiillt, wenn die Ungleichung (13)
— +1

Z = laf- 2 =
J R e R
gilt. Die Ungleichung (13) kann man aber durch folgende — miteinander identische —
Ungleichungen ersetzen \
(16) (1 + |wa(2)])* - 4wy(2)|? cos? 9, < 1,
0 < |wa(z)] < /2, 0= 0, <14,

1l<1,

<1
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(18) [Bs(2)]? (1 + |wa(2)|? + 2|wa(z)| cos 0,) < 1,

(20) ~ |Bu(2)[? {k|B«(2)]" —
— [(k = 1) (1 + [wa(2)]?) = 2(k + 1) [wa(2)| cOs @,]} < 1, (k=1,2,...).

Die erste Abschidtzung haben wir aus der Ungleichung

(12) WEI(2)] - 1] = [Bo2)] < 1

gewonnen. Zur zweiten Abschétzung haben wir die Ungleichungen (16) und (20)
benutzt. Dabei haben wir gesehen, dass die Ungleichung (16) fiir alle zugehdrige
Werte von cos ¢, sicher gilt, wenn sie fiir den Wert cos ¢, = 1/,/2 erfiillt ist. Wenn
man diesen Wert in die Ungleichung (20) einsetzt, und diese durch die Ungleichung
(22) ersetzt, erhilt man nach dem Grenziibergang k — co die Abschitzung

(25) |Bs(2)]> < 4.

Diese Betrachtungen kann man aber sehr vereinfachen, wenn man noch die identischen
Ungleichungen (18) und (20) benutzt. Die Ungleichung (18) gilt offenbar fiir alle
zugehérige Werte von |w,(z)|, wenn sie fiir den Wert |w,(z)| = /2 erfiillt ist, und
dasselbe gilt daher fiir die mit ihr identische Ungleichung (20). Man kann jetzt beide
Betrachtungen, d. h. die Vergleichungen von (16), (20) und von (18), (20), verbinden
und behaupten:

Die Bedingung R{\/[f(2)/z]} > } ist sicher erfiillt, wenn die Ungleichung
(20) |Ba(2)|* {k|Ba(2)|* -
— [(k = 1) (1 + |wa(2)]?) — 2(k + 1) [wa(2)| cos @.]} < 1

fiir die Werte |wy(z)| = \/2, cos ¢, = 1/\/2, und fiir jede, beliebige, positive, ganze
Zahlk = 1,2, ... gilt.
Setzt man diese Werte in (20) ein, so findet man

@6) (B (KB — [k = 1) (1 +2) = 20k + 1) 2. 1/y2]} <1,

|Bs(2)|? {k|Bs(2)* — k + 5} < 1,

i flma ~ 1+ 2 <4

Wenn k — oo, sieht man leicht ein, dass die Ungleichung (26) sicher erfiillt ist, falls
die Ungleichung

(@) B <1
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gilt; wegen (10) erhélt man dann aus (27)

1
3

|Bu(2)]* = log - ! - <1, r<J1-1/?), 097 <r<098.
—-r
Benutzt man die schiirfere Abschitzung fiir den absoluten Betrag von By(z), so

findet man

J() logi + jr —2/(r)arctg \Jr<4, 098 <r<099.
—Jr

Die Ungleichung |B,(z)|> < 1 ist scharf; die Zahl 1 kann durch keine grossere
Zahl ersetzt werden. Dies kann man leicht vom geometrischen Standpunkt aus ein-
sehen. Der absolute Betrag von B,(z) stellt die Entfernung des Punktes w4(z) vom
Punkt (1, 0) dar:

wa(z) = 1] = [I/[2/£(2)] - 1] = [B«(2)]

also im Grenzfall die Entfernung der Punkte der rechten Hilfte der Lemniskate
0% = 2cos 29, 0 < ¢ < n/4 vom Punkt (1, 0), und diese Entfernung kann niemals
grosser als 1 sein.

. Bemerkung: Die Bedingung (1) ist dquivalent mit der Ungleichung

f_(z_z)+m{j_'_(z_z)}>1’

2

die eine Abbildung des Einheitskreises |zl < 1 durch die Funktion f(z)/z auf das

Aussere der Parabel v?> = —u + } darstellt. Der Beweis ist ganz elementar. Denn
setzt man /[ f(z)[/z] = u, + ivy, so erhélt man
j_'(_z) = uf - vf + 2iu,v,
z
PO vttt = ot + Quaspy =+ o, 9 oz r,
z
Aus der Bedingung (1) :

)

ui > %,

ergibt sich weiter

cuf + ol +ul -l =22 >4,

3 f—(;z)+m{’%z)}?l.

2
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Setzt man noch f(z)z = u + iv, so ergibt sich aus (28)
J+]l+u>3, P+ or>t—u+u?, P>} —u.

Die Gleichung v = —u + } stellt eine Parabelgleichung mit dem Brennpunk{ im
Nullpunkt, mit dem Scheitel im Punkt (4, 0) und mit dem Parameter p = —4 dar.

m

Nun beweise ich entsprechende Sitze iiber eine im Einheitskreis ‘zl < 1 regulire,
ungerade, schlichte, normierte Funktion g(z).

Satz 4. Es sei
9(z) = z + c32° + ¢s2° + ...

eine im Einheitskreis |zl < 1 reguliire, ungerade, schlichte Funktion;

a) wenn die Funktion g(z) dort die Bedingung
z 2
erfiillt, so ist
lCZH—ll =1, (n =2,3, ),
die Schranke ist genau, es gibt Funktionen, fiir die sie erreicht wird,

b) jede Funktion g(z) erfiillt die Bedingung (2) im Innern des Kreises vom
Radius r

0,989 < r < 0,990,

r ist die zwischen 0 und 1 liegende Wurzel der Gleichung

1 [ 1
lo =3, d.i r= 1-=).
g1_— r* t/( e3)

Beweis. a) Ist die Funktion g(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulir, ungerade und
schlicht, so ist die gerade Funktion

9(z) _1
z 2

1 -
=3 + 3z 45zt + o g2 4L

dort auch reguldr. Aus der Giiltigkeit der Bedingung (2)

m{‘—’(z—z)—%>o oder 912{9-(;2—1}>0,

2
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fiir die Funktion
2{€—(Z) - ]—} =1+ 2c32% + 2c5z* + ... + 25,22 4+ ...,
z 2
erhilt man untes Benutzung des Satzes (1)

|2¢20-1] £ 2, diii ez =1, (n=2,3,.0).

Die Schranke wird z. B. fiir die ungerade, schlichte Funktion

9(z) = ~~-——-z+z A |z|<1,

‘R{%z)} = m{r_l?} > % leznos| =1, (n=2,3,..),

b) Alles verlduft dhnlich wie beim Satz 3.

1) Erste Abschitzung: Die Bedingung (2) ist, wie man leicht aus einer Zeichnung
erkennt, mit der Ungleichung

erreicht.

(29) o)

g_(zz_)~1,<

aquivalent, und da die Funktion g(z)/z im Einheitskreis |z| < 1 regulir und von
Null verschieden ist, folgt daraus

A

9(2)
Ist die Funktion g(z) im Einheitskreis [zl < 1regulir und schlicht, so ist die Funktion

(31) V)] = Y[z + esz® + .. + )12 D + ] =

=z+ Pz e L, (v=1,2,3,..),

(30)

1.

nach (11), dort auch regulir und schlicht; die Funktion

(32)

1 _ -
=4 bY)_ 2T+ B2 L, 0<z] <1,
z

1
Ve()]
ist dann regulédr und schlicht im Gebiet 0 < lzl < 1 und fiir ihre Koeffizienten gilt
nach dem Bieberbachschen Flichensatz die Ungleichung ) (2vn — 1) |b(2”v’,,_ 1|2 <1

n=1
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Den Ausdruck (32) kann man in dieser Form schreiben:

v

z z
33 =y =1+ bY)_ + o+ DD 22+, 2l <1
) e Ve = o i

ersetzt man jetzt z¥ durch z, so erhélt man

(34) —(Z-S = [1 + b(2vv) IZ + ..+ b(zvv)" ‘ZZn + ]v — [1 + B(Zvv)(zz)]v .
g\z

Es folgt aus (34) fiir v = 1

=1 + BY(z?),

9(2)
so dass sich die Ungleichung (30) auf
(33) B < 1
reduziert. Fiir den absoluten Betrag von B3(z2) haben wir die Abschitzung

[BO@2)| < B0 r® + |V r* + .+ DS P+ <

v obnp (55255 0 (Gt ),

vgl. dazu die Abschétzung der Ungleichung (12)).
Man hat also

2

+’2<2, 0,90 < r < 0,91 .

1
r? log
1—r

2) Zweite Abschitzung: Die Ungleichung (30)

I1-i— <1 oder = —1l<1,
9(2) 9(2)
kann man in dieser Form schreiben:
(36) \/ —+1<1.
9(2) 9(2)
Diese Ungleichung ist immer erfiillt, wenn die Funktion
Wy(z) = [—— =1+ BP(z?)

()
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) e s

(vel. dazu (34)) den Einheitskreis |z| < 1 auf ein in der rechten Halfte der Lemniskate
=2c0820,0= ¢ = 7:/4 gelegenes Gebiet abbildet. Die Ausdriicke

l ————1 und —+1

9(2) 9(2)
stellen die Entférnungen des Punktes W,(z) von den Punkten (+1, 0) resp. (—1, 0)
dar. Fiir die Funktion g(z) gelten bekanntlich die Abschitzungen

, lzl <1,
(vgl. dazu [5], (47)), und da die Funktion g(z)/z im Einheitskreis |z| < 1 regulér und
von Null verschieden ist, folgt daraus fiir die Funktion z/g(z)

(38) 0<1—|zl2§—z—~l§1+|z|2<2, 2| <1,

9(2)

und fiir die Funktion W,(z)

(39) o< Ja-|78 =

= W@ =V + ) < V2. | <1

Man hat also wieder den maximalen Wert von |W2(z)| fiir die Hauptachse der Lemni-
skate g% = 2 cos 2¢, Max ‘Wz(z)| < Max ¢ = /2, wie im Satz 3 fiir die Funktion
w4(z) Die Ungleichung (30) ist also sicher erfiillt, wenn die Ungleichung

IBS;Z)(ZZ)P <1
gilt. Fiir den absoluten Betrag von B{’(z*) hat man die Abschétzung

[BOG?)| < [B89] r* + bS] r* + oo+ [BE| P 4 <
0 © 4n
s (S -nlegnp) (3 57) s
n=1 n=14n"‘1
1+r r
St J(Tiog ),
=V \(4’0g1—r 2acgr>

und so ergibt sich

1+r
rlog
1-r

—2rarctgr<2, 095<r<0,9,

(vgl. dazu [5], (17)).

3) Dritte Abschﬁtzung: Ganz dhnlich wie im Satz 3 kann man behaupten, dass die
Bedingung (2) sicher erfiillt ist, wenn die Ungleichung

(41) BOE) < 1
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gilt und daraus folgt wegen (10)

log 14<3, r<4{/(1——13), 0,989 < r < 0,990 .

1—-7r e

Bemerkung: Die Bedingung (2) kann nicht im ganzen Einheitskreis |z| < 1 fiir
jede ungerade, schlichte Funktion g(z) erfiillt werden; FEKETE und SzZEGS haben
nidmlich bewiesen [4], dass ungerade, schlichte Funktionen existieren, fiir die
Max |cs| = 4 + e7* = 1,01 > List.

v

Zuletzt beweise ich einige kleinere Teilergebnisse iiber eine im Einheitskreis |z| <1
regulére, schlichte Funktion

f@R)=dy+diz+d2+ ..., f(0)=do*+0, f(0)=d; 0, |z <1.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit setzen wir d, = 1. Der allgemeine komplexe
Koeffizient d,, stellt bekanntlich eine Drehung und eine Verkiirzung resp. eine Dilata-
tion dar.

Satz S. Ist .
f(2)=1+dz +dz2> + ...

eine im Einheitskreis ]z] < 1 reguldre, schlichte Funktion, die dort nur Werte

a) in der Halbebene R{f(z)} > 1, oder
b) in der Halbebene R{f(z)} > 0, oder
c) im Ausseren der Parabel v = —u + 1, oder

d) in der vollen, lings der negativen reellen Achse aufgeschnittenen w-Ebene
annimmt, so ist

Q) | <1,
b) |d,| £ 2,
o) || = n+1, (n=12..).
d) |d,| < 4n,

Alle Schranken sind genau; es gibt Funktionen, fiir die sie erreicht werden.

Beweis. a) Man betrachte die Funktion f(z) in der Form

€0f(z) — 4} =1+ 2dyz + 2d,2% + ...
Aus der Giiltigkeit der Bedingung a)
R{f(z) — 4} >0 oder R2{f(z) -3} >0
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erhilt man unter Benutzung der Sétze 1 und 2

i+z=1+2zz+222+...+22”+...,

z

2{f(z) - 4} <
11+2 1 =14+z4+2z24...,

1
‘ zZ) K - +
f() <2 21—z 1-1z

ld| =1, (n=1,2,..).

b) Satz 1.

¢) Es sei
o(z) =1+ dP"z +d5 2 + ...

eine im Einheitskreis |z| < 1 regulire, schlichte Funktion, die dort nur Werte in der
Halbebene R{¢(z)} > 4 der w, — Ebene annimmt; dann ist die Funktion

[p()]? = f(z) = 1 + dyz + dyz? + ...

im Einheitskreis |z| < 1 offenbar auch regulir, schlicht und bildet den Einheitskreis
—u + } ab; die Gerade u; = } derw, —

|z| < 1 auf das Aussere der Parabel v*
— Ebene geht dabei in die Parabel v> = —u + } der w — Ebene iiber.
=u, 2uw =v,

f(2) = [0(@)] = [uy + ivs]* =u + iv, u]— o}
2 di v*=—-u+1}.

ul=%’ vl=v’ %_v=ua
Fiir die Funktion ¢(z) erhilt man wegen (a)
1 2
(p(z)<1 =14+z+ 2>+ ...
-z

und daraus unter Benutzung des Satzes 2
[(p(z):|2=j'(z)<(1 1 )2=1+2z+3z3+...+(n+1)z"+...,
1 — zZ) .

[df sn+1, (n

=1,2,..).

d) Es sei
' W(z) =1+ dPz + dP2? + ...
eine im Einheitskreis |z| < 1 regulire, schlichte Funktion, die dort nur Werte in der
Halbebene R{y(z)} > 0 der w,~Ebene annimmt; dann ist die Funktion
WP =f(z)=1+diz +dyz* + ...

im Einheitskreis |z| < 1 offenbar auch regulér, schlicht und bildet den Einheitskreis
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lz[ < 1 auf die volle, lings der negativen reellen Achse aufgeschnittene, w—Ebene
ab. Die imagindre Achse der w,~Ebene geht dabei in die negative reelle Achse der
w-Ebene iiber.

Unter Benutzung der Sitze 1 und 2 erhilt man wieder

L+ 22"+,

[ET = 1) < (i f

]dl 4n, (n=1,2,..).

2
Z) =144z 48224+ ... +4nz"+ ...,
z

Die Schranken werden z. B. fiir die Funktionen
a)f(z):I%—Z=1+z+zz+...+z"+...,
b) Satz 1,
)f()—*-——); =1+2: 4322+ ..+ (n+1)2"+ ...,

d)f(z)—(1+z> |+ 4z + 822 + ...+ 4nz" + ...

erreicht, die mit den Majorantenfunktionen formal identisch sind. Man iiberzeugt
sich leicht, dass diese Funktionen in Einheitskreis lz! < 1 reguldr und schlicht sind,
und dass dort die Bedingungen unter a), b), ¢), d), erfiillt sind.
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