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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 94 (1969), Praha 

ÜBER SCHLICHTE FUNKTIONEN II 

OLDRICH DVORAK, Praha 

(Eingegangen am 1. 12. 1967) 

Diese Abhandlung enthält eine Fortsetzung1) der Untersuchungen über das 
Koeffizientenproblem einer im Einheitskreis |z| < 1 regulären, schlichten, normierten 
Funktion 

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + .. ., /(0) = 0, f'(0) = 1 , |z| < 1 . 

Für die Bedingung K{V[/(Z)/Z]} > i> a u s ^ e r ^ e Bieberbachsche Vermutung 
\an\ = n> (n === 2, 3, ...) folgt, finde ich eine schärfere Abschätzung wie auch ihre 
neue geometrische Interpretation. Entsprechende Resultate beweise ich für eine im 
Einheitskreis |z| < 1 reguläre, ungerade, schlichte, normierte Funktion 

g(z) = z + c3z
3 + c5z

5 + . . ., 0(0) = 0, g'(0) = 1 , \z\ < 1 . 

An Stelle von 9t{V[/(z)/z]} > i t f i t t : ^ a n n ^ e Bedingung %{g(z)\z] > £, aus der 
die Abschätzung \c2n-.x\ 2g 1, (n = 2, 3,...) folgt. 

Am Ende beweise ich einige Teilergebnisse für eine im Einheitskreis |z| < 1 
reguläre, schlichte Funktion 

f(z) = d0 + dxz + d2z
2 + d3z

3 + . . . , d0 + 0 , f'(0) = dj + 0, |z| < 1 . 

In der ersten Abhandlung [5] habe ich bewiesen, dass für eine im Einheitskreis 
|z| < 1 reguläre, schlichte, normierte Funktion 

f(z) = z + a2z
2 + a3z3 + . . . , /(0) = 0 , f'(0) = 1 , \z\ < 1 , 

die dort die Bedingung 

x) Der gefällige Leser braucht überhaupt nicht die erste Abhandlung zu lesen, soweit ihm nur 
der Bieberbachsche Flächensatz und der Verzerrungssatz bekannt ist. 
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erfüllt, die scharfe Abschätzung \an\ £ n, (n = 2, 3,...) gilt, und dass jede schlichte 
Funktion f(z) die Bedingung (1) im Innern des Kreises vom Radius 0,83 < r < 0,84 
erfüllt. Diese Abschätzung habe ich auf 0,90 < r < 0,91 verschärft. 

Zum Beweis der scharfen Abschätzung \an\ = n, (n = 2, 3,...), im Zusammenhang 
mit der Bedingung (l), habe ich einen Satz von CARATHEODORY aus der Theorie der 
beschränkten Funktionen benutzt, aus dem die Beschränktheit der Koeffizienten 
einer im Einheitskreis \z\ < 1 regulären und dort nur Werte mit positivem Realteil 
annehmenden Funktion hervorgeht. 

Zur numerischen Abschätzung von r habe ich die Ungleichung 

N-)l < i 
benutzt (erste Abschätzung 0,83 < r < 0,84, [5], Satz 7), die mit der Bedingung (l) 
äquivalent ist (auf Grund der geometrischen Interpretation bewiesen), und weiter die 
Ungleichung 

N-)|<l/>/2, 

(zweite Abschätzung 0,90 < r < 0,91, [5], Satz 8), die ich durch Vertiefung der 
geometrischen Interpretation der Bedingung (l) und durch Benutzung eines speziellen 
Grenzüberganges bewiesen habe; die regulären Funktionen B2(z) und BA(z) sind 
dabei durch die Relation 

- f r - [1 + &<V + ... + &!?-!*" + . . . ] v = [1 + Bv(z)J, (v = 2, 3,...), 
f(z) 

definiert, wof(z) eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, schlichte, normierte Funk
tion ist. Die Funktion Bv(z) ist im Einheitskreis \z\ < 1 regulär, bechränkt, und für 
ihre Koeffizienten gilt nach dem Bieberbachschen Flächensatz die Ungleichung 

00 

£(vn — l ) |b^- i | 2 S 1. Durch eine konsequente Erweiterung der benutzten Metho-
M = l 

de ist es mir gelungen eine scharfe Ungleichung für den absoluten Betrag von B4(z) 
zu beweisen und zwar 

N-)l <1 > 
aus der die Abschätzung 0,98 < r < 0,99 hervorgeht. 

Weiter zeige ich, dass die Bedingung (1) mit der Ungleichung 

/ ( - ) m + - ^ > І 

äquivalent ist; diese Ungleichung stellt die Abbildung des Einheitskreises \z\ < 1 
durch die Funktion f(z)\z auf das Äussere der Parabel v2 = —u + 1/4 dar. 

Durch eine ähnliche Methode, wie bei der im Einheitskreis |z| < 1 regulären, 
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schlichten, normierten Funktion f(z), habe ich entsprechende Resultate für eine im 
Einheitskreis |z| < 1 reguläre, ungerade, schlichte, normierte Funktion 

g(z) = z + c3z
3 + csz

5 + . . . , g(0) = 0 , g'(0) = 1, |z| < 1, 

bewiesen. Wenn die Funktion g(z) im Einheitskreis |z| < 1 die Bedingung 

w ' »{f}>í 
erfüllt, so gilt die Abschätzung |c2n-i| ^ 1, (n = 2, 3,...), und jede Funktion g(z) 
erfüllt die Bedingung (2) im Innern des Kreises vom Radius 0,90 < r < 0,91 — ver
schärft auf 0,95 < r < 0,96. Nun beweise ich eine weitere Verschärfung: 0,989 < 
< r < 0,990. 

Am Ende erbringe ich den Beweis, dass wir für die Koeffizienten einer im Einheits
kreis |zj < 1 regulären, schlichten Funktion 

f(z) = 1 + dtz + d2z
2 + d3z

3 + . . . , f(0) = 1 , f'(0) = dx + 0 , |z| < 1 , 

die den Einheitskreis |z| < 1 auf die Halbebene 9l{f(z)} > | , oder auf die Halbebene 
9t{f(z)} > 0, oder auf das Äussere der Parabel v2 = — u + £, oder auf die volle, 
längs der negativen reellen Achse aufgeschnittene, w — Ebene abbildet, scharfe 
Abschätzungen beweisen können. 

So wie in der ersten Abhandlung beweise ich zuerst, dass aus der Gültigkeit der 
Bedingung (l) für eine im Einheitskreis |z| < 1 reguläre, schlichte, normierte Funktion 
f(z) die scharfe Abschätzung \an\ S n, (n = 2, 3,...) folgt. Ich benutze dabei aber 
neue, kürzere und einfachere Sätze 1 und 2. 

Satz 1. Ist 

f(z) = 1 + ctz + C2Z
2 + ... 

eine im Einheitskreis |z| < 1 reguläre Funktion, die dort nur Werte mit positivem 
Realteil 

(3) <R{/(z)} > 0 

annimmt, so ist 

\c„\£2, (n = l ,2 , . . . ) . 

Die Schranke ist genau; es gibt Funktionen, für die sie erreicht wird. 
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Beweis. Die Bedingung (3) ist, wie man leicht aus einer Zeichnung erkennt, mit 
der Ungleichung 

(4) W) - 1 | < |/00 +1 | 
äquivalent. Es folgt dann aus (4), dass die Funktion 

9U A-) + i 2 
im Einheitskreis |z| < 1 regulär und beschränkt ist, |g(Z)| < 1, und dass g(Q) = 0 
ist. Die Funktion g(z) erfüllt also die Bedingungen des Schwarzsehen Lemmas; es 
gilt für sie daher bekanntlich |g(z)| S \z\ und |g'(0)| S 1. 

So ergibt sich 

k(o)i g l , d. i. \ct \S2. 

Es seien nun cok9 k = 1, 2,.. . , n alle n-Einheitswurzeln und man betrachte die Funk
tion 

Ф(z) = -Іf(cokz
1/n), 

П fc = l 

<И-) = 
1 + C ! « ^ 1 / " + C^CO.Z1'")2 + . . . + C^WjZ1'")" + . . . = «^.(z)' 

1 + Cl(o2z
1/n + c2(co2z

1/n)2 + ... + cn(co2z
1/n)n + ... = ^2(z) 

í + c.tá.z1!" + c2(a)„z1/B)2 + ... + c^z 1 / " )" + ... = ^„(z) 

*(-) = - [„ + ClZ
1/n £ ûłt + c2z

2'" T > 2 + ... + c„z"/» £<*£ + . . . - = £ <M-)] 
П k = l k = l k = l k = l 

Da aber bekanntlich 

2 X - - 0 , / = l ,2, . . . ,n- l , £o»; = n 
k - = l fc=l 

ist, erhält man endlich 

iK-) = - I /(^z l /n) = - I>*(2) = i + V + ... 
n k=i n k=i 

Alle Funktionen i/rk(z) sind im Einheitskreis |z| < 1 offenbar regulär und es gilt 
dort für sie, dass 5R{̂ fc(z)} > 0 ist. Dasselbe gilt für die Funktion \lt(z), die also die 
obige Voraussetzung erfüllt, so dass 

M S 2 

ist, und diese Abschätzung gilt für jedes n = 1, 2,. . . , w. z. b. w. 
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Die Schranke wird z. B. für die Funktion 
/ 

/( z ) = L+l = 1 + 2z + 2z2 + ... + 2 z n + . . . , Izl < 1, 
1 — z 

SWf/(z)} = 9 i | J - i ~ | > 0 , |cn| = 2, (n = l,2,...), 

erreicht. (Zum Beweis vgl. PRIVALOV [2].) 

Satz 2. Eine im Einheitskreis |z| < 1 reguläre und schlichte Funktion 

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + ... 

erfülle dort die Bedingung 

dann ist 

\aa\^n, (n = 2,3,...)-

Die Schranke ist genau; es gibt Funktionen, für die sie erreicht wird. 

Beweis. Ist die Funktion/(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulär und schlicht, so ist 
die Funktion f(z)jz dort regulär und von Null verschieden. Dasselbe gilt für die 
Funktion V[/(z)/z]> ^ e m a n *n ^ e f°lgende Potenzreihe entwickeln kann 

ł Дz) 1 1 1 1 ґл 24 2 

z 2 2 2 8 

Für die Abschätzung der Koeffizienten an benutzt man die bekannte Majoranten-
methode. Wenn für die Koeffizienten der Potenzreihen 

a0 + axz + a2z
2 + ... + anzn + ... = A(z), 

PO + PI* + PI** + .- . + PnZ" + . . . = P(z) , 

die Ungleichungen 

0S\an\^Pn, (n = 0,1,2,. . .) , 

gelten, so drückt man dies symbolisch folgendermassen aus; 

A(z) < P(z) 

oder in Worten ,,P(z) ist Majorante von A(z)". 

150 



Es gilt offenbar auch die Relation 

[_(z)]2 « [P(z)]2 

Aus der Gültigkeit der Bedingung (l) 

*{>/*?-_}> 0 oder m{Jf~T~$>0 

erhält man unter Benutzung des Satzes 1 

-У^-Й--+«a-+J(4a,-a5) + ..., 

2Í /__) - i l « ___£ _= 1 + 2z + 2z2 + ... + 2z» + ..., 
\V z 2j 1 - z 

__)< i + i_±l -___ 
2 21 - z 1 - z 

und daraus 

/(-) « / Z ., = z + 2z2 + 3z3 + ... + nz" + ... , 
(1 - z)2 

|«-| _i n , (« = 2,3, . . . ) . 

Die Schranke wird z. B. für die bekannte schlichte Funktion 

/ ( _ ) _ — - — - z + 2z2 + 3z3+ ... + nz" + . . . , |z| < 1, 
\j — 2) 

91 {7[(Г-_F.]} = эд{г-т}>ï- W - ( " - « • • • ) . 
erreicht, die mit der Majorantenfunktion formal identisch ist. 

(Zum Beweis vgl. PÖLYA-SZEGÖ [3].) 

П 

Jetzt beweise ich die verschärfte Abschätzung für die Gültigkeit der Bedingung (1). 
Da ich aber eine scharfe Ungleichung für den absoluten Betrag von Bj^z) angebe, und 
daher die Untersuchungen in dieser Richtung als abgeschlossen betrachte, deute ich 
den ganzen Gedankengang noch einmal vom Anfang in voller Breite an. 
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Satz 3. Jede im Einheitskreis |z| < 1 reguläre und schlichte Funktion 

f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + ... 

erfüllt die Bedingung 

im Innern des Kreises vom Radius 

0,97 < r < 0,98, 

r ist die zwischen 0 und 1 liegende Wurzel der Gleichung 

log 1 
1 - r 2 = 3, d. i. r JИ> 

Beweis. Die Bedingung (l) ist, wie man leicht aus einer Zeichnung erkennt, mit 
der Ungleichung 

(5) //_*__. ^ IM /f-W 
äquivalent. Ist die Funktion/(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulär und schlicht, so ist 
die Funktion f(z)jz dort regulär und von Null verschieden. Dasselbe gilt von der 
Funktion >/[/(2)/z]' m a n kann also durch diese Funktion teilen und erhält so aus 
der Ungleichung (5) die Beziehung 

(6) i -
A-)l 

< i 

In der ersten Abhandlung ([5], Satz 6) haben wir bewiesen, dass für jede im 
Einheitskreis |z| < 1 reguläre, schlichte Funktion /(z), /(0) = 0, /'(0) = 1, die 
Relation 

CO 4 - = [1 + b^z + - + b™- lZ" + - - ' = L1 + *v(z)]v , (v = 2, 3 , . . . ) , 
/ (-) 

gilt. Die Funktion zjf(z) ist im Einheitskreis |z| < 1 regulär und beschränkt 

(8) 0<V (1-H) 2 < 
Л-) 

= |i + вv(z)|áV(i + И) 2<V4. И < i ; 

für die Koeffizienten der im Einheitskreis |z| < 1 regulären und beschränkten Funk
tion 

Bv(z) » bW^ + b$-tz
2 + ... + b&L-z" + . . . , jz| < 1, 
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gilt die Ungleichung 
oo 

(9) Kvn-Olf tS iL .Nl , (v = 2,3,...), 
»=1 

und für ihren absoluten Betrag die Abschätzung 

(10) |B,(z)| ^ |ft<_.| r + ... + |ft£>_.| r- + . . . , |z| = r < 1, 

sV(l,<"-•> iti?-'') VC?. ^ ) s 

Beim Beweis von (7), (8), (9) haben wir den Bieberbachschen Flächensatz und den 
Verzerrungssatz benutzt, und die gut bekannte Tatsache, dass die Funktion 

(11) <py(z) = y[/(z*)] =- z + av*+V+1 + ... + a^+1z
w+1 + . . . , (v = 2, 3,...), 

im Einheitskreis |z| < 1 regulär und schlicht ist, wenn die Funktion/(z) dort regulär 
und schlicht ist; in (ll) ist dabei der bestimmte Zweig der v-Wurzel zu nehmen (vgL 
dazu [5], Satz 3a). 

Es folgt dann aus (7) für v = 2 

J- = [1 + B2(z)Y oder 1-jL __ i + _,_(_), 
f{z) V I(z) 

so dass sich die Ungleichung (6) auf 

(12) \B2(z)\ < 1 

reduziert. Für den absoluten Betrag von B2(z) haben wir aber eine bessere Abschät
zung, als uns die Ungleichung (10) gibt, denn es gilt bekanntlich 

co r2n-l r3 r2n-l j 1 + |> 

£ = r + — + ... + + . . . = - log , r < 1 . • 

»=i 2n — 1 3 2n — 1 2 1 — r 

Man hat also 

|U_(_)| _. |ft<2>| r + |ft<2>| r2 + ... + |ft_« .| r" + . . . , |z| = r < 1 , 

r log -___-_ < 2 , 0,83 < r < 0,84 , 
1 — r 

(vgl. dazu [5], (16)). 
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Es könnte im ersten Augenblick vorkommen, dass eine weitere Verschärfung nicht 
mehr möglich ist. Setzt man nämlich für die Koeffizienten der Funktion B2(z) den 
Wert 

l*---i| " - 7 F 7 .TT" 777- ( " - 1 , 2 , . . . ) , 
V[«(n + l ) ( 2 n - I ) ] 

ein, so erhält man für die Bedingung (9) 

£ ( 2 n - l ) | H 2 ) - 1 | 2 = £ ( 2 n - l ) — — - L = £ -^—- = 1 , 
«=i »=i n(n + l)(2n — 1) *=i n(n + 1) 

und für die Abschätzung von |B2(z)| 

- M, K^TI)) >/(.?, i £ i ) - 7(i '°8 rH) • 
das ist aber die alte Abschätzung. Das Ergebnis ist nur scheinbar; es ist nämlich im 
vorhinein nicht klar, ob die Funktion f(z), die mit der Funktion B2(z) (mit den vor
geschriebenen Koeffizienten &2»-i)> durch die Gleichung V_z//(z)_ = 1 + Bi{z) 
verbunden ist, im Einheitskreis |z| < 1 regulär und schlicht ist. Durch eine tiefere 
Analyse der Ungleichung (12) zeigt sich eine weitere Verschärfung der ersten Ab
schätzung. 

Die im Einheitskreis |z[ < 1 reguläre, beschränkte Funktion 

B2(z) = b[2)z + b{2)z2 + ... + b2
2

nltz
n + . . . , jz| < 1, 

bildet den Einheitskreis |z| < 1 auf einen, allgemein mehrblättrigen, Bereich ab, 
dessen Fläche durch die folgende Integralformel gegeben ist: 

F - ff d.d.- ff S t -
JJ|-.|a3§r JJ|z|2._r|d(x> , 

Г Г2" \õ(u, v) 

Jojo Џ(x,y) 

dxdy = 

Q dQ dS , z == Qe*9 Q < 1 , r < l , 0 = 9 = 2TI. 

Unter Benutzung der CAUCHY-RIEMANNSCHEN Differentialgleichungen erhält man 
weiter 

d±A =
 dJLdJL-8JLdJL = (dJi\ + (dJL)2 = | B ' ( z ) | 2 , 

d(x, y) dx dy 8y dx \dxj \dxj ' v ' 

F = f rf"|ßi(z)|2 Q dß d9 = f f ßi(z) 5 p e de d9 = 
J o J o J o J o 

£ nbW.tf-W"-1» £ «^lTe' ' -1e- i ( n-1 ) Se d<? d9. -U, 
ŽЯ 00 
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Betrachtet man, dass alle Glieder mit der ganzzahligen Potenz von ein* bei der Inte
gration herausfallen, so findet man 

F = 2TÜ 

und daraus, wenn r -> 1, 

J o «=1 И~l 

F = nYJn\bgl1\K 

Für die Koeffizienten der Funktion B2(z) gilt aber nach (9) die Ungleichung 
00 

£ (2n — l)|&2»-i|2 ^ 1, so dass man die folgende Abschätzung erhält 
* = i 

F = ntnlbilltf < «f (2„ - 1)|6£>..|» < *. 
11=1 n = l 

Die Fläche F kann also nicht grösser sein, als die Fläche des Einheitskreises jz| < 1. 
Die Ungleichung (12) aber verlangt mehr: Für die Fläche F muss nicht nur die Unglei
chung F S n gelten, sondern dieselbe muss im Innern des Einheitskreises (i-̂ v-OI < *-
liegen, oder, im Falle der vollen Überdeckung, mit ihm identisch sein. Es liegt nun 
nahe zu vermuten, dass die Relation (7) für v > 2 vielleicht zu einer besseren Ab
schätzung von r führen könnte. 

Die Ungleichung (6) 

ì - < 1 oder 

kann man in dieser Form schreiben: 

z 

Л-) 
Z 

/ ( - ) 
< 1 

(13) 
Л-) 

i 
/ ( - ) 

+ 1 < i . 

Diese Ungleichung ist immer erfüllt, wenn die Funktion 

Чz) = 4Jжí + Чz) 

den Einheitskreis |z| < 1 auf ein in der rechten Hälfte der Lemniskate Q2 = 2 cos 2<p9 

0 g (p g 7t/4 gelegenes Gebiet abbildet (vgl. dazu (7)). Die Ausdrücke 

/ ( * ) 
- 1 und 

/ ( - ) 
+ i 

stellen die Entfernungen des Punktes w4(z) von den Punkten (+1,0) bzw. (—1,0) dar 
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und für den absoluten Betrag der Funktion w4(z) erhält man aus (8) 

0 < V(l - |z|) < 
л*> 

|w4(z)| = |1 + B4(-)| < V(l + |z|) < V2 , \z\ < 1 , 

also genau den maximalen Wert von |w4(z)| für die Hauptachse der Lemniskate 
Q2 = 2 cos 2q>, Max |w4(z)| S Max Q = ^2 . (Ich bitte den gefälligen Leser sich beim 
Beweis des Satzes 3 eine Zeichnung zu machen). 

Die Ungleichung (13) kann man für die Abschätzung von r benutzen, aber man 
erhält nichts neues. Es folgt nämlich aus der Relation (7) 

[1 + B2(z)]2 = [1 + B4(z)f oder B2(z) = 22?4(z) + B2(z), 

so dass sich aus (13) die Ungleichung 

|1 + B4(z) - 1| |1 + B4(z) + 1| = |2B4(z) + B2(z)\ = |B2(z)| < 1 

ergibt, und das ist die Ungleichung (12). 
Um eine schärfere Abschätzung zu gewinnen, drückt man die Ungleichung (13) 

im Reellen in dieser Form aus 

(14) 

oder 

V[l2 + |w4(z)|2 - 2 . 1 . |w4(z)| cos Ф г ] . 

• V[ 1 2 + M - ) | 2 - 2 . 1 . |w4(z)| cos (n - ęz)J < 1 , 

0 < |w4(z)| < V2, 0 <. <PZ < я/4, 

(15) [1 + |w4(z)|2 - 2|w4(z)| cos <pz] [1 + |w4(z)|2 + 2|w4(z)| cos <pJ < 1 , 

oder 

(16) (1 + |w4(z)|2)2 - 4|w4(z)|2 cos2 <pz < 1 . 

Für die Entfernung des Punktes w4(z) vom Punkt (+1,0) gilt aber die Relation 

z 
(17) 

Л-) 
- 1 = |B4(z)| = V[l + |w4(z)|2 - 2|w4(z)| cos ft] , 

so dass die Ungleichung (15) die folgende Form annimmt: 

(18) \B4(z)\2 (1 + |w4(z)j2 + 2|>v4(z)| cos cp2) < 1 . 

Die Ungleichung (16) ist für die Abschätzung von r nicht geeignet, denn die Funktion 
J54(z) tritt hier explizit nicht auf; sie dient uns nur zur Abschätzung des Verlaufes der 
Werte von cos q>z. Auch die Ungleichung (18) gibt uns wieder nur die alte Abschät
zung 

N z ) | 2 ( l + |w4(z)|2 + 2|w4(z)|coS<?g = |ß4(z)|2 |V[z//(z)] + 1|2 = 

= |B4(z)|2 |2 + ß4(z)|2 = |2ß4(z) + B2(z)|2 = |ß2(z)|2 < 1 . 
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Erst durch die folgende Umformung der Ungleichung (18), bei der wir die innere 
Abhängigkeit von Bjz) womöglich weit verfolgen, gelangen wir zu einer schärferen 
Abschätzung. 

Die Ungleichung (18) kann man in dieser Form schreiben: 

(19) |ß4(z)|2 {k[\ + |w4(z)|2 - 2|w4(z)| cos <pj -

- [(k - 1) (1 + |w4(z)|2) - 2(k + 1) |w4(z)| cos <pj} < 1 , 

wo k eine beliebige, positive, ganze Zahl k = 1,2, ... ist, und darausfolgt wegen (17) 

(20) |B4(z)|2 {k\B4(zf -

- [(k - 1) (1 + |w4(z)|2) - 2(k + 1) |w4(z)| cos < ]} < 1 . 

Die Ungleichung (20) ist identisch mit der Ungleichung (16). Ist aber die Unglei
chung (16) für den Wert cos (pz = 1/̂ /2 erfüllt, ist sie umsomehr für alle zugehörige 
Werte von cos cpz erfüllt, denn es ist im Intervall 0 ^ <pz < nfi immer 1/̂ /2 < 
< cos cpz 2g 1. Mau kann also in der Ungleichung (20) für cos cpz den Wert cos q>z = 
= 1/̂ /2 einsetzen und die Ungleichung 

(21) |ß4(z)|2 {k\B4(zf - [(* - 1) (1 + |w4(z)|2) - V(2) (k + 1) |w4(z)|]} < 1 

betrachten und diese weiter durch die Ungleichung 

(22) |B4(z)|2 {k\B4(zf -

- Min [(k - 1) (1 + |w4(z)|2) - V(2) (k + 1) |w4(z)|]} < 1 

ersetzen. Die Funktion 

-Kh(-)l) - (* - !)(!.+ H*T) - V(2)(fc + 1)| w4(z)| 
nimmt ihr Minimum für den Wert 

1 W | J2 k - 1 

an, wie man sich leicht überzeugen kann. Setzt man jetzt diesen Wert in (22) ein, so 
erhält man 

|B4(z)|> jfc|B4(z)|* - | > - 1) + (k - 1) i ( £ ± i ) * -

N^j'N^-^pjo 
<*> W'>H(>-j^)N«>l,<i 
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Wenn k -• oo sieht man leicht ein, dass die Ungleichung (23) sicher erfüllt ist, 
falls die Ungleichung 

(24) |£.4(z)|* - i |ß 4 (z) | 2 < 0 

gilt, und diese ist offenbar erfüllt, wenn die Ungleichung 

(25) - \B4(z)\2 < i 

gilt. Für den absoluten Betrag von B4(z) haben wir wieder eine bessere Abschätzung, 
als uns die Ungleichung (10) gibt, denn es gilt 

£ r2" r2 r4 Jr, 1 + Jr Jr , 

-- _ r = 7 + 7 + - * l o g i — V ~ T " a r c t g ^ r ' r < 1 -
11=1 An — 1 3 7 4 1 — y/r 2 

Man hat also 
|B.{z)| < H»>| r + \bV>\ , ' + ... + \b<*l,\ r- + . . . , |z| - r < 1, 

• sX?. ( 4"-1 ) | h i-- | 2)#.£r) s 

-^(t^-f^'K-
J(r) log j - t - ^ - - 2 J(r) arctg Jr < 2, 

1 - Vr 

0,90 < r < 0,91 , 

(vgl. dazu [5], (17)). 
Durch konsequente Verfolgung und Erweiterung des Grundgedanken gelangt 

man zur scharfen Ungleichung |B4(z)|2 < 1, aus der die dritte Verschärfung folgt. 
Machen wir nun eine kurze Übersicht. 
Die Bedingung (1) ist mit der Ungleichung (6) äquivalent 

SR ił Л-)ì -
ť _ W l > _ o 

2 /(-) 
- 1 < 1 , 

und diese ist sicher erfüllt, wenn die Ungleichung (13) 

Л-) 
i 

/(-) 
- 1 m + i < i 

gilt. Die Ungleichung (13) kann man aber durch folgende — miteinander identische 
Ungleichungen ersetzen 

(iб) (1 + |w4(z)|2)2 - 4|w4(z)|2 cos2 <pz<l, 

0 < |w4(z)| < J2 , 0 <<)!>. < B/4 , 
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(18) |ß4(z)|2 (1 + |w4(z)|2 + 2|w4(z)| cos <pz)< 1 , 

(20) |ß4(z)|2 {fc|ß4(z)|2 -

- [(fc - 1) (1 + |vv4(z)|2) - 2(fc + 1) |w4(z)| cos <?/]} < 1 , (fc = 1, 2,...) . 

Die erste Abschätzung haben wir aus der Ungleichung 

(12) |V[-/A-)] - -I - N - ) | < i 
gewonnen. Zur zweiten Abschätzung haben wir die Ungleichungen (16) und (20) 
benutzt. Dabei haben wir gesehen, dass die Ungleichung (16) für alle zugehörige 
Werte von cos cpz sicher gilt, wenn sie für den Wert cos <pz = 1/̂ /2 erfüllt ist. Wenn 
man diesen Wert in die Ungleichung (20) einsetzt, und diese durch die Ungleichung 
(22) ersetzt, erhält man nach dem Grenzübergang k —> co die Abschätzung 

(25) Nz) | 2<± . 

Diese Betrachtungen kann man aber sehr vereinfachen, wenn man noch die identischen 
Ungleichungen (18) und (20) benutzt. Die Ungleichung (18) gilt offenbar für alle 
zugehörige Werte von |w4(z)|, wenn sie für den Wert |w4(z)| = y/2 erfüllt ist, und 
dasselbe gilt daher für die mit ihr identische Ungleichung (20). Man kann jetzt beide 
Betrachtungen, d. h. die Vergleichungen von (16), (20) und'von (18), (20), verbinden 
und behaupten: 

Die Bedingung 5R{\/[/(z)/z]} > i *st s^cner erfüllt, wenn die Ungleichung 

(20) |ß4(z)|2 {k|ß4(z)|2 -

- [(fc - 1) (1 + |w4(z)|2) - 2(fc + 1) |w4(z)| cos <pz-\) < 1 

für die Werte |w4(z)| = <J29 cos (pz = l/>/2, und für jede, beliebige, positive, ganze 
Zahlk = 1,2, ...gilt. 

Setzt man diese Werte in (20) ein, so findet man 

(26) |ß4(z)|2 {fc|ß4(z)|2 - [(fc - 1) (1 + 2) - 2(fc + 1) V- • 1/V2]} < 1 . 

|ß4(z)|2 {fc|ß4(z)|2 - fc + 5} < 1 , 

N*)|2{Nz)|--i + ̂ <ì 

Wenn k -* oo, sieht man leicht ein, dass die Ungleichung (26) sicher erfüllt ist, falls 
die Ungleichung 

(27) |ß4(z)|2 < 1 
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gilt; wegen (10) erhält man dann aus (27) 

|£4(z)|2 = - log — i - ^ < 1 , r < V(l - l/^3) > 0,97 < r < 0,98 . 

Benutzt man die schärfere Abschätzung für den absoluten Betrag von Ä*(z)» so 
findet man 

V(r) log l±Jl - 2 V(r) arctg ^ r < 4 , 0,98 < r < 0,99 . 
1 - V r 

Die Ungleichung |B4(z)|2 < 1 ist scharf; die Zahl 1 kann durch keine grössere 
Zahl ersetzt werden. Dies kann man leicht vom geometrischen Standpunkt aus ein
sehen. Der absolute Betrag von B4(z) stellt die Entfernung des Punktes w4(z) vom 
Punkt (1, 0) dar: 

kW - 1 | = www - 1 | = Nz)i, 
also im Grenzfall die Entfernung der Punkte der rechten Hälfte der Lemniskate 
Q1 = 2 cos 2q>, 0 = cp = n14 vom Punkt (1,0), und diese Entfernung kann niemals 
grösser als 1 sein. 

Bemerkung: Die Bedingung (l) ist äquivalent mit der Ungleichung 

"{*И 
die eine Abbildung des Einheitskreises |z| < 1 durch die Funktion f(z)jz auf das 
Äussere der Parabel v2 = ~u -f- \ darstellt. Der Beweis ist ganz elementar. Denn 
setzt man V[/(z)/z] == ui + *vi> s o erl-ält man 

J~& = u\ - v\ 4- 2iuíví 

л-> = VH«. - »2)2 + (2«i"i)2] = A + v\, * { - £ - } = u\ - v\ 

Aus der Bedingung (l) 

ergibt sich weiter 

(28) 
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Setzt man noch/(z)/z = « + iv, so ergibt sich aus (28) 

7[w2 + V2] + U > \ , M2 + .)2>J-M+M2, l?2 > i - M . 

Die Gleichung v2 -= — w + \ stellt eine Parabelgleichung mit dem Brennpunkt im 
Nullpunkt, mit dem Scheitel im Punkt ( | , 0) und mit dem Parameter p = — \ dar. 

in 

Nun beweise ich entsprechende Sätze über eine im Einheitskreis |z| < 1 reguläre, 
ungerade, schlichte, normierte Funktion g(z). 

Satz 4. Es sei 

g(z) = z + c3z
3 + c5z5 + ... 

eine im Einheitskreis |z| < 1 reguläre, ungerade, schlichte Funktion; 

a) wenn die Funktion g(z) dort die Bedingung 

1 (2) *Ш\ > 
2 

erfüllt, so ist 

\c2n-i\ £ 1 , (n = 2 , 3 , . . . ) , 

die Schranke ist genau, es gibt Funktionen, für die sie erreicht wird, 

b) jede Funktion g(z) erfüllt die Bedingung (2) im Innern des Kreises vom 
Radius r 

0,989 < r < 0,990, 

r ist die zwischen 0 und 1 liegende Wurzel der Gleichung 

log = 3 ,d. i. r = 4/1 1 
l . - r 4 VV e3 

Beweis, a) Ist die Funktion g(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulär, ungerade und 
schlicht, so ist die gerade Funktion 

& _ i = i + C3Z2 + C s 2 4 + _ + C 2 n _ l Z 2n-2 + _ 

z 2 2 

dort auch regulär. Aus der Gültigkeit der Bedingung (2) 

»|€^-i|>0 oder J Ö I ^ - I U O , 
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für die Funktion 

f9(z) i [ÍЧ} 2<;~__- _ _l = i + 2c3z
2 + 2c5z

4 + ... + 2c2„_1z
2"-2 + ... , 

erhält man unter Benutzung des Satzes (l) 

| 2c 2 l l _ 1 | ^2 , d.i. I ^ . ^ l , (n = 2,3,...) 

Die Schranke wird z. B. für die ungerade, schlichte Funktion 

0(z) 

ÍR 

= Z + Z3 + Z5 + ... , ІZІ < 1 , 
1 - z2 M 

{fHЬЬИ-1-—i - - - (--'••••). 
erreicht. 

b) Alles verläuft ähnlich wie beim Satz 3. 
1) Erste Abschätzung: Die Bedingung (2) ist, wie man leicht aus einer Zeichnung 

erkennt, mit der Ungleichung 

(29) W) - 1 < Ф) 

äquivalent, und da die Funktion g(z)\z im Einheitskreis \z\ < 1 regulär und von 
Null verschieden ist, folgt daraus 

(30) 
*(-) 

< 1 

Ist die Funktion g(z) im Einheitskreis |z| < 1 regulär und schlicht, so ist die Funktion 

(31) v.0(zv)] = y_zv + ^ + ••• + c-.-!-«2"-" + - ] = 

= z + 4;>+1z
2*+1 + ... + 41 + 1 z 2 ' " + 1 + . . . . (v = 1,2,3,...), 

nach (11), dort auch regulär und schlicht; die Funktion 

(32) v~7F7^ = ~ + b$-tz
2*-* + ... + b&-1z

2"-* + ...9 0 < | z | < l , 

ist dann regulär und schlicht im Gebiet 0 < jzj < 1 und für ihre Koeffizienten gilt 
00 

nach dem Bieberbachschen Flächensatz die Ungleichung _>] (2vn — l) |b2Vv«-i|2 _S 1. 
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Den Ausdruck (32) kann man in dieser Form schreiben: 

( 3 3 ) 77Í VCrfz-)] V_(0 

ersetzt man jetzt zv durch z, so erhält man 

= 1 + fc^-.z2* + ... + b(l)n.xz
2m + ..., |z| < 1 ; 

(34) 
0(z) 

Es folgt aus (34) für v = 1 

= [1 + ř / ^ . z 2 + ... + fc-W _lZ
2» + . . . ] ' = [1 + i#>(z2)]' 

ø(z) 

so dass sich die Ungleichung (30) auf 

(35) |B»X-2)| < 1 

reduziert. Für den absoluten Betrag von B'-1^.2) haben wir die Abschätzung 

\B(X\z2)\ < |_.«>| r2 + Ifc.^ r* + ... + |ft»>_.| r2" + ... £ 

_ y(fp» - o im-,1-) X I £ T ) S * M]°'i^?} 
vgl. dazu die Abschätzung der Ungleichung (12)). 

Man hat also 

r2 log 1-±2L < 2 , 0,90 < r < 0,91 . 
1 — r2 

2) Zweite Abschätzung: Die Ungleichung (30) 

i 
Ф) 

< 1 oder 

kann man in dieser Form schreiben: 

(36) 

Ф) 
-1 

Ф) 

Ф) 

+ 1 

< 1 

< 1 

Diese Ungleichung ist immer erfüllt, wenn die Funktion 

Щz)= / - ^ = i + в(ДZ

2) 
V-(z) 
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(vgl. dazu (34)) den Einheitskreis |Z| < 1 auf ein in der rechten Hälfte der Lemniskate 
Q2 = 2 cos 2<p, 0 ^ <p <£ n/4 gelegenes Gebiet abbildet. Die Ausdrücke 

Ф) 
-1 und 

*(-) 
+ 1 

stellen die Entfernungen des Punktes JV2(Z) von den Punkten ( + 1 , 0) resp. (—1,0) 
dar. Für die Funktion g(Z) gelten bekanntlich die Abschätzungen 

(37) ^ s M s j-feL. w < 1 . 

(vgl. dazu [5], (47)), und da die Funktion g(Z)/Z im Einheitskreis jZ| < 1 regulär und 
von Null verschieden ist, folgt daraus für die Funktion Z/g(Z) 

(38) 0 < 1 - |Z|2 S 

und für die Funktion W2(z) 

-) 
< 1 + z 2 < 2 , z < 1, 

(39) 0 < V ( 1 - И 2 ) < 
Z 

= |Ж2(z)|<.V(l + H 2 ) < V 2 , | z | < l 

Man hat also wieder den maximalen Wert von |JV2(Z)| für die Hauptachse der Lemni
skate Q2 = 2 cos 2<p, Max | JV2(Z)| ^ Max Q = y/2, wie im Satz 3 für die Funktion 
w4(Z). Die Ungleichung (30) ist also sicher erfüllt, wenn die Ungleichung 

\Bi2\z2f < i 

gilt. Für den absoluten Betrag von B4
2)(Z2) hat man die Abschätzung 

, |ß<2>(z2)| < |fe3
2)| r2 + |H2)| r4 + ... + l ^ - x l r2" + ... < 

oo / / oo r4« \ 

v V4 i - r 2 

und so ergibt sich 

1 + r 
rlog 

1 - r 
2r arctg r < 2, 0,95 < r < 0,96, 

(vgl. dazu [5], (17)). 

3) Dritte Abschätzung: Ganz ähnlich wie im Satz 3 kann man behaupten, dass die 
Bedingung (2) sicher erfüllt ist, wenn die Ungleichung 

(41) \B?\z2f < 1 

164 



gilt und daraus folgt wegen (10) 

1 
log 

l ~ r 4 < 3, r < </И> ° 989 < r < 0,990. 

Bemerkung: Die Bedingung (2) kann nicht im ganzen Einheitskreis \z\ < 1 für 
jede ungerade, schlichte Funktion g(z) erfüllt werden; FEKETE und SZEGÖ haben 
nämlich bewiesen [4], dass ungerade, schlichte Funktionen existieren, für die 
Max \c5\ = i + e-2/3 = 1,01 > 1 ist. 

IV 

Zuletzt beweise ich einige kleinere Teilergebnisse über eine im Einheitskreis \z\ < 1 
reguläre, schlichte Funktion 

f(z) = d0 + dyz + d2z
2 + ... , f(0) = d0 * 0 , f'(0) = dt * 0 , \z\ < 1 . 

Ohne Beschränkung der Allgemeinheit setzen wir d0 = 1. Der allgemeine komplexe 
Koeffizient d0 stellt bekanntlich eine Drehung und eine Verkürzung resp. eine Dilata
tion dar. 

Satz 5. Ist 
f(z) = 1 + dtz + d2z

2 + ... 

eine im Einheitskreis \z\ < 1 reguläre, schlichte Funktion, die dort nur Werte 

a) in der Halbebene 9?{f(z)} > -J-, oder 

b) in der Halbebene 9*{f(z)} > 0, oder 

c) im Äusseren der Parabel v2 = —w + J, oder 
d) in der vollen, längs der negativen reellen Achse aufgeschnittenen w-Ebene 

annimmt, so ist 

-) d. й 1, 
b) d„ _S2, 

c) ti„ Ş в ł l , 
«*) dn 

š 4и, 

(и = l ,2, . . . ) . 

A//e Schranken sind genau; es gibt Funktionen, für die sie erreicht werden. 

Beweis, a) Man betrachte die Funktion f(z) in der Form 

2{f(z) - 1} = 1 + 2dxz + 2d2z
2 + ... 

Aus der Gültigkeit der Bedingung a) 
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erhält man unter Benutzung der Sätze 1 und 2 

2{f(z) ~i}< ^ ^ = 1 + 2z2 + 2z2 + ... + 2z" + .. ., 
1 — z 

W V 1 1 1 + Z 1 « -

- f(z) < - + = = 1 + z + z2 + . .. , 
w 2 2 1 ~ z 1 - z 

b) Satz 1. 
c) Es sei 

l-U" _Ş1, (n = l,2,. . .) . 

ç > ( z ) = l + d(
1

1)z + 4 I > z 2 + ... 

eine im Einheitskreis |zj < 1 reguläre, schlichte Funktion, die dort nur Werte in der 
Halbebene 9?{<p(z)} > \ der wt — Ebene annimmt; dann ist die Funktion 

[<p(z)]2=/(z) = l + d 1 z + d2z
2 + ... 

im Einheitskreis |z| < 1 offenbar auch regulär, schlicht und bildet den Einheitskreis 
|z| < 1 auf das Äussere der Parabel v2 = — u + i ab; die Gerade ut = \ der wt — 
— Ebene geht dabei in die Parabel v2 = — u + \ der w — Ebene über. 

f(z) = |V(z)]2 = [ui + ivt~]2 = u + iv, u\ - v\ = u , 21/iv! = v, 
w i = 2 J üi = t;, J — v2 = u , d. i. v2 = — u + \ . 

Für die Funktion cp(z) erhält man wegen (a) 

cp(z) <̂  = 1 + z + z2 + ... 
1 — z 

und daraus unter Benutzung des Satzes 2 

[<p(z)f = /(z) < —1— = 1 + 2z + 3z3 + ... + (» + 1) z« + .. ., 
(1 - z)2 

|dn| ^ n + 1, (n = 1,2,...). 
d) Es sei 

il/(z)= 1 + d[2)z + d(
2

2)z2 + ... 

eine im Einheitskreis |z| < 1 reguläre, schlichte Funktion, die dort nur Werte in der 
Halbebene 9l{^(z)} > 0 der w2-Ebene annimmt; dann ist die Funktion 

[^(z)] 2 =/(z) = l + d l Z + d2z
2 + ... 

im Einheitskreis |z| < 1 offenbar auch regulär, schlicht und bildet den Einheitskreis 
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|z| < 1 auf die volle, längs der negativen reellen Achse aufgeschnittene, w-Ebene 

ab. Die imaginäre Achse der w2-Ebene geht dabei in die negative reelle Achse der 

w-Ebene über. 

Unter Benutzung der Sätze 1 und 2 erhält man wieder 

1 + z 
i>(z) <̂  = 1 + 2z + 2z2 + . . . + 2zM + . . . , 

1 — z 
z>2 

= 1 + 4z + 8zz + . . . + 4nz" + l^)]2 = f(z)< (L±-

\d„\ = 4 n , (n = 1 ,2, . . . ) . 

Die Schranken werden z. B. für die Funktionen 

a) f(z) = = l + 2 + 22 + . . . + 2" + . . . , 
1 — 2 

b) Satz 1, 

c) f(z) = - - 1 - - = 1 + 22 + 3z2 + . . . + (n + 1) z" + . . . , 
(1 - z ) 2 • 

™.)-(пH) 
2 

1 + 4z + 8z2 + ... + 4иzи + ... 

erreicht, die mit den Majorantenfunktionen formal identisch sind. Man überzeugt 
sich leicht, dass diese Funktionen in Einheitskreis |zj < 1 regulär und schlicht sind, 
und dass dort die Bedingungen unter a), b), c), d), erfüllt sind. 
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