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Casopls pro péstovini matematiky, rot. 96 (1971), Praha -

ASYMPTOTISCHE FORMELN FUR DIE LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG )" + 24,(x) ¥’ + qa(x)y = 0

ZpenEk Husty, Brno

(Eingelangt am 29. August 1969)

Diese Arbeit stellt eine Fortsetzung von [1] dar, so daB alle Bezeichnungen und
Begriffe, die in [1] eingefiihrt wurden, verwendet werden. Wir werden uns mit den
Anwendungen des unten angefiihrten Satzes, der in [1; Satz 5.2] bewiesen wurde,
beschéftigen.

Es seien die Gleichungen

Q Y(1) + 20,(f) Y(£) + Qx(1) Y(1) =0,
Q,ECO(J), i=1,2 J= 1 oo),
(a) (%) + 24,(x) y'(x) +_QZ(") ¥x) =0,

QiECO(I), i=1,2, I=<Xq 00)
gegeben.

Lemma. Es existieren positive Funktionen H,f, @o, Vo mit folgenden Eigen-
schaften:

@) H(x), f(x) € Co1), H'() > 0, lim H(x) = oo, (1) = J3
b) @o(t), Yo(t) € Cold).

Es gelte ferner

N _[ :exp {2 j' :(X)Ql(s) ds} Qo[n(x)] Ed; [log (fz(x) ().

opflsre=s o)

(15o) j “exp {z j ") ds}%[ﬂ(x)] |16 £(2) + 20 £ (x) £(x) +
+ 40 £(x) — £(3) [T QaLHE] | dx < oo,

dx < o0,
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wo &g = @2, PoWo = ¥, gesetzt wird. Dann gelten folgende Behauptungen:

1° Es existiert der Grenzwert

H(x)

(0.1) lim (sz' exp{ZJ q.ds — 2

Qlds}) =C, 0<CeE,.
E ad- ] X0 to
2° Ist -

Y(0) = 0[eo()], (1) = O[¥o(1)],

wo Y(t) die allgemeine Losung der Gleichung (Q) darstellt, so hat die Gleichung (q)
die Basis

(02) yAx) = f(x) {Y;[H(x)] + o[ H(x)] o(1)}
’ yix) = £(x) {¥;[H(x)] + oo[H(x)] o(1)} +
+ f(x) H'(x) {Y,[H(x)] + vo[H(x)] (1)}, .k =1,2,

wo

(0.3) Yi(), Y ()

eine beliebige Basis von (Q) bezeichnet.

3° Es sei (0.3) in J eine positive Hauptbasis von (Q) im Intervall J. Gilt
YO B0 = o[8d], 1B = 0¥, k=12, Ik,
so hat die Gleichung (q) im Intervall I die Hauptbasis
(0.4) (%) = FX) Y[HET [ + o(1)], j=1,2.
(i,) Ist die Basis (0.3) in J regelmdBig mit Schatzfunktionen x,(t), %,(t), so gilt
©9) i) = FEYHEILL + o] + 1) HE) G-
AL+ o[xf(H) + 1]}, j=1,2.

(i,) Ist die Basis (0.3) in J halbregelmapig j-ter Art mit Schatzfunktionen
%,(1), #2(1), so gilt

(06) yix) = S () YLHGT [ + o(1)] +
+ £(9) H'() IHE)]- {1 + o[ (H) + 11},
3E) = SO WLHE] [ + o1)] + £() B'(x) K{HG)] +
+ f(x) H'(x) s(H) [xH) + 1] o(1), j k=12, j*k.
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(is) Ist L[H(x)] = 1, so gilt
©7) ¥ = £ L@ + )] + (=) ) FLEGT [1 + o{0)],
W) = £ [+ o(1)] + f(x) H'(x) (HLHELLH)]} of1),
k=12, j*k.

Der Hilfssatz 148t sich in einer fiir die Anwendungen geigneten Form schreiben.

1. Es seien die Gleichungen
Q Z() + 01 Z(f) =0, QeCo(J), J =ty ®),
(@) V'(x) +244(x) y'(x) + ga(x) ¥(x) = 0, 4:€ Co(l),
i=12, I={xo, ®)
gegeben.

Hauptsatz. Es existieren positive Funktionen H, f, o, ¥ und die Funktion 24(?)
mit folgenden Eigenschaften:

a) H(x), f(x) e Cy(I), H'(x) > 0, lim H(x) = oo, H(I) =J;

b o) Ve Coldy . *
) 9,(1) e Cy(J).
Es gelte ferner
0 [ nomieen + ven.
d x H(x)
—-[Iog(sz’exp {2". q,ds — 2 Qlds})] dx < o,
dx xo to
® 9(H) 2
(1) TR [ff + 201 ff + a2f* —

— fPH*[Q(H) + Ql(H) + Qi(H)]| dx < w0,
wo @ = @2, ¥ = @y gesetzt wird. Dann gelten die folgenden Behauptungen:

1° Es existiert der Grenzwert (0.1).
2° Ist

O Z(t) = ofe()], 2(1) = o[¥(1)],

wo Z(f) die allgemeine Losung der Gleichung (Q) darstellt, so hat die Gleichung (q)
die Basis
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(1.1)
yAx) = exp {— j “0,5) ds}f(x) (ZHE] + o[HE] o)}, j=1,2,

1

H(x)
y(x) = exp {— 0.(5) ds} [f’(x) (Z[H()] + o[H()] 1)} +

to

o+ 1) H'(x) ({ —Q.[HET}HZIHE] + o[H)] o)} +
+ Z[H()] + W{H() 0(1))], =12,

wo
(1.2) Zy(t), Zy(1)
eine beliebige Basis der Gleichung (Q) bezeichnet.
3° Es sei (1.2) eine positive Hauptbasis von (Q) in J. Gilt nun

(ii) () z0) = o[#()]. Zf1) 2 = O[¥(A]. k=12, j+ k,

so hat die Gleichung (q) im Intervall I die Hauptbasis

. A
(13) yfx) = exp{— J 0.(s) ds} SO ZLHE] [ + o], j=1,2.

(i) Ist
(1.4) —QZ;+Z;%0 in J, i=12, Z{(-Q,Z, + Z) =
= O[Z(~Q.Z, + Z)], xf{i)>0, jk=1,2, j+k,
so gilt

9 i = e - [ e e ZiHEI 0 + o) +

+ f(x) H'(x) (- &:[H(x)] Z,[H(x)] +
+ Z{Hx)] . (1 + o[x(H) + 1])}, j=1,2.
(iy) Ist
(1.6) —0Q.Z;+Z;+#0 in J, Z{-Q.Z + Z) = O[%,Z(- Q:Z; + Z))],

- exp{-— J.'Q, ds}Z,,(—Q,Z,- +2)=0042Z), »()>0, i=1,2,

to



so gilt

7)) = e {— J'""’Ql(s) ds} (76 ZLH] [1 + o{1)] +

to

f(x) H'(x) (- Q:[H(x)] Z,[H(x)] + Z,[H(x)]) (1 + o[x(H) + 1])},
Vi(¥) = exp {_ J’ " 0.6) ds} () ZLHG)] [1 + o(1)] +

+ f(x) H'(x) (- Q:[HX)] ZH(x)] + ZLH(x)])} +
F(x) H'(x) %(H) [ (H) + 1]o(1), jk=1,2, j*k.

(i3) Ist
(1.8) Z,(1) = exp{ j :OQ,(s) ds} ,

so gilt

(19 y(x) = exp {_ f " 0.s) ds} (F(%) Z[HE][1 + o()] +

+ f(x) H'(x) (- &, [H(x)] Z[H(x)] + Z,[HED [1 + o(1)]},
Y(x) =) [1 + o(1)] + £(x) H'(x) {~ Q:[H(x)] +
+ Z[HXVZHET} o(1), k=12, j*k.

Beweis. Die Gleichung (Q) ist die Normalform des Bildes (Q) {t, exp [ — [i, Q,(s) -
. ds]} mit

(1.10) 0:(1) = Q() + 0,(1) + Q3(r),

so daB die Beziehungen ‘

(L.11) Y(i) = exp {_ j X0 ds} 20,
(112)) YA0) %t) = exp {—2 j "0, ds} 20 ZJ1) .

(112) Y1) Bi(t) = exp {-2 J' " 0.6) ds} [= 0.0 Z() Zd1) + Z[) 2]
gelten.
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Gilt (i) oder (ii), so konnen wir (1.12) in der Form

Y/(f) Yi(t) = exp {—2 _[ :on(s) dS} of(1)],

YA0) %(t) = exp {—2 J "0.6) ds} of|e:(9)] #(t) + ¥()]

schreiben. *
Setzt man

H(x)
Wo[H(¥)] = exp {—2{ 2,() ds} {Q.[H)] o[H()] + P[H()]}

in (I,) ein, so erhdlt man (I). Setzt man ferner

H(x)
So[H()] = exp {-2 f 0.(5) ds} o[H()]
to .
und die Beziehung (1.10) in (II,) ein, so erhilt man nach einer Umformung mit Riick-
sicht auf (0.1) die Formel (II).!)

Gilt (1.4), so schlieBen wir nach (1.11), (1.12,), daB die Basis (0.3) regelmaBig ist
mit Schétzfunktionen (1), %,(f). Gilt (1.6), so ist die Basis (0.3) halbregelmiBig
j-ter Art mit Schatzfunktionen x,(t), %,(t). Gilt (1.8), so ist V,[H(x)] = 1.

Alle Voraussetzungen des Hilfssatzes sind also erfiillt, so daB alle Behauptungen
dieses Satzes gelten. Setzt man (1.11) in die Formeln (0.2), (0.4)~(0.7) ein, erhilt
man alle in dem Hauptsatz angegebenen Formeln.

2. Es seien die Gleichungen (Q), (q) und positive Funktionen H, f, ¢, ¥ mit den
Eigenschaften a), b) gegeben und es gelten die Formeln (i), (ii), siehe Abs. 1.

Satz 1. Es gelte

o [ on=r + ot + .
' 'a(l [log(szzaesz’ exp {2Ix 4 ds})] dx < 0, a,bekE,,
x %o
© O(H) | .» '
® [ 22+ 20,01 + aar -

- fPH*[Q(H) + a(a + 1) H™? + 2abH™* + b2]| dx <
mit & = @?, ¥ = @y. Dann gelten die folgenden Behauptungen:

1) Der Grenzwert (0.1) folgt aus (Iy), s. [1; S. 236].
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1° Es existiert der Grenzwert

(21 lim (f’Hz"ez””H’ exp {2.[ q, ds}) =C, 0<CE€E,.

2° Gilt (i), so hat die Gleichung (q) eine Basis von der Gestalt
y; = H¢@"f[2{H) + o(H) o(1)] ,
y; = H@¥(f'[Z{H) + o(H) o(1)] +
+ fH'{(aH™! + b)[Z(H) + o(H) o(1)] + Z(H) + ¥(H) o(1)}), j=1,2,
wo (1.2) eine beliebige Basis von (Q) darstellt.

3° Ist(1.2) in J eine positive Hauptbasis von (Q) und gilt (i), so hat die Gleichung
(q) eine Hauptbasis von der Gestalt

vy = HSYZH)[1 + o], j=1,2.

(iy) Ist
(2.2) (™' +b)Z;+ 2, %0 in J, i=12,
Z(at™ + b)Z, + Z,] = O{x;Z,[(at™ + b) Z; + Z;]},
x()>0, jk=12, j*k,
so gilt
vy = H{f' Z{H)[1 + o(1)] + fH'[(aH™' + b) Z(H) +
+ Z(H)](Q + o[x(H) + 1])}, j=1,2.
(i,) Ist

(2.3) (at ™ +b)Z;+ Z; %0 in J, Zf(at™' +b)Z, + Z,] =
= 0{x,Z[(at™ ' + B)Z; + 2]}, t""Z[(at™ +b)Z; + Z;] =
= 0(Z;), »{t)>0, i=12,
so gilt
y; = Hef' Z(H)[1 + o(1)] + fH'[(aH™' + b) Z(H) + Z(H)] .
(1 + o[x(H) + 1])} .
(24) v = B Z(H)[1 + o(1)] + fH(@H™" + b) ZJH) + ZyH)]} +
+ FH(H) [1fH) + 1] 0(1), j=1.2, j+ k.
(i5) Ist
Z(t) = t7%™,
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so gilt
yj=Hef Z(H)[1 + o(1)] + FH'[(aH™" + b) Z(H) + Z(H)][1 + o(1)]},
ye=sT1 +o(1)] + fH'[aH™' + b + Z{H)|Z{H)] o(1),
k=12, j¥k.
Satz I folgt aus dem Hauptsatz, falls wir Q,(f) = —at™' — b wihlen.
Im folgenden werden einige Anwendungen des Satzes I angefiihrt, die man durch

eine passende Wahl der Funktion Q(t) erhalt.
Anstatt [ f(x) dx werden wir einfach [* f schreiben.
3. Ist

(3.1 j.w 4 [log (szz"e"'”H’ exp {2j.x d: ds})]
dx xo

® 1 ” ’ -—
f VT ST st~ PHaH 8 g <0, o= L,

< oo, a,bekE,,

so gilt (2.1) und die folgenden Behauptungen:

1° Im Fall ¢ = —1 hat die Gleichung (q) eine Basis von der Form

Vi = H"e""f[Sin <H + K ; ! n) + o(l)],

yp = H® {f’ [sin (H + K ; 1 7:) + 0(1)] +
, 1 . k-1 k-1
+fH'|[(aH ' + b)sin{ H + 5" +cos(H + " +o() |}, k=1,2.
2° Im Fall ¢ = 1 hat die Gleichung (q) eine Hauptbasis von der Gestalt
(3.2) vi = Hfexp {H[b + (=1)*]} [1 + o(1)] ,

ye = Hexp {H[b + (= 1)}]} {f'[1 + o(1)] +
+fH[aH "+ b+ (D[t +o(1)]}, k=1,2.

 3°Ista=0,b= —1bzw.a = 0,b = 1, so besitzt die Gleichung (q) die Haupt-
basis ‘

vy = exp{(=1Y 20} 5T+ o1)], 3, = 11+ o0)],



v} = exp {(=1) 2} {f'[1 + o(1)] + 2FH(—1) + o(1)]},
vi=fTU+o()] + fH o1),

woj=1,k=2bzw.j =2,k =1 zu wihlen ist.
Dies folgt aus dem Satz I, falls Q(t) = —¢ gesetzt wird.

Beispiele a) Man wihle

(3.9) f(x)=/x, H(x)=pglogx, 0<pBekE,.
Ist
00 d x
j ——[log(xz"" log?*x exp {ZJ' q, ds})] <o, abekE,,
dx - o X0
© _ 2(e __ h2) —
J‘ q1+xq2+ylogx 2ab<°o’ y=4ﬁ(8 b?) 1’
x log x 4

so gelten die Behauptungen:

(3.5) 1° lim (xz"" log %°x exp {2 j

X0

x

qlds})=c, 0<cekE,.

2° Die Gleichung (q) hat im Fall ¢ = —1 eine Basis von der Form

yi = xP*1/2 [og % [sin (B log x + k ; 1 n) + o(l)] , -

1 -
yi=xP" "2 log x| Bb + = + 2 )sin ﬂlogx+k ln +
2 logx 2

+ ﬁcos(ﬁlogx + k; 11t>], k=1,2.
3° Im Fall ¢ = 1 hat die Gleichung (q) die Hauptbasis
Vi = xPEHUACDB g ax) 4 o(1)],
Ji = x¥=HZHCDE [og oy [bﬂ PR S o(l)], k=12
log x
b) Man wihle im Beispiel a) e = 1, a = b = ¢; = 0. Ist [* x|q, + y/x?] <

<00, P = (4[32 - 1)/4, so hat die Gleichung y” + g,y = 0 die Hauptbasis y, =

= x12YCOML 4 o(1)], yp= x"12HCVM[L 4 (~1)F B 4 o(1)]. Dieses Beispiel
verallgemeinert im Fall ~} < y < 0 das Ergebnis aus [2; Satz 23, S. 514].
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4. Ist

(4.1) J (1 + |b] H))di [log (f’Hz"ez""H’ exp {2 J a1 ds})] <@,
X xo0
a,beE,,
’ “ H |, ,
(4.2) J‘ 7 If+ 2, ff + q.f* —
2
O EXCELNE T B,

so gelten (2.1) und die folgenden Behauptungen:
1° Im Fall o > } hat die Gleichung (q) eine Basis von der Gestalt

W = Ha+112e“’f[sin (w log H + k ; 1 n) + o(l)] ,

yi = Heti (f' [sin (a) log H + k ; ! 7:) + o(l)] +

+ fH' {[(a +4)H™' + b] [Sin (co log H + k ; 1 11:) + 0(1)] ‘+

+ oH™! cos (wlogH + k ; ! n) + o(l)}), k=12,
mit
(o1) o =-1.
2° Im Fall a < } hat die Gleichung (q) die Hauptbasis
(4.3) y; = H™'27oHf[1 + o(1)], yx = H**'2+2ebHf[1 + o(1)],
yy=H" 1270811 4+ o(1)] + fH[(a + 3 — @) H™* + b][1 + o(1)]},
Yo = H*HP2* 2B 11+ o(1)] + fH'[(a + 3 + w) H™* + b] [1 + o(1)]},
mit
(2) o==1@-q
wo im Fall @ > 0 bzw. © < 0 j=1,k=2bzw.j =2,k = 1zu nehmen ist.

3Istb=0,a+41+ w=0bzw.b =0,a + % — w = 0, so hat die Gleichung (q)
die Hauptbasis ‘ -

50



(4.4) vy =H 21 + o(1)], ye=f[1 +o(1)],
vy =H2{f1 + o(1)] — 20f H'H'[1 + o(1)]},
i =11+ o(1)] + fH'H™ o)
bzw.
(4.5) yi=f[1+0(1)], ye=H*f[1+ o(1)],
Yy =fT1+ o(1) + fH'H ' o(1),
yi = H*{fT1L + o(1)] + 20fH’'H'[1 + o(1)]},

woimFallw>0b2w.w<0 j=1,k=2bzw.j =2,k =1 gesetzt wird.
Dies folgt aus dem Satz I fiir Q(f) = at™2.

Bemerkungen. a) Setzt man « = —n(n — 1), so ist o = n — 4. Dann gelten
fir n > 3[n < 4] die Ungleichungen « < }, ® > 0[a < }, @ < 0] und die Formeln
(4.2)—(4.5) kann man auf die Form

® H ” ’ '
(42,) f |7+ 2SS + aaf -
__szlz[a(a+1)-n(n—1)+_2_‘1_b.+b2]<m’
H? H )

(43) y; = H"HPEL 4 o(1)], v = HeEf[L + o(1)],
yy=H""PR L+ o(1)] + fH[(a + 1 — n) H' + b][1 + o(1)]},
yi = H*"@H{f'[1 + o(1)] + fH'[(a + n) H™' + b][1 + o(D]},

(44,)  y;=HSL+ ()], y =S+ o(1)],
yi=H2 Y1+ o(1)] <~ (20 — 1) fH'H™'[1 + o(1)]},
Ve = fTL+ o1)] + FH'H™ o(1)

bzw.

(45)  yi=f[1+0(1)], ye=H> 1+ o(1)],
yi=fI1+o(1)] + FH'H1 (1),
yi=H"{f[1 + o(1)] + (20 ~ ) fH'H'[1'+ o(1)]}

bringen, wo fiirn > tbzw.n < 4 j <~ 1,1 = 2 bzw. k = 2, k = 1 zu nehmen ist.
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Setzt man ferner a = n, 2n = v, so kann man die Formeln (4.1)—(4.3) in der Form

(4.1) ‘ro(l + |b| H) ;lg- [log (fZHVeZbHH' exp {ZJ‘x 4, ds})] <,
X %o
® H |, , , b
62) [ lrrerassear (e D e v) <o,

(43;)  y; = HE[1 + o(1)], »i = HeHf[1 + o(1)],
vy =He 1+ o(1)] + fH(H™' + B)[1 + o(1)]},
yi = HEH {1+ o(1)] + fH'(GH™" + b)[1 + o(1)]}

schreiben, woim Fallv > 1 bzw.v < 1j = 1, k = 2bzw. j = 2, k = 1 gesetzt wird.

b) Wahlt man a = —n(n + 1), so ist @ = n + 4. Dann gelten fiir n > —}%
[» < —4%] die Ungleichungen « < }, ® > 0 [« < , ® < 0] und mit den Formeln
(4.2)—(4.5) kann man folgende Umformungen durchfiihren:

(42,) [ 7

_pga (et D o)) | 2ab g
H? H

'+ 2. 0f + q2f? —

<o,

(435)  y;=H"Ef[ + o(1)], ye = H*"" U1 + o1)],
y; = H@n( {1 + o1)] + FH'[(a — n) H™* + B] [1 + o(1)]} ,
Yo = H PSR 4 o(1)] + fH'[(@ + n + 1) H™' + b][1 + o(1)]} ,
(445)  y;=H YL+ 0o(1)], ye=f[1+o(1)],
yj=H""Yf[1 +o(1)] — @n + DFHH'[1 + o(1)]},
vi= £+ oft)] + frH o),
baw. '
(455) yi=Sf[1+01)], »=H""f[1+o1)],
i =1+ o(1)] + fHH ' o(1),
Ve = H" [+ o(1)] + (20 + 1) fH'H'[1 + o(1)]},
wofiirn > —3bzw.n < —% j = 1,k = 2 bzw. j = 2, k = 1 zu nehmen ist.
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Setzt man ferner a = n, 2n = v, so gilt (4.1,) und die Formeln (4.2)—(4.5) lassen
sich in der Form

® H

©0 | 7
(4.3,)  y; =1+ o(1)], y=H"*'ef[1 + o(1)],

vy =Tt + o(1)] + fH'B[1 + o(1)]} ,

i = B n(p 1 4 oft)] + SH( + 1) B + B1[1 + o]},
(4540  yy =S +0(1)], y=H"Sf[1+o1)],

v;=fT1 + o(1)] + FA’H™* o(1),

ye=H"I1+ o)) + (v + )HHTL + o(1)]}

schreiben, wo fiirv > —1bzw.v < —1j =1,k = 2 bzw. j = 2, k = 1 zu nehmen

< o,

£ + 20,0F + aaf? — f2H? (Yl}’f + ,,z)

ist.

Beispiele. a) Man wihle (3.4). Ist

f w(l + |b] log x) d% [log (xsz log**x exp {2 j ;q : ds})]

© [ y + dlogx + 9log? x
log xiq, + xq, — 3 <
[ 4x log® x

<o, a,beE,,

b

mit y = 4p%[a + a(a + 1)], & = 86%ab, 8 = 4B%b* + 1, dann gelten die folgen-
den Behauptungen:

1° Es existiert der Grenzwert (3.5)-
2° Im Fall « > } hat die Gleichung (q) die Basis

Vi = xP712(log x)**112 [sin <w log, * + X ; ! n) + 0(1)],

yi = xP*712(log x)**1/2 {é sin ((0 log, x* + I_c;_l n) + o(1) +

. k-1
+ [(a + $)1og™" x + pP] [sm (w log, x* + 5 n) + 0(1)] +
s, k—1 ’
+ wlog™! xcos(a) log: X + T n)+ 0(1) , k=1,2,

wo (o,) gilt.
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3° Im Fall « < } hat die Gleichung (q) die Hauptbasis
y; = xﬁbﬂ/z(log x)a+llz-w[l + o(l)] s W= xBb+ 1/2(108 x)a+1/2+w [1 + o(l)] ,
y; = xP"121og x)** 2241 + o(1)] + [(a + 3 — w)log™" x + BB][1 + o(1)]},
Vi = x”“’z(log xyptiizrelart + o(1)] + [(a + 4 + w)log™ x + Bb][1 + o(1)]},
WO(wz)giltundimFallw> Obzw. w < 0j =1,k = 2 bzw. j = 2, k = 1 gesetzt
wird,
Istb=0,a+3++w=0bzw. b=0,a + 1 — ® = 0, so hat die Gleichung
(9) die Hauptbasis
y; = x"*(log x)72[1 + o(1)], yi = x'*(log x)[1 + o(1)],
y; = x""*(log x)"2*{3[1 + o(1)] — 2wlog™" x[1 + o(1)]},

Yo =x"12[1 + o(1)] .
bzw,

yy=x""[1 +o(1)], y.=x"2(logx)**[1 + o(1)],
i =x""[} + o(1)],
ye = x~'(log x)**{(3[1 + o(1)] + 2w log™! x[1 + o(1)]},

WO (o,) gilt und imFallw > 0 bzw. @ < 0 j = 1, k = 2 bzw. j = 2, k = 1 gesetzt
wird,

b) Man wihle im Beispiel a) & = a = b = 0, so daB = 4 ist. Ist [* log x|q,| <
< ®, [*xlogx|g, — (1/4x?)| < oo, so hat die Gleichung (q) die Hauptbasis
YisJE [+ o] y2 = /() logx[1 + o()], yi = (/*)' [1 + o(1)], yz =
= (V(x) log x) [1 + o(1)].

¢) Man wiahle f(x) = 1, H(x) = x, a = —n(n + 1), a=n, 2n = v, b = 0. Ist
] w l(d/dx) [log (x” exp {2 [, 4, ds})]| < oo, [® x|q;| < 0, s0 hat die Gleichung (q)
die Hauptbasis y, = [L + o(1)], y, = x’"'[1 + o(1)], yi =o(x~%), y; = (v +
+ 1) x"[1 + o(1)]. Dieses Beispiel verallgemeinert das in [1; Lemma 2.5) angefiihrte
Ergebnis. o

S. Es sei
] .d x
I U+ |b] H) log H’a— [log(szz“ez""H’exp {2‘[ qlds}>] <w, abekE,,
x %o
)
Hlog H ‘ 1 + 4a(a + 1) , 2ab
42 ff+ g - fH————+ — + b < w.
_[ |1 2 s - p [ ke 2




Dann gilt (2.1) und die Gleichung () hat die Hauptbasis

y1 = H* 2R + o(1)], y, = H** 21 log H[1 + o(1)],
yi = H*128E(f 1 + o(1)] + fH'[(a + ) H™* + b][1 + o(1)]},
yy = Ho*12e5(f log H[1 + o(1)] + fH'{log H[a + $) H™' + b] +
+ H'} 1 + o(1)]) -
Ist b = 0,a = —14, dann hat die Gleichung (q) die Hauptbasis
yi =f[1 + o(1)], y,=FlogH[l + o(1)],
yi =1 + o(1)] + fH'(Hlog H)™" o(1) ,
¥y = f'log H[1 + o(1)] + fH’HT'[1 + o(1)].

Es folgt aus dem Satz I fiir Q(f) = $t72.

Beispiel. Man setze b = 0,a = —4,f = 1, H = x. Gilt [* log x|2¢, — 1/x] < o,
J* x1og x|g2| < o0, so hat die Gleichung (q) die Hauptbasis y, = 1 + o(1), y, =
= log x[1 + o(1)], yi = o[(xlog )71}, y; = x ' + o(1)].

6. Gilt (4.1) und

J.wle' ' + 20.f'f + auf* = f2H?[ala + ) H™? + 2abH™" + b*]| < 0,

so existiert der Grenzwert (2.1) und die Gleichung () hat die Hauptbasis

y, = H“+lebeSin% [1 + 0(1)] , Yo = Ha+lebe COS% [1 + 0(1)] ,

Vi = Ho*1gH (f’ sin% [1 + o()] + fH' {[(a +1)H™' + b] sin% -
~ H™? cos l} [1+ 0(1)]),

H
’ + H 1 ’ [(a -1 1

yy = H**1eb f’cosﬁ[l+o(l)]+fH +1)H +b]cos;1—+

+ H 2sin %} [t + 0(1)]).

Dies folgt aus dem Satz I fiir @(t) = #~*
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