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časopis pro pěstování matematiky, roč. 96 (1971)» Praha 

ASYMPTOTISCHE FORMELN FÜR DIE LÖSUNGEN 
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG / + 2qx(x) y' + q2(x) y = 0 

ZDENEK HUST*, Brno 

(Eingelangt am 29. August 1969) 

Diese Arbeit stellt eine Fortsetzung von [1] dar, so daß alle Bezeichnungen und 
Begriffe, die in [1] eingeführt wurden, verwendet werden. Wir werden uns mit den 
Anwendungen des unten angeführten Satzes, der in [1; Satz 5.2] bewiesen wurde, 
beschäftigen. 

Es seien die Gleichungen 

(Q) m + 2ß,(0 Y(t) + Q2(t) Y(t) = 0, 

Qt 6 C0(J) , i - 1, 2, J = <*o> t») , 

(q) y'(x) + 2<h(x) y'(x) + q2(x) y(x) = 0 , 

q,eC0(l), i = 1,2, / = <x0, oo) 
gegeben. 

Lemma. Es existieren positive Funktionen H,f,(po>tyo mit folgenden Eigen­
schaften: 

a) H(x), f(x) e C2(I), H'(x) > 0, lim H(x) = oo, H(I) = J; 
.JC-*oo 

b)<7>o(0> <l>o(t)eCo(J)-
Es gelte ferner 

(I0) f"exp|2[H Wß1(s)dsi«P0[H(x)]|^[log(/2(x)H'(x). 

. exp J2 I qt(s) ds - 2 f Q^s) dsiJ dx < oo , 

(II0) Vexp J2f%.(s)dsU0[H(x)] l/"(x)/(x) + 2<h(x)/'(x)/(x) + 

+ qi(*)f2(x) - f2(*) [H'(x)f QlH(x)} | dx < oo , 
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wo #0 = <p\, «Po'Ao — ^o gesetzt wird. Dann gelten folgende Behauptungen: 

1° Es existiert der Grenzwert 

(0.1) lim ff2H' expJ2 V <j. ds - 2 f * ßi ds}) = C ' ° < c e £ i • 

2° Ist 

I t O - O W O l - Y(t) = O[*l,0(t)], 

wo Y(t) die allgemeine Lösung der Gleichung (Q) darstellt, so hat die Gleichung (q) 
die Basis 

(0.2) yj(x) = f(x) {Yj[H(x)] + cp0[H(x)] o(l)} 

y'kx) = f'(x) {Yj[H(x)] + <p0[H(x)] o(l)} + 

+ f(x) H'(x) {Yj[H(x)] + *0[H(x)] o(l)} , j,k = 1,2, 

wo 

(0.3) Yi(t), Y2(t) 

eine beliebige Basis von (Q) bezeichnet. 

3° Es sei (0.3) in J eine positive Hauptbasis von (Q) im Intervall J. Gilt 

y / 0 Yk(t) = o[4>0(t)], fyi) yfc(r) = o[yo(0]> /, fe = 1,2,, j * fc, 

so /iaf die Gleichung (q) im Intervall I die Hauptbasis 

(0.4) ,/*) = /(*) W O ] [1 + *W] - / - 1. 2 . 

(ij) Jsf die ftasis (0.3) w J regelmäßig mit Schätzfunktionen Xi(t), x2(t)9 so gilt 

(0.5) y'j(x) = fix) Yj[H(x)] [1 + o(l)] + fix) H'(x) tj[H(x)] . 

. {1 + b[xj(H) + 1]} , / = 1, 2 . 

(i2) Ist die Basis (0.3) in J halbregelmäßig j-ter Art mit Schätzfunktionen 
x.(f), x2(t), so gilt 

(0.6) y'j(x)=f'(x)Yj[H(x)][l + o(l)] + 

+ f(x) H'(x) Yj[H(x)] . {1 + o[Xj(H) + 1]} , 

y'k(x) =f'(x)Yk[H(x)][l + o(l)] +/(x)H'(x) £[H(x)] + 

+ f(x)H'(x)xk(H)[xj(H) + l]o(i), j,k = 1,2, ; + fc. 
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(i3) Ist Ii[W(x)] - 1, so gilt 

(0.7) y'j(x) = /'(*) Fj[Ä(x)] [1 + o(l)] + f(x) H'(x) Y,[ff(x)] [1 + o(l)] , 

jtf*) = / ' (*) [ - + o(l)] +/(x)H'(x){f;[H(x)]/yy[if(x)]}o(l), 

j, fc = 1, 2 , j * fc . 

Der Hilfssatz läßt sich in einer für die Anwendungen geigneten Form schreiben. 

1. Es seien die Gleichungen 

(Q) ZXO + Ö(OZ(0 = 0> QeC0(J), /-"<r0 ,oo), 

(q) y"(x) + 2qi(x) y'(x) + q2(x) y(x) = 0, qte C0(l) , 

i = 1,2, / = <x0, oo) 

gegeben. 

Hauptsatz. Es existieren positive Funktionen H, f, <p, i/t und die Funktion Qi(t) 
mit folgenden Eigenschaften: 

a) H(x), f(x) e C2(I), H'(x) > 0, lim H(x) = oo, H(l) = J; 
b)<p(t), ik(t)eC0(j); . *— 

c) Q^eC^J). 

Es gelte ferner 

(I) r [ | ö l (Ä) |* (H)+!P(H) ] . 
J JCo 

. I — \log(f2H' exp h 1*%! ds - 2 f * ß. dAYI dx < oo , 

(II) £ ^ 1 / 7 + 2 ^ / ' / + < 2 2 / 2 -

- f2H'\Q(H) + Öi(H) + ß?(H)]| dx < oo , 

wo 4> = cp2, ¥ = cpij/ gesetzt wird. Dann gelten die folgenden Behauptungen: 

1° Es existiert der Grenzwert (0.1). 
2° Ist 

(0 z(0 = o[<KOL -XO-PDKO]. 
wo Z(f) die allgemeine Lösung der Gleichung (Q) darstellt, so hat die Gleichung (q) 
die Basis 
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(1.1) 
Гя<x> 

, j=l,2, Vi*) - «P {- £ ''ßtW **}/(*) {-WO] + «WO] Kl)} 

y'j{x) = exp { - f "(X>ß.(») dsl f/'(x) {Z,[tf(x)] + «,[/f(x)] o(l)} + 

.+ f(x)H'{x)({-Ql[H(x)-]}{Zj[H(X)] + <p[tf(x)] o(l)} + 

+ Z,[H(x)] + ^[H(x)] o(l)Y| , j = 1, 2 , 

wo 

(1.2) Zt(t), Z2(t) 

eine beliebige Basis der Gleichung (Q) bezeichnet. 

3°. -Es sei (1.2) eine positive Hauptbasis von (Q) in J. Gilt nun 

(Ü) z / o z*(0 = 0|>(O] > ^XO ^ (0 = < W ) ] , I, fc = i, 2, I * fc, 

so Aaf die Gleichung (q) im Intervall I die Hauptbasis 

(1.3) y/x) = exp { - p W s ) dsl/(x)Z,[//(x)] [l + o(l)], j = 1, 2 . 

(i,) /*' 

(1.4) - ß.Z { + Z, * 0 in J , . = 1, 2 , Zj[-QrZk + Z») = 

= ofoZ^- ß.Z, + Z,)] , x / i ) > 0 , j , k = 1, 2 , ; * fe , 

so fli/t 

(1.5) y;(x) = exp {- nX>ß.(s) dsl {/'(x) Z,[tf(x)] [1 + o(l)] + 

+ / (x) H'(x) (~Ql[H(x)] Z,[ff(x)] + 

+ ±j[H(x)]) . (1 + o[xj[H) + 1])} , j=l,2. 

(i2) Jsf 

(1.6) - ß . Z , + Zj * 0 in / , Zj(-QxZk + Zk) = o^Z^-ß^, + Zjj] , 

e x p { - I Qt dsl Zk(-QxZj + Z,) = ofoZ,), x£) > 0, i = 1,2, ' 
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so gilt 

*H(x) 

(1.7) y'jx) = exp { - j \ ( S ) dsj {/'(x) Zj{H(x)] [1 + o(l)] + 

f(x) fr (x)(-ß, [#(x)] Zj[H(Xy] + Zltf(x)])(l + o[xj(H) + 1])} , 

yi(x) = exp j - r ^ ß . t s ) dsj {/'(x) Zk[H(x)] [1 + o(l)] + 

+ /(x)H'(x)(-ß1[H(x)]Zt[H(x)] + Zt[H(x)])} + 

/(x)ir(x)xk(H)[xj(H) + l ]o( l ) , Lfc=l,2, ; * f c . 

(i3) /sf 

(1.8) Z^expjfß.^dsJ, 

so gilt 

(1.9) ,>}(*) = exp j - ["^ . ( s ) dsj {/'(*) Zj[H(x)\ [l + o(l)] + 

+ f(x) H'(x) ( - ßt[fl(x)] Zjfl(x)] + Z,[//(*)]) [1 + o(l)]} , 

y'k(x) = / ' (x) [ l + o(l)] +/(x)fl'(x){-ß,[ff(x)] + 

+ Z,[tf(x)]/Z Jif(x)]} o(l) , j,fc = l , 2 , / + fc. 

Beweis. Die Gleichung (Q) ist die Normalform des Bildes (Q) (f, exp [— /{„ ßi(s) • 
. ds]} mit 

(iio) ß2(0 = ß(0 + ß1(0 + ß?(0> 

so daß die Beziehungen 

(1.11) Y(0 = exp | - f' ß.(s)dsj z (0 , 

(1.12a) y / 0 Yk(t) = exp | - 2 I" ß.(s) dsl Z/O z*(0 , 

(1.12a) Yjt) tk(t) = exp | - 2 j " ß.(s) dsl [-ß.(f) Z/f) Zt(0 + Z/O U*J\ 

gelten. 
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Gilt (i) oder (ii), so können wir (1.12) in der Form 

Yjf) Y&) - exp j - 2 P 6,(5) dsl 0[*(')] > 

Y/t) tk(t) = exp J - 2 f 0,(5) dsl 0[\Qt{t)\ <P(t) + !P(|)] 

schreiben. * 
Setzt man 

!F0[Ä(JC)] = exp J - 2 I 0,(5) dsl {iQ^x)-]] <P[H(xj] + y[H(*)]} 

in (I0) ein, so erhält man (I). Setzt man ferner 

•o[ff(*)] = exp J - 2 f X)Ql(s) dsl #[#(*)] 

und'die Beziehung (1.10) in (II0) ein, so erhält man nach einer Umformung mit Rück­
sicht auf (0.1) die Formel (II).1) 

Gilt (1.4), so schließen wir nach (1.11), (1«122), daß die Basis (0.3) regelmäßig ist 
mit Schätzfunktionen xx(i), x2(t). Gilt (1.6), so ist die Basis (0.3) halbregelmäßig 
j-ter Art mit Schätzfunktionen xt(t), xa(f). Gilt (1.8), so ist Yk[H(x)~] = 1. 

Alle Voraussetzungen des Hilfssatzes sind also erfüllt, so daß alle Behauptungen 
dieses Satzes gelten. Setzt man (1.11) in die Formeln (0.2), (0.4)-(0.7) ein, erhält 
man alle in dem Hauptsatz angegebenen Formeln. 

2. Es seien die Gleichungen (Q), (q) und positive Funktionen H,f, q>, \fj mit den 
Eigenschaften a), b) gegeben und es gelten die Formeln (i), (ii), siehe Abs. 1, 

Satz 1. Es gelte 

(I) PcM*"1 + *|*(Ä) + *(»)]. 

• I— [log(f2H2"e2bHH' exp il f* qt ds jYI dx < oo , a,beElt 

(II) V^\ff + 2qJ'f+q2f
2-

Jx0J H 

- f2H'2[Q(H) + a(a + 1) H~2 + labH'1 + b2]\ dx < oo 

mit $ — <p2, T = <p\j/. Dann gelten die folgenden Behauptungen: 
x) Der Grenzwert (0.1) folgt aus (Io)> s- IU S. 236]. 
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1° Es existiert der Grenzwert 

(2.1) lim (f2H2ae2bBH' exp h j cj. dsj ] = C, 0 < C e £ , . 

2° Gi/f (i), so naf die Gleichung (q) eine Basis t>on der Gestalt 

yj = H'ebBf[Zj(H) + <p(H)o(\)], 

y'j = H'ebB(f'[Zj(H) + <p(H)o(i)] + 

+ fH'^aH'1 + b) [Zj(H) + <p(H) o(l)] + Z/H) + <ftff) o(l)}) , j = 1,2 , 

wo (1.2) eine beliebige Basis von (Q) darstellt. 

3° Jsf (1.2) in J eine positive Hauptbasis von (Q) und gilt (ii), so hat die Gleichung 
(q) eine Hauptbasis von der Gestalt 

yj = H'ebBfZj(H)[l + o(l)], j = l , 2 . 

00 I"t 

(2.2) (af_1 + b) Zi + Z. * 0 in J , i = 1, 2 , 

Z^af"1 + b)Zk + Z j = 0{xJZk[(ar1 +b)Zj + Z/J} , 

Xj(t)> 0, j , fe= 1,2, j *-fc, 

so ai/f 

y, = H'ebB{f ZJ(H) [1 + o(l)] + fHKaH-1 + b)Zj(H) + 

+ Z /H)](l + o[xXH) + r])}, j = l , 2 . 

(i2) Ist 

(2.3) (ar1 + b)Z} + Zj+-0 in J, Zj[(ar1 + b)Zk + Zk] = 

= ot^Z^af"1 + b)Zj + Z/]} , ffZj&ar1 + b)Zj + Z/J = 

= 0(xkZj) , xt(t) > 0, / = 1, 2 , 

so gilt 

y'j = H°e»B{f Zj(H) [l + o(l)] + fH'^aH'1 + b) Zj(H) + Zj(H)] . 

. (1 + o[xj(H) + 1])} . 

(2.4) y'k = HVhH{/' Z,(H) [1 + o(l)] + fH'[(aH~x + b) Zk(H) + Zk(H)]} + 

+ fH'xk(H) [xj(H) + 1] o(l) , j = 1, 2 , j * k . 

(i,) /sf 

zJk(0 = r f l e- '", 
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so gilt 

y'j = H*e»»{f'Zj(H) [1 + 0(1)] +JH'{(aH^ + b) Zj(H) + Zj,H)] [1 + 0(1)]} , 

y'k - / ' [ l + o(l)] +fH'[aH'1 + b + Z/H)/ZXH)]0(1), 

; ,fe= 1,2, j + k. 

Satz I folgt aus dem Hauptsatz, falls wir Qt(t) = -ar1 - b wählen. 
Im folgenden werden einige Anwendungen des Satzes I angeführt, die man durch 

eine passende Wahl der Funktion Q(t) erhält. 
Anstatt jZf(x) d x werden wir einfach J00/ schreiben. 

3. Ist 

(3.1) f | £ Tlog (f2H2ae2bHHf exp \l f* 4 l dsjYll < oo , a,beEly 

T ^ | / 7 + - W / + <liP - f2U'2(2abH-' + ft2 - 6)| < oo , a = +1 , 

so ai/t (2.1) und die folgenden Behauptungen: 

1° Im Fall e == — 1 hat die Gleichung (q) eine Basis i?0n der Form 

yk = tfV«/[sin (ff + *-=J Ä) + 0(l)l, 

yi = ffV | / ' [sin (ff + f l z i ») + o(l)l + 

+/ff' |(aff_1 + o)sin(ff + -̂—!• TT) + cos/ff + ^—-^ ?A + o( l ) l | , fc = 1, 2. 

2° Im Fall e = 1 /iaf die Gleichung (q) eine Hauptbasis von der Gestalt 

(3-2) y4 = ff'/exp {ff[o + (-1)*]} [1 + o(l)] , 

y'k = ff« exp {ff[b + (-1)*]} {/'[l + o(l)] + 

+ /ff'taff"1 + b + (-1)*] [1 + o(l)]} , k = 1, 2 . 

3° /sf a = 0, o = —1 bzw. a = 0, o = 1, so besitzt die Gleichung (q) die Haupt­
basis 

3>, = exp{( - iy2f f} / [ l + o(l)], yk=f[i + 0 ( l ) ] , 
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I , , y l o g x - 2 « o | 4p2(e- b2) - 1 
xlogx 4 

v;. = exP{(-iy-2ff} {/'[i + o(i)] + - / - / ' [ ( - i y + o(l)]} , 

v i = / ' [ l + o ( l ) ] + / H ' o ( l ) , 

wo j = 1, fc = 2 &zw. j = 2, fe = 1 zw wählen ist. 
Dies folgt aus dem Satz I, falls 6(0 = - s gesetzt wird. 

Beispiele a) Man wähle 

(3.4) f(x) = y/x, H(x) = ßlogx, 0<ßeEt. 

Ist 

f"I— |"logfx2"'log2axexp k (Xq, dslYII < oo , a, b e £ , , 

f 
so gelten die Behauptungen: 

(3.5) 1° lim fx2*' log 2ax exp \l f * qt dsV) = c, 0 < c e £. . 

2° Die Gleichung (q) hat im Fall e = — 1 eine Basis von der Form 

yk = x"*+1/2 log "x ["sin Iß log x + £ - - - ! jA + o(l)l , 

vi = x<""1/2 log "x [7/to + i + ^ - M sin Iß log x + *-=_! 7.) + 

+ j8cos(/?logx + —^-Ttj , fc = l , 2 . 

3° Im Fall 8 = 1 hat die Gleichung (q) die Hauptbasis 

vJt = x»',+1/2+(-1>''''logax[l + o(l)], 

y'k ~ x - ' - ^ - ^ l o g ' x U ? + i + (-ifß + _ £ _ + o ( l ) l fe = 1,2. 
L logx J 

b) Man wähle im Beispiel a) e = 1, a = b = qt = 0. Ist J"00 x ^ + y/x2| < 
< oo, y = (4j52 - l)/4, so hat die Gleichung y" + q2y = 0 die Hauptbasis v* = 
= »i/-+(-.)*'[i + o(l)], vi = x-1/2+(-1>k'[i + (-1)*/? + 0(!)]. Dieses Beispiel 
verallgemeinert im Fall - \ < y g 0 das Ergebnis aus [2; Satz 23, S. 514]. 
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4. Ist 

(4.1) f "(1 + \b\ H) \± Tlog (/2ff 2 V»tff' exp {2 f * a. dslYjl < oo , 

a, b e E j , 

(42) J<°^|r/+2«1T/ + .22/
2-

, , „ , . fa + a(a + 1) , 2ab ,2"]| -p f f ' 2 . -̂ i + - - - + 6- <co, i * a e _ i , 
L ff H J| 

so gelten (2.1) und die folgenden Behauptungen: 

1° im Fa// a > i hat die Gleichung (q) eine Basis von der Gestalt 

• yk = fffl+1/VH/[sin L log H + - - - i ;A + o(l)l, 

yk = ff"+1/VH (f Tsin (co log ff + - - - i ;A + o(l)l + 

+ /ff' j[(a + i) ff"1 + b] Tsin (co log ff + - - - i n\ + o(l)l + 

+ coff"1 cos (cologH + - ~ n\ + o(l)|), fc = 1,2, 

mit 

(a>.) co = V(a - i ) . 

2° Im Fall et < i hat die Gleichung (q) die Hauptbasis 

(4.3) yj = H'+i,2-aebaf[l + o(l)] , j», = ff«+1/2+VH/[l + o(l)] , 

y'j _ ff-+1/2" VH{/'[1 + o(l)] + fH'l(a + i - co) ff"1 + b] [1 + o(l)]} , 

j,; = ff"+1/2+VH{/'[l<+ o(l)] +/ff'[(a + i + co)«"1 + b] [1 + o(l)]} , 

mit 

(o>2) co = ± ^/(i - et) 

wo im Fall co > 0 bzw. co<0 j = 1, fc = 2 bzw.j = 2, fc = 1 zu nehmen ist. 

3° Ist b = 0, a + ^ + co = 0 bzw. b = 0, a + i — co = 0, so hat die Gleichung (q) 
die Hauptbasis 
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(4-4) 

bzw. 

(4.5) 

yj - JJ-2M/[1 + o(l)] , yk = / [ l + o(l)] , 

y'j - H"2»{/'[1 + o(l)] - 2q/H'H-[ l + 0(1)]} , 

y ; = / ' [ i + o(i)]+/H'-r-1o(i) 

y , = / [ l + o(l)], * = H2w/[1 +«(!)] , 

y ; = / ' [ l + o( l )+ /H'H- 1 o( l ) , 

.vi = H2ra{T[l + o(l)] + 2(Ö/H'H- 1 [1 + o(l)]} , 

wo im Fall o> > 0 bzw. w < 0 j = 1, k = 2 bzw. j = 2, k = 1 gesetzt wird. 
Dies folgt aus dem Satz I für Q(() = af-2. 

Bemerkungen, a) Setzt man a = —n(n — 1), so ist <o = n — i. Dann gelten 
für n > i[n < i ] die Ungleichungen a < i, co > 0[a < \, co < 0] und die Formeln 
(4.2)—(4.5) kann man auf die Form 

(4-20 
f" Я 

J /2Я' ľf+Чďf + Чгf1-

_ f2ң)2 Гa(a + l ) - и ( « - l ) 2ob Лl 
L я 2 я J < 00 , 

(4.30 yj = H"-"+VH/[1 + o(l)] , yk - ifa+-e iH/[l + o(l)] , 

yj = H"-"+1ebH{/'[l + o(l)] + /H'[(a + 1 - njH"1 + b] [1 + o(l)]} , 

y'k = tf"+"e*H{/'[l + o(l)] +fH'[(a + n) H ' 1 + b] [l + o(l)]} , 

(4.40 yj = II-2"+7[i + «(!)] , yk = / [ l + o(l)] , 

>>} - H- 2-+ 1{/'[l + o(l)] ^ (2n - O/H'fl-'p + o(l)]} , 

^ = T [ l + o(l)]+/H'H~»o(l) 

bzw. 

(4-50 ^ = / [ - + «(-)]. ^ = H 2 " ' 7 [ l + o(l)], 

.vi =T"[1 + o ( l ) ] + / H ' H ~ i ^ l ) , 

yi = ^ - » { / ' [ l + o(l)] + (2» - 1)/H'H--[1'+ o(l)]} 

bringen, wo für n > i bzw. n < i j ! = l , / = 2 bzw. fc = 2, fc = 1 zu nehmen ist. 
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Setzt man ferner a = n, 2n = v, so kann man die Formeln (4.1)-(4.3) in der Form 

(4.12) H l + \b\ H)||- \\oJf2Hve™H' exp J2JX «j. dsjYjl < oo , 

(«•--) [ß^\f"f + 2«J ' / + «-/* - ^ H ' 2 ( i i + H2 + fe2)| < °° • 

(4.32) yj = H^fll + o(iy\, y ^ f l V « / [ l + o ( l ) ] , 

>>; = H**{f'[l + o(l)] +/B'(tf-1 + b)[l + o(l)]} , 

ri = HV«{/'[1 + o(l)] +/H'(vH"' + fr) [1 + o(l)]} 

schreiben, wo im Fall v > 1 bzw. v < l I = = l , f c = 2 bzw. j = 2, fe = 1 gesetzt wird, 
b) Wählt man a = -n(n + l), so ist co = n 4- i. Dann gelten für n > ~ i 

[n < - £ ] die Ungleichungen a < i, co > 0 [a < i, co < 0] und mit den Formeln 
(4.2)-(4.5) kann man folgende Umformungen durchführen: 

(4-2з) f ^\f"f + 2qJ'f + qj2 -
_pя< 2 t___L±I_J!(_±l) + __! + b Л | < _ f 

V II II )\ 

(4.33) >>, - Я«-"_н/[l + o(i)] , Уk _ Я"+"+V я/[1 + o(l)] , 

y> _ Я «-V я {/ '[1 + 0(1)] +/Я'[(a - n)Я-Ł + Ь] [1 + o(l)]} , 

y'k _ я-+"+V l '{/'[ l + o(l)] +/Я'[(a + n + 1)Я-J + Ь] [1 + o(l)]} , 

(4.43) yj -' Я - a - 7 [ l + o(l)] , л - / [ l + o(l)] , 

>>; = Я-2"-Ҷ/'[l + 0(1)] - (2n + l)/Я'Я-Ҷl + o(l)]}, 

> * ; = Я i + o Ц ) ] + / # ' # ' ' ° ( i ) . 

bzw. 

(4-5,) У i = / [ l + в(l)], >,_Я 2"+ 1/Гl + o(l)], 

>>;=T[i + o ( i ) ] + / / í ' Я ' l o ( i ) , 

>>; = я2-+1{/'[i + <Щ + (2n + Ąf н-^i + 0(1)]}, 

wo füг n > —i bzw. n < —i j _ 1, fc = 2 bzw. j = 2, fc = 1 zu nehmen 

52 

ist. 



Setzt man ferner a == n, In =- v, so gilt (4.12) und die Formeln (4.2)—(4.5) lassen 
sich in der Form 

< 00 , (4.24) j " J L r / + 2 9 l / y + q2f _ f2H>2 (± + ^ | 

(4.34) yj - e» / [ l + o(l)] , » - Ä»+V*/[l + o(l)] , 

tf - ^H{/'[1 + o(l)] +/»'6[1 + o(l)]} , 

yi = tf'+Vfl{/'[l + o(l)] +/H'[(v + l)H~* + o] [1 + o(l)]} , 

(4-54) yj = / [ l + o(l)] , yk = 7T+1/[l + o(l)] , 

^ = / ' [ ! + « ( ! ) ] + / H ' Ä ' M - ) . 

^ = /T+1{/'[1 + o(l)] + (v + H / f f ' / r ^ l + o(l)]} 

schreiben, wo für v > - 1 bzw. v < —lj = l,fe = 2 bzw. j = 2, k = 1 zu nehmen 
ist. 

Beispiele, a) Man wähle (3.4). Ist 

H l + |6| log x) I— flog(x2"" log2ax exp k f * a . dsjY|| < oo , a,beElt 

fl0gX\ 
mit y = 4j82[a + a(a + 1)], 5 = 8^2ao, 3 - 4ß2b2 + 1, dann gelten die folgen­
den Behauptungen: 

1° Es existiert der Grenzwert (3.5). 
2° Im Fall a > i hat die Gleichung (q) die Basis 

yk = Xl>b+ ̂ (log x)a+1'2 |~sin U log2 x» + ^ -Zi ^ + o(l)l , 

^ = x'»-1/2(log xY+m j - sin (o> log2 x" + - — n\ + 0(i) + 

+ [(a + i) log -1 x + ßb\\ sin (a> log2 x" + £-Zl „ j + o(l) | + 

+ co log"1 x cos/Ü> log2 ** + —~- A + o(l)|» * = -, 2, 

WO (©.) gilt. 
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3° Im Fall a < i hat die Gleichung (q) die Hauptbasis 

y, - x'd+1/2(log x)«+1/2-ra[l + o(l)] , yk = x"6+1/2(log x)-+1'2+" [1 + o(l)] , 

tf - x»-lf\to8xY+tn-m{1ll + o(l)] + [(« + * - «Jlog-1 x + ,96] [1 + o(l)]} . 

yi -* x'»-1/2(logx)''+1/2+0>{i[l + o(l)] + [(a + i + ^log" 1 x + ßb] [1 + o(l)]}, 

w o (02) gilt und im Fall co > 0 bzw. < ö < 0 j = l,fc = 2 bzw. j — 2, k — 1 gesetzt 
wird. 

4° Ist 6 = 0, a + i + co = 0 bzw. i» = 0, a + i - co = 0, so hat die Gleichung 
(q) die Hauptbasis 

yj = x,/2(log xY2<°[l + o(l)] , yk = x1/2(log x)[l + o(l)] , 

y'j = x-1/2(logx)-2«'{i[l + o(l)] - 2tolog-1 x[l + o(l)]} , 

yi = x-1 / 2[i + o(l)]. 
bzW% 

yy = x1 / 2[ l + o(l)] , * = x , /2(log x)2<° [1 + o(l)] , 

yj = x-1 / 2[i + o(l)], 

tf = x-,/2(logx)2<B{i[l + o(l)] + 2wlog-1 x[l + o(l)]} , 

w o (©2) gilt und im Fall co > 0 bzw. a > < 0 j = l,fc = 2 bzw. j = 2, fc = 1 gesetzt 
wird. 

b) Man wähle im Beispiel a) a = a = b = 0, so daß o> = i ist. Ist f" log x|g<J < 
< °o, f00 x log x|g2 - (l/4x2)| < 00, so hat die Gleichung (q) die Hauptbasis 
yi * VW [1 + -<-)]. *- = VW log x[- + °(1)]- J", = (./*)' [1 + o(l)], >-2 = 
= (V(x) log x)'[l + o(l)]. 

c ) Man wähle / (x) = 1, H(x) = x, a = -n (n + 1), a = n, 2n = v, b = 0. Ist 
/ " |(d/dx) [log (xv exp {2 J*0 g, ds})]| < 00, J-00 x|g2| < 00, so hat die Gleichung (q) 
die Hauptbasis y, = [1 + o(l)], y2 = x v + 1 [ l + o(l)], y\ = o(x~1), >>2 = (v + 
+ -) xv [ l + o(l)]. Dieses Beispiel verallgemeinert das in [1; Lemma 2.5) angeführte 
Ergebnis. 

"• Es sei 
i»CO __ 1 

j (l + \b\ H) log H\— [log( f2H2'e2bHH' exp h T g, dsX\\\ < oo , - , . - £ , , 

f 7^|" +'*•'''+«-" - - " » - l 1 * ^ 1 + 7 + i 
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Dann gilt (2.1) und die Gleichung (q) hat die Hauptbasis 

y, = H'* " V- / [ l + o(l)] , y2 = H'+ UVH/log ff[l + o(l)] , 

y[ = fi-«+1'Vfl{/'[l + o(l)] +fH'[{a + ^H"1 + b] [1 + o(l)]} , 

yi = //a+1tVH(TlogH[l + o(l)] +/ir{logif[a + i )«" 1 + b~ + 

+ H"1} [l + o(l)]). 

Ist b = 0, a = ~\, dann hat die Gleichung (q) die Hauptbasis 

yi = / [ l + o(l)] , y2 - /log H[l + o(l)] , 

yi =T[1 + o(l)] +/H'(HlogH)-1 o(l), 

^ = / ' log H[l + o(l)] + fH'H-l[l + o(l)] . 

Es folgt aus dem Satz I für Q{t) = i r 2 . 
Beispiel. Man setze b = 0, a = - i , / = 1, H = x. Gilt j°° log x|2t2. - l/x| < oo, 

J00 x log x\q2\ < oo, so hat die Gleichung (q) die Hauptbasis yt = 1 + o(l), y2 = 
= log x[l + o(l)], yi = o[(x log x)"1], y'2 = x'^l + o(l)]. 

6. Gilt (4.1) und 

(K JL \ff + 2qJ'f + qj2 ~ f2H,2\a{a + 1) H"- + 2C.W*-1 + b2]| < oo , 
J /2II' 

so existiert der Grenzwert (2.1) und die Gleichung (q) hat die Hauptbasis 

y. = JJ«+VH/sini [1 + o(l)] , y2 = H«+1eb«f cos 1 [1 + o(l)] , 
H H 

yi = tf«+VH (7 ' s in- [ l + o(l)] + /H'{[(<* + l)fl-i + 6]sin-i -

- f f - 2 c o s - j [ l + o(l)]V 

yi = H » + V (/' cos i [1 + o(l)] + /H' {[(« + 1) H-1 + 6] cos ± + 

+ H-2sin-l[l + o(l)]V 

Dies folgt aus dem Satz I für ö(0 = ' *-+ 
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