Casopis pro péstovani matematiky

Pavel Bartos; Katarina Pehartzova-Bosanska

K rieSeniu diofantickej rovnice % + %y + %z =3

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 96 (1971), No. 3, 294--299

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117716

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1971

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117716
http://project.dml.cz

Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 96 (1971), Praha

+ -+

K RIESENIU DIOFANTICKEJ ROVNICE
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PAVEL BARTOS, Bratislava, KATARINA PEHARTZOVA-BOSANSKA, Zeliezovce

(Doslo diia 30. decembra 1969)

V tomto ¢lanku odvodime formuly na urCenie vSetkych rieSeni rovnice

(1) 1 + 1 + 1_ %, (a, b prirodzené &isla)
x

z

<

v prirodzenych ¢islach x, y, z a dokdZeme jednu vetu vyslovujucu dostadujice pod-
mienky pre jej rieSitelnost.

Veta 1. Vsetky riesenia rovnice
1 1 1
@ —+-+_=
X y z

S| -

kde b je prirodzené dislo, v prirodzenych Cislach x, y, z pre ktoré plati x £ y £ z,
dostaneme z formul

@ 0 x=re oty phuludy)

b yuv — b? v — b2

kde vy, u, v su prirodzené cisla, u=v, (u,v) = 1, o ktorych plati

(4) b? < yuv < 3b?, (y‘uv - bz)z < bz(bz + y0?)
a
(5) ‘ 'b[yuv, yuv—bzlyb(u.;_v).

Dékaz. Nech (x, y, z) je rieSenim rovnice (2) a nech x < y < z. Potom b < x.
Polozme x = b + k, kde k je prirodzené &islo. Z rovnice (2) mame potom po tprave
1 1
©) Lelo_*
y z bb+k)

294



Podla vety 1 z préace [1] vyplyva, Ze vietky rieSenia rovnice (2) dostaneme z formil

y bRk bb+ R+

k k

(7)

kde k,, k, su prirodzené Cisla, o ktorych plati
(8) kik, = b*(b + k)*, k|b*+ k,, b*+k,

(lebo plati k | (b(b + k) + ky), (b(b + k) + k).
Vietky rieSenia rovnice (2) v prirodzenych &islach x, y, z, x < y < z davaju teda

VZOorce

b% + k,

2
(9) x=b+k’y=b+ P ’Z=b+u’

)
K

priom k,k, = b*(b + k)%, k < (b* + ky)[k, k; < k,
k|b*+k,, b*+k,, b<x<3b.)

Podla (9) teda existuju prirodzené &isla n, m také, Ze
(10) b> + k; =nk, b*+k,=mk, n<m.

Z (10) vzhladom na &) mame po malej Gprave

k3 — k(m — n)k, — b*(b + k)* =0

odkial
(11) ky = 3[(m — n)k + /((m — n)*> k* + 4b*(b + k)*)]
(odmocnina so zipornym znamienkom nevedie k prirodzenému &islu kz).

Z (11) je zrejmé, Ze

(m — n)* k* + 4b*(b + k)*> = 1*, (I prirodzené &islo) .

Ak je m + n, potom podla znimych vlastnosti rieSeni pytagorejskej diofantickej
rovnice (pozri napr. [2] str. 38—41) existuji prirodzené &isla y, u, v, (4, v) =1,
u>v, e

(12) (m = n)k =yu? —v*), 2b(b+k)=1y.2uv.

1 1 1 1
1y Keby bolo x > 3b, boloby — + — + - < —.
x y z b
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Pripad m = n sem zahrnieme pripustiac u = v = 1. Z (11) mame potom k, =
= 4[y(u* = v*) + y(u* + v*)] = yu® a podla (12) k = (yuv — b?)/b. Z (10) vyplyva
potom k, —k; =(m — n)k, teda k, =k, — (m —n)k, ¢ da k, =yu® —
— y(u® — v*) = yv®. Ak tieto hodnoty dosadime do (9) dostaneme (3) s podmienka-
mi (4), (5).%)

Eite treba dokazaf, Ze (3) skutone dava riefenie rovnice (2) v prirodzenych
dslach x < y < z, ak st splnené podmienky (4) a (5). Dosadiac (3) do (2) zistime
Tahko, Ze rovnica je identicky splneni. Podmienky (4) zaruduju, 7¢ x < y < z
a podmienky (5), Ze x, y, z st Cisla prirodzené.

Tym je veta dokézan.

Veta 2. Vsetky riesenia rovnice (1) v prirodzenych Cislach x,y,z, (x £ y < z)
dostaneme zo vztahov

(13 pm 2, blery) o shuluty)
ab a(yuv — b?)’ a(yuv — b?)

kde y,u,v, u 2 v, (u,v) = 1 si prirodzené Cisla, ktoré spliujii ndsledujiice pod-
mienky:

(14) b? < yuv £ 3b?, (yuv - b2)2 < bz(bz + yvz)
a
(19) ab |yuv, a(yuv — b*)|yb(u + v).

Dokaz. Podla vety 12 z &lanku [3] dostaneme z rieSeni (x', y’, z') rovnice (2)
vietky rieSenia (x'[a, y'[a, z’[a) rovnice (1) v prirodzenych &islach. Na ziklade tejto
vety vyplyva teda veta 2 ihned z vety 1.

Priklad. Riesit rovnicu 1/x + 1/y + 1]z = a[3 v prirodzenych &islach x, y, z pre
a=1laa =2

Najprv najdeme vietky rieSenia rovnice 1/x + 1fy + 1/z = 1/3 podla vety 1.
KedZe podTa (8) 3|yuv apodla (7)9 < yuv < 27, prichadzaju do povahy len hodnoty

yuv = 12, 15, 18, 21, 24, 27.
Pri rieSeni sa o dalsie podmienky (7) a (8) nestarame, ale vylugime vysledky, v ktorych

neplati x < y < z, alebo v ktorych x, y, z nie s prirodzené &isla. Postup vypoctu
a vysledky obsahuji nasledujice tabulky.

2y Ked%e (4, v) = 1, plati
yuv — b | ybv(u —I—‘v), ybu(u + v) <> yup — b% | yb(u + v) .
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yup = 12 yup = 15

i
y 1 1 2 2 3 4 6 12 1 1 3 5 15
u 12 4 6 3 4 3 2 1 15 5 5 3 1
v 1 3 1 2 1 1 1 1 1 3 1 1 1
x 4 4 4 4 4 4 4 5 5 5 S5
y 13 | 21 14 | 20 15 16 18 24 8 12 9 10 15
z 156 | 28 84 30 60 | 48 36 | 24 120 | 20 | 45 30 | 15
yuv = 18 yuv = 21
y 1 1 2 3 3 6 9 18 1 1 3 7| 21
u 18 9 9 6 3 3 2 1 21 7 7 3 1
v 1 2 1 1 2 1 1 1 1 3 1 1 1
x 6 6 6 6 6 6 6 6 7 7 7 7 7
y 2 2z 20 g g0 | 8| 9| 12| 2|26 | 7|2
z 0 0 0 42 15 | 24 18 12 0 0 0 21 0
yuv = 24 yuv = 27
y 1 1] 2 2 3 4 4 1 6 8 12 | 24 1 3 9 | 27
u 24 8 12 4 8 6 3 4 3 2 1 27 9 3 1
v 1 3 1 {3 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1
X 8 8 8 8 8 8 8 ' 8 8 8 8 919 9 9
y s el g6 s nlels 6o
z| 0|0 010 | 0|0 |12 00 0| 0 0O, 00 9

Z najdenych rieSeni rovnice 1/x + 1y + 1/z = 1/3 Tahko urdime vietky rieSenia
rovnice 1/x + 1[y + 1/z = 23 vyhladajic medzi nimi rieSenia so spoloénym deli-
telom a = 2, ktorym ich delime. Tak mame

3 4
4 6 4
2 6 6

Ak mame riegif len rovnicu 1/x + 1]y + 1/z = 23, je veImi vyhodné postupovat
pomocou vety 2. V tomto pripade totiZ 6]yuv, a teda sii moZné len pripady yuv =
=12, 18, 24.

O diofantickd rovnicu (1) je v literatire zdujem (pozri napr. [2], [4], [5], [6]).
V [4] a [6] sa uvadza viac problémov o nej, dosial uplne nerieSenych. Ich obtaZnost
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sa nam v svetle vety 2 z tohto &lanku javi odévodnenou. Ide totiZ pri rieseni tychto
rovnic o rozklad na ¢initele a konStatovanie delitelnosti, av§ak vietky moZné pripady
tychto okolnosti nemoZno pri numericky neudanych ¢islach sacasne brat do poctu.

Nakoniec dokaZeme vetu, ktorou sa v istom zmysle rozsiruje veta R. OBLATHA
(pozri [4] 1.3 str. 16), ktora hovori, Ze &islo 4/b je Cislom A, (tj. rovnica (1) pre a = 4
ma riedenie), ak b + 1 ma delitela tvaru 4t + 3.

Veta 3. Cislo afb, (a, b) = 1 je ¢islom A3, ak bud b, bud b + 1 md delitela tvaru
at —r,t 2 1,kdeb = r(moda),0 < r < a.

Dokaz. K rieSeniu rovnice podla vety 2 poloZme yuv = b(b + at — r) prifom
bud at — r| b,bud at — r | b + 1. Lahko zistime, Ze b? < yuv < 3b>. Volme

y=b+at—r, u=b, v=1.

Splnenie ostatnych podmienok (14) a (15) budeme konstatovat dodatocne z okolnosti,
Ze najdené riSenia tvoria prirodzené &isla x < y < z. Podla (13) po malej uprave
dostaneme

cobra—r y*(b+at—r)(b+1) Z_(b+at—r)b(b+1)

2

a a(at — r) : a(at —r)

PretoZe bud 1) b, a teda aj b + at — r, bud 2) b + 1 ma podla predpokladu delitele
at — r a pretoze (at — r, a) = 1, phti v pripade 1) a(at — r)| b + at — r a v pri-
pade 2) a I b+at—ryat—r | b + 1, a teda x, y, z, st prirodzené a tvoria rieSenia
rovnice (1), o ktorom sa Tahko dokaZe, Ze x < y < z.

Tym je veta dokazanA.

Poznamka. Zda sa, Ze by bolo hodno $tudovat vlastnosti &isel b, ktoré nespiiiaju
predpoklady vety 3. Pre a = 4, r = 1 sa zd4, Ze s to prave parne mocniny tych
neparnych &isel, ktoré nemaja delitela tvaru 4¢ — 1.
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Zusammenfassung

ZUR LOSUNG DER DIOPHANTISCHEN GLEICHUNGl + L + ! =
z

x Yy

SR

PavoL BarToS, Bratislava, KATARINA PEHARTZOVA-BOSANSKA, Zeliezovee

In der Arbeit werden Beziehungen (13) fiir die Losung der Gleichung 1/x +
+ 1/y + 1)z = a/b in natiirlichen Zahlen hergeleitet und es sind (im Satz 3) hin-
reichende Bedingungen fiir deren Losbarkeit angegeben.
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