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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 96 (1971), Praha

NICHTOSZILLATORISCHE UND OSZILLATORISCHE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DRITTER ORDNUNG

MILAN GERA, Bratislava

(Eingelangt am 14. October 1969)

In dieser Arbeit sind die Bedingungen fiir die Nichtoszillationsfahigkeit und fiir die
Oszillationsfahigkeit der linearen homogenen Differentialgleichung dritter Ordnung
abgeleitet.

Begriffe und Bezeichnungen. Wir sagen, dass die Differentialgleichung n-ter
Ordnung im Intervall J nichtoszillatorisch ist, wenn jede ihre nichttriviale Losung in
demselben Intervall hochstens n — 1 Nullstellen, die Vielfachheit inbegriffen, hat.
Im entgegengesetzten Falle sagen wir, dass sie im Intervall J oszillatorisch ist.

Die Menge der Funktionen, welche im Intervall J n stetige Ableitungen haben,
bezeichnen wir C"(J).

Erwégen wir die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung

o Lyl =»y"+ pi(x) ¥ + p2(x) ¥ + ps(x) y =0,

wo p{x)e C(F), i =1,2,3; F = {xo, b) bzw. (a, xo>, —00 L a < x, < b = 0.
Unter der zur linearen Differentialgleichung L{y] = 0 adjungierten Differential-
gleichung verstehen wir die Differentialgleichung

(2 L*[z] = ((z' = pu(x) 2) + pa(x)2) — ps(x)z = 0.

Diese Differentialgleichung kann auf das folgende System von Differentialglei-
chungen tiberfiihrt werden

= px)z+u,
W= —py(x)z + v,
v = pa(x)z.

Es ist bekannt [1], dass unter den gegebenen Voraussetzungen iiber die Funktionen
p1(x), pa(x), ps(x) dieses Differentialsystem genau eine Losung im Intervall S hat,
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welche in der Zahl x, die gegebeénen Anfangsbedingungen

z(xo) = zo, u(xo) =to, v(Xo) = vo
erfiillt.
Daraus folgt, dass die Differentialgleichung L*[z] = 0 genau eine Lsung z(x) €
€ C'(#) hat, welche den gegebenen Anfangsbedingungen
z(xo) = zo, z’(x(,) =z5, (27 = py(x)2)sey, = 2§

entspricht (siche auch [2]).
Es sei z(x) eine nichttriviale Losung der Differentialgleichung L*[z] = 0 im Inter-
vall #, fiir jede Funktion y(x) € C3(#) auf diesem Intervall gilt dann

zL[y] = ad; F(y, 2),
Fy,2)=zy" + (0y(x) z — 2) ¥ + [pa(x) z + (2 — ps(x) 2)] y.
Weiter bezeichnen wir:
] =y "+ p(x)y" + pa(x) ¥’
2] = ((z = pi(x) 2) + pa(x) 2)' 5

Cy(J) — die Menge der Funktionen f(x)e C'(J) fiir welche L*[f]e C(J) ist;
I = f - {xO}. ’

BEDINGUNGEN FUR DIE NICHT-OSZILLATIONSFAHIGKEIT

1. Zuerst fiihren wir Hilfssitze an, die wir weiterhin benétigen werden.

Lemma 1. [3]. Es seien g,(x), g,(x) stetige Funktionen im offenen Intervall I
und sie sollen in diesem Intervall keine gemeinsame Nullstelle haben. Wenn jede
nichttriviale lineare Kombination der Funktionen g(x),g,(x) im Intervall I
hdchstens eine und zwar eine einfache Nullstelle hat, dann existiert unter diesen
linearen Kombinationen eine solche, welche in I keine Nullstelle hat.

Lemma 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung

® Lyl =y +p(x)y +4q(x)y =0

mit den stetigen Koeffizienten p(x), q(x) im Intervall I nichtoszillatorisch im
Intervall I sei, ist die Existenz der Funktion u(x)e C*(I) mit der Eigenschaft
u(x) >0, I,[u] <0 firxel '
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Beweis. Notwendige Bedingung. Die Differentialgleichung I,[y] =0 sei im
Intervall I nichtoszillatorisch. Das heisst, dass eine beliebige, nichttriviale lineare
Kombination jhres Fundamentalsystems von Losungen im Intervall I héchstens eine
und zwar eine einfache Nullstelle hat. Gemidss Lemma 1 existiert deshalb unter
diesen linearen Kombinationen eine solche, welche fiir x € I keine Nullstelle hat.
Bezeichnen wir sie yo(x). Dann ist leicht zu sehen, dass die Funktion u(x) = [yo(x)|
die verlangten Eigenschaften hat.

Hinreichende Bedingung. Es sei u(x)e C*(I) mit der Eigenschaft u(x) > 0,
I;[u] < Ofiir x e I. Setzen wir y(x) = u(x) Y(x). Wenn y(x) die Losung der Gleichung
(3) ist, dann ist Y(x) die Losung der Differentialgleichung

4) Y'u + (2u + p(x)u)Y + L[u]Y=0, xel.

Da u™! [,[u] £ 0 in I, ist die Differentialgleichung (4) nichtoszillatorisch im Inter-
vall [ [4] Von dem Zusammenhang zwischen den Losungen der Differentialgleichun-
gen (3), (4) folgt, dass auch die Differentialgleichung (3) im Intervall I nichtoszilla-
torisch ist.

Damit ist das Lemma bewiesen.

In der Differentialgleichung

(5) L{z]=(z — P(x)z) + Q(x)z' + R(x)z =0

seien P(x), Q(x), R(x) stetige Funktionen im Intervall I. Ci(I) bedeute eine solche
Menge von Funktionen f(x) € C*(1), dass I,[ /] € C(I). Durch die Substitution z(x) =
= v(x) exp |7 P(n) dn, wo c eine Zahl aus I ist, geht die Differentialgleichung I,[z] =
= 0 in die Differentialgleichung

v + (P(x) + Q(x))v" + (R(x) + P(x) Q(x))v =0

iiber, d. h. in eine Differentialgleichung der Form (3). Auf Grund dieser Tatsache
konnen wir das Lemma 2 fiir die Differentialgleichung 1,[z] = 0 folgenderweise
formulieren:

Lemma 2'. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die Differen-
tialgleichung 1,[z] = O im Intervall I nichtoszillatorisch sei, ist, dass eine Funk-
tion u*(x) € C3(I) mit der Eigenschaft u*(x) > 0, I,[u*] < 0 fiir x eI existiert.

Bemerkung 1. Die Differentialgleichung der Form (2) betrachten wir neben den
Differentialgleichungen der Form (1) als Differehtialgleichung dritter Ordnung und
die Differentialgleichungen der Form (5) neben den Differentialgleichungen der
Form (3) als Differentialgleichungen zweiter Ordnung.

Bemerkung 2. Wenn die Funktionen p(x), g(x) bzw. P(x), Q(x), R(x) im Inter-
vall ¥ stetig sind, dann folgt aus der Nichtoszillationsfahigkeit der Differential-
gleichung 1,[y] = 0 bzw. I,[z] = 0 im Intervall I auch deren Nichtoszillations-
fahigkeit im Intervall J.
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Lemma 3. Die Differentialgleichung L[y] = 0 ist im Intervall # dann und nur
dann nichtoszillatorisch, wenn eine solche Losung Z(x) der Differentialgleichung
L*[z] = 0 mit der Eigenschaft z(x) > 0 fiir x €I existiert, dass die Differential-
gleichung zweiter Ordnung

F(y,2) =0

im Intervall I nichtoszillatorisch ist.

Folgerung 1. Die Differentialgleichung L[y] = 0 ist im Intervall # dann und nur
dann nichtoszillatorisch, wenn sie im Intervall I nichtoszillatorisch ist.

Folgerung 2. Die Differentialgleichung L[y] = O ist im Intervall S dann und
nur dann nichtoszillatorisch, wenn die Lisung j(x) der Differentialgleichung
L[y] = 0 und die Losung Z(x) der Differentialgleichung L*[z] = O mit der Eigen-
schaft [F(7, Z)]s=x, < 0, (x) > 0, Z(x) > 0 fiir x € S existiert.

Folgerung 3. Die Differentialgleichung L[y] = O ist im Intervall ¥ dann und
nur dann nichtoszillatorisch, wenn die Differentialgleichung L*[z] = 0 im Inter-
vall £ nichtoszillatorisch ist.

Das Lemma 3 und dessen Folgerungen sind in der Arbeit [3] (Satz 1 und seine
Folgerungen) bewiesen.

Lemma 3'. Die Differentialgleichung L[y] = 0 ist im Intervall ¥ dann und nur
dann nichtoszillatorisch, wenn so eine Lésung 3(x) der Differentialgleichung
L[y] = 0 mit der Eigenschaft y(x) > 0 fiir x el existiert, dass die Differential-
gleichung zweiter Ordnung

F(7,2)=0
im Intervall I nichtoszillatorisch ist.

Beweis. a) Die Differentialgleichung L[y] = 0 sei im Intervall # nichtoszilla-
torisch. Wir zeigen, dass dann eine solche Losung j(x) der Differentialgleichung
L[y] = 0 mit der Eigenschaft j(x) > 0 in I existiert, dass die Differentialgleichung
F(7, z) = 0 im Intervall I nichtoszillatorisch ist.

Da die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch ist, ist auch
die Differentialgleichung L*[z] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch (Folgerung 3
des Lemma 3). Daraus folgt, dass die Losungen der Differentialgleichungen L[ y] =0,
L*[z] = 0 mit der Eigenschaft y,(x,) = yi(xo) = 0, ¥i(xo) = 1; z,(xo) = z}(%0) = 0,
(21 = p1(x) z1)2=x, = 1 im Intervall I positiv sind. Setzen wir y(x) = y,(x) fiir xe #.
Aus der Gleichung

0=z L[7] + 7 L*z,] = diF()‘), zy), x€S5
x
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erhalten, wir dann, dass
F(7, z;) = Konst.

in . ist. Da aber [F(7, z,)]x=x, = O, ist F(J, z;) = O fiir jedes x € ..

Deshalb ist auf Grund des Lemma 2’ die Differentialgleichung F(y, z) = 0 im
Intervall I nichtoszillatorisch.

b) Es sei j(x) die Losung der Differentialgleichung L[y] = 0 mit der Eigenschaft
$(x) > 0 fiir x eI und die Losung sei so beschaffen, dass die Differentialgleichung
F(¥,z) = 0 im Intervall nichtoszillatorisch sei. Wir zeigen, dass dann eine solche
Losung Z(x) der Differentialgleichung L*[z] = 0 mit der Eigenschaft Z(x) > 0 in [
exstiert, dass die Differentialgleichung F(y, Z) = 0 im Intervall I nichtoszillatorisch
ist. Auf Grund des Lemma 3 wird damit gezeigt, dass die Differentialgleichung
L[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch ist.

Mit Riicksicht darauf, dass die Differentialgleichung F(y, z) = 0 im Intervall I
nichtoszillatorisch ist, hat die beliebige, nichttriviale lineare Kombination ihres
Fundamentalsystems von Losungen hochstens eine und zwar eine einfache Nullstelle
in I. Gemiass Lemma 1 existiert deshalb unter diesen linearen Kombinationen so eine,
welche keine Nullstelle hat. Bezeichnen wir diese mit Z(x). Dabei kénnen wir offenbar
voraussetzen, dass im Intervall I Z(x) > O ist.

Da j(x) > 0, Z(x) > 0 und F(y, Z) = 0 im Intervall 1, ist die Differentialgleichung
F(y, zZ) = 0 im Intervall I nichtoszillatorisch (Lemma 2).

Wir zeigen noch, dass Z(x) eine Losung der Differentialgleichung L*[z] = 0 in I ist.
Tatsichlich, aus der Gleichung

d
LR35 =0
= (7, 2)

und aus der Eigenschaft der Funktionen y(x), Z(x) in I ist ersichtlich, dass Z(x)e
e Cy(I) ist. Weiter erhalten wir aus der Identitdt fir die Differentialausdriicke
L[y], L*[2]

— ot r<1 s = 7als d . _
ZL[j] + yL*z] = — F(, 2)
dx
sowie daraus, dass L[y] = 0, F(3,2) = 0 fiir x e[ ist, dass Z(x) die Losung der

Differentialgleichung L*[z] = 0 in I (sogar in .#) ist.
Damit ist das Lemma bewiesen.

Lemma 4. Es sei p3i(x) e C(J), i = 1, 2. Die Differentialgleichungen

] + pau(x)y =0, I[y]+ paa(x)y =0

seien nichtoszillatorisch im Intervall J und es sei p;,(x) < ps(x) S psa(x) fiir
x€ J. Dann ist auch die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall J nicht-
oszillatorisch ([5], Folgerung 1 des Satzes 2).
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2. Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die Differen-
tialgleichung L[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch sei, ist die Existenz
solcher Funktionen w(x), w(x); w(x) e C3(I), w¥(x) € C3(I) mit den Eigenschaften

w(x) >0, w*x)>0; L[w] <0 (20), L*[w*]=<0(20)
fiir x €I, dass die Differentialgleichungen zweiter Ordnung
F(y,w*) =0, F(w,z)=0
im Intervall I nichtoszillatorisch seien.

Beweis. Hinreichende Bedingung. Es sollen die Funktionen w(x), w*(x); w(x) €
€ C3(I), w*(x) € C3(I) mit den Eigenschaften

w(x) >0, w¥x)>0; L[w]<0, L*w*]<0

fiir x e I derart existieren, dass die Differentialgleichungen F(y, w*) = 0, F(w, z) = 0
in I nichtoszillatorisch sind. (Im Falle, dass L[w] = 0, L*[w*] = 0 fiir x e I ist, wird
der Beweis dhnlich durchgefiihrt.) Wir zeigen, dass dann die Differentialgleichung
L[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch ist. Zu diesem Zweck, zeigen wir zuerst,
dass die Differentialgleichungen

Li[y] =1[y] - %ﬂy =0, L[y]l=I[y]+ Z';::—*]y; 0

im Intervall I nichtoszillatorisch sind.

Es sei

L5[z] = *[z] - ﬂu:;] z=0

eine zu der Differentialgleichung L,[y] = 0 adjungierte Differentialgleichung. Da
Li[w] =0, L%[w*] = 0 fiir xe[ ist und die Differentialgleichungen F(w, z) = 0,
F(y, w*) = 0 im Intervall I nichtoszillatorisch sind (der Differentialausdruck F(y, z)
ist vom Koeffizienten p(x) bei y der gegebenen Differentialgleichung I[y] + p(x) y =
= 0 explizit unabhingig), sind die Differentialgleichungen L,[y] =0, L,[y] =0
auf Grund des Lemma 3’ und des Lemma 3 nichtoszillatorisch im Intervall {x;, b)
bzw. (a, x,) fiir eine beliebige Zahl x, €I d. h. dass diese auch im Intervall I nicht-
oszillatorisch sind. Da L[w] £ 0, L*[w*] < 0in I gilt, haben wir fiir den Koeffizient
p3(x) im Intervall I

f‘[—‘ﬁ*-]- < px s - 1.

Aus der letzten Ungleichheit und daraus, dass die Differentialgleichungen L,[y] = 0,
L,[y] = 0 im Intervall I nichtoszillatorisch sind, ergibt sich gemiss Lemma 4, dass
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auch die Differentialgleichung L{y] = 0 in I nichtoszillatorisch ist. Auf Grund der
Folgerung 1 des Lemma 3 ist deshalb die Differentialgleichung L[y] = 0 im Inter-
vall # nichtoszillatorisch.

Die notwenciigc Bedingung folgt aus Lemma 3 und aus Lemma 3'.

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die Differen-
tialgleichung L[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch sei, ist die Existenz der
Funktionen w(x), w*(x); w(x) € C3(#), w*(x) € C3(#) mit den Eigenschaften:

a) [F(w, w*)]z=s, £ 0, w(x) > 0, w*(x) > 0;
b) (x — xo) L[w] £ 0, (x — xo) L*[w*] < 0

fir xel.

Beweis. Hinreichende Bedingung. Es sollen die Funktionen w(x), w*(x); w(x) e
€ C¥(#), w¥(x) e C3(#) mit den Eigenschaften a) und b) existieren. Wir zeigen,
dass dann die Differentialgleichungen F(w,z) = 0, F(y, w*) = 0 im Intervall I
nichtoszillatorisch sind. Auf Grund des Satzes 1 wird damit gezeigt sein, dass die
Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch ist.

Aus der Lagrangeschen Identitit

J‘ " (W L[w] + w L*Tw*]} dt = F(w, w*) — [F(w, w*)]aor,

und aus den Eigenschaften a) und b) erhalten wir tatsichlich, dass F(w, w¥) < 0
fiir x € I ist. Daraus erhalten wir auf Grund des Lemma 2 und des Lemma 2’, dass
die Differentialgleichungen F(y, w*) = 0, F(w, z) = 0 im Intervall I nichtoszillato-
risch sind.

Die notwendige Bedingung ergibt sich aus der Folgerung 2 des Lemma 3.

Folgerung 1'. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die Diffe-
rentialgleichung L[y] = 0 im Intervall . nichtoszillatorisch sei, ist die Existenz
der Funktionen w(x), w*(x); w(x) e C3(#), w*(x) € C3(#) mit den Eigenschaften:

a) w(xo) = w¥(xo) =0, w(x) >0, w*(x)> 0;

b) (x — xo) L[w] £ 0, (x — xo) L*[w*] £ 0
fir xel.

Bemerkung 3. Wenn p'z(x), pi’(x) stetige Funktionen im Intervall # sind, dann
erhalten wir aus der Folgerung 1’ den in der Arbeit [6] bewiesenen Satz 6.

Folgerung 2'. Es sei (x — xo) P3(x) < 0 fiir xe S und es existiere die Funktion
w*(x) € C3(#) mit der Eigenschaft [(w* — p,(x) w*)' + py(x) W*]x=x, < 0, wH(x) >

> 0, (x — xo) L*[w*] < 0 fiir xeI. Dann ist die Differentialgleichung L[y] = 0
im Intervall # nichtoszillatorisch.
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Beweis. Setzen wir w(x) = 1. Wir haben dann

(x = xo) L[W] = (x — xo) P3(x) ,
[F(W’ w*)]x=>m = [(W*’ - pl(x) w*)’ + pZ(X) W*]x=xo'

Daraus und aus den gegebenen Voraussetzungen ist ersichtlich, dass die Vorausset-
zungen des Satzes 1’ erfiillt sind und also die Differentialgleichung L[ y] = 0 ist unter
den gegebenen Voraussetzungen im Intervall # nichtoszillatorisch.

Wir beachten noch die folgende Umstédnde: die Funktion w*(x) € Cx(-#) mit der
in der Folgerung 2’ erwiihnten Eigenschaft existiert und dabei ist (x — x,) p3(x) < 0
in £.

Mit Riicksicht darauf, dass (x — x,) L*[w*] < 0 fiir x € ist, erhalten wir durch
Integration des Differentialausdruckes L*[w*] von x, bis x, nach gegebener Berich-
tigung

(W% = i) W) + pafx) w* <

< [ = pa() W) + o) Wsoy + j pald) wH(r) dt

Xo

Aus dieser Ungleichheit und aus den Voraussetzungen iiber die Funktionen w*(x)
und p;(x) haben wir dann

(W* — pi(x) w*) + py(x) w* <0

fir x e I. Gemiss Lemma 2’ ist deshalb die Differentialgleichung

(6) (z' = p(x)2) + pa(x) 2 =0

nichtoszillatorisch im Intervall I. Da p,-(x)e C(f), i = 1,2, ist diese Differential-
gleichung auch im Intervall # nichtoszillatorisch. Die Differentialgleichung (6) geht
durch die Substitution z = vexp [}, p,(n) dn in die Differentialgleichung

(6") V" 4+ pi(x) v + py(x)v =0
iiber. Damit erhielten wir dieses Ergebnis:

Es sei (x — x,) p3(x) £ 0 fiir xe #. Dann ist die notwendige Bedingung dazu,
dass die Funktion w*(x) e Cy(#) mit der Eigenschaft [(w* — p,(x) w*) +
+ Pa(%) W*ezro £ 0, wH(x) > 0, (x — xo) L*[W*] < O fiir x €I existiere, die Nicht-
oszillationsfihigkeit der Differentialgleichung (6) bzw. (6') im Intervall #.

Folgerung 3'. Es seien p,(x), p5(x), ps(x) stetige Funktionen im Intervall #. Es
sei (x = xo) [pa(x) — pa(x) — pi(x) P2(x)] 2 O fiir xe S und es existiere die
Funktion w(x) € C*(#) mit der Eigenschaft

(W + Pa(x) W)earo £ 0, w(x) >0, (x—x0)L[w] <0
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fir x e I. Dann ist die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall # nichtoszilla-
torisch.

Beweis. Setzen wir w*(x) - exp [, p1(n) dn. Dann ist
(x = xo) L¥[w*] = (x — xo) [P4(%) + p(x) Po(x) — P2(x)] ,
[F(W, w*)]x=xo = (W” + P2(x) w)x=xu .

Aus diesen Beziehungen und aus den Voraussetzungen der Folgerung ist ersichtlich,
dass die Voraussetzungen des Satzes 1’ erfiillt sind. Aus diesem Grunde ist die

Differentialgleichung L[y] = 0 unter den gegebenen Voraussetzungen im Intervall
nichtoszillatorisch.

Jetzt beachten wir die Umsténde: die Funktion w(x) e C3(#) mit der in der Folge-
rung 3’ erwahnten Eigenschaft existiert und dabei ist (x — x,) [pa(x) — pi(x) —
— pi(x) p2(x)] 2 O fiir x e £. '

Es seien p,(x), p5(x), ps(x) stetige Funktionen in #. Dann gilt

exp ( J. :opl(r]) dn) L[w] = [(w” + pa(x) w) exp <I:OP1(H) dn)]’ +

+mm—m@—mmmmwa%rmmm)

X0

Da (x — xo) L[w] < O fiir x € ist, erhalten wir aus der letzten Gleichheit durch
Integration von x, bis x nach gegebener Berichtung

w” + py(x) w < exp (— J’xl’n(ﬂ) d'?) {(W" + Pa(X) W=, +

xo
+ J' “[os() + 21(2) p(t) — 2] exp< J 0 dn> w(t)dt}.
Aus dieser Ungleichheit und mit Riicksicht auf die Eigenschaft der Funktionen w(x)
und ps(x) — pi(x) p2(x) — py(x) erhalten wir:
w + py(x)w =0
fir x e I. Auf Grund des Lemma 2 ist deshalb die Differentialgleichung
(6) | Y+ pa(x)y = 0

im Intervall I nichtoszillatorisch. Da p,(x) € C(#), ist diese Differentialgleichung
auch im Intervall # nichtoszillatorisch. Damit haben wir gezeigt:

Es seien p(x), py(x), ps(x) stetige Funktionen im Intervall # und es sei (x — Xo) .
- [Ps(x) = P2(x) = pu(x) p,(x)] = O fiir x € £. Dann ist die notwendige Bedingung
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dazu, dass die Funktion w(x) e C3(#) mit der Eigenschaft (w"+ p2(X) W)x=x, < 0
w(x) > 0, (x — xo) L[w] < 0 fiir x €1 existiere, die Nichtoszillationsfdhigkeit der
Differentialgleichung (6") im Intervall 5.

Satz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die Differential-
gleichung L[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch sei, ist die Existenz solcher
Funktionen w,(x), w,(x) aus der Menge C>(I) mit den Eigenschaften

wi(x) >0, wy(x)>0; L{w] <0, L[w,]=0
fiir x €1, dass die Differentialgleichungen zweiter Ordnung
F(wy,z) =0, F(w,z)=0
im Intervall I nichtoszillatorisch seien.

Beweis. Erster Beweis der hinreichenden Bedingung. Es sollen die Funktionen
wy(x), w,(x) aus der Menge C*(I) mit den gegebenen Eigenschaften existieren. Wir
zeigen, dass dann eine solche Funktion wi(x)e C3(I) mit der Eigenschaft wi(x) >
> 0, L*[wf] < 0 fiir xel existiert, dass die Differentialgleichung F(y, wf) = 0
im Intervall I nichtoszillatorisch ist. Auf Grund des Satzes 1 zeigen wir damit, dass
die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch ist.

Mit Riicksicht darauf, dass die Differentialgleichung F(w,, z) = 0 im Intervall [
nichtoszillatorisch ist, hat die beliebige, nichttriviale, lineare Kombination ihres
Fundamentalsystems von Losungen hochstens eine und zwar einfache Nullstelle in 1.
Auf Grund des Lemma 1 existiert deshalb unter diesen linearen Kombinationen eine
solche, welche in I keine Nullstelle hat. Bezeichnen wir sie wi(x). Dabei konnen wir
selbstverstidndlich voraussetzen, dass wi(x) > 0 fiir x € I ist. Da w,(x) > 0, wi(x) > 0
fir xel und F(w,, wf) = 0 in I, ist die Differentialgleichung F(y, wi) = 0 nicht-
oszillatorisch im Intervall I (Lemma 2). Wir zeigen noch, dass w{(x)e C3(I) und
L*[w}] < 0 fiir x e[ ist.

Tatsichlich, aus der Gleichheit

4 F(w,, w) =0
dx

und aus den Eigenschaften der Funktionen w,(x), w{(x) in I ist ersichtlich, dass
wi(x) € C3(I). Weiter, aus der Identitat fiir die Differentialausdriicke L[w,], L*[w}

wi L[w,] + w, L¥[wi] = f—F(wz,\wf)
x
und daraus, dass F(wz, wi) = 0, L[w,] = O fiir x e ist, erhalten wir

*
LAwi] = — % Lw,] <0, xel.

2
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Zweiter Beweis der hinreichenden Bedingung. Um zu beweisen, dass die Differen-
tialgleichung L[y] = O unter den gegebenen Voraussetzungen in # nichtoszillato-
risch ist, geniigt es zu zeigen, dass die Differentialgleichungen

el=01-dy 2o, =12

Wy
in I nichtoszillatorisch sind.
Tatséchlich, die Differentialgleichungen £ ,[y] = 0, £,[y] = 0 seien nichtoszilla-

torisch in I. Mit Riicksicht darauf, dass w,(x) > 0, w(x) > 0; L[w;] £ 0, L[w,] 2 0
im Intervall I, ist

— H_:_‘fz]_ < Ps(x) < - I[W_l]

Wy 1

fir x € I. Aus dieser Ungleichheit und aus der Nichtoszillationsfahigkeit der Differen-
tialgleichungen Z,[y] = 0, fz[y] = 0 in I folgt, dass die Differentialgleichung
L[y] = 0 auch in I nichtoszillatorisch ist (Lemma 4).

Auf Grund der Folgerung 1 des Lemma 3 ist dann die Differentialgleichung
L[y] = 0 auch in # nichtoszillatorisch.

Wir zeigen jetzt, dass die Differentialgleichungen &£,[y] =0, Z,[y] =0 in I
nichtoszillatorisch sind. Da £ [w;] = 0, w(x) > 0 fiir x €I und die Differentialglei-
chungen F(w;,z) =0, (i =1,2) im Intervall I nichtoszillatorisch sind, gemiss
Lemma 3’ sind die Differentialgleichungen & [y] = 0, #,[y] = 0 nichtoszillato-
risch im Intervall (x,, b) bzw. (a, x,) fiir eine beliebige Zahl x, € I. Das bedeutet
aber, dass die Differentialgleichungen &,[y] = 0, #,[y] = 0 auch im Intervall I
nichtoszillatorisch sind.

Die notwendige Bedingung folgt ersichtlich aus dem Lemma 3'.

Damit ist der Beweis beendet.

Folgerung 1. Es sollen die Funktionen w,(x), w,(x) aus der Menge C*(I) mit den
Eigenschaften:

w,w
(a) wi(x) >0, wy(x)>0, W'i WZ >0;
(b) L{w,] =20, L[w,]=<0

fiir x €I existieren. Dann ist die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall 5
nichtoszillatorisch.

Beweis. Wir zeigen, dass aus den Eigenschaften (a) und (b) die Nichtoszillations-
fahigkeit der Differentialgleichungen F(w,, z) = 0, F(w,, z) = 0 folgt. Auf Grund
des Satzes 2 wird damit gezeigt sein, dass die Differentialgleichung L[y] = 0 in &
nichtoszillatorisch ist.
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Setzen wir

Wy W,
’ ’

Wi,z =’
Wi Wy

exp ( j pa(n) dn>.
Dann haben wir

F(wgy w1 2) = wilws L[w,] — wy L[w,]) exp ( j " pi() dn) <0 (i=1,2)

xo

fir x e I. Nach dem Lemma 2’ sind deshalb die Differentialgleichungen F(w,, z) = 0,
F(w,, z) = 0 nichtoszillatorisch in I. Damit ist der Beweis beendet.

Folgerung 1'. Es existiere die Funktion w(x) € C*(I) mit der Eigenschaft w(x) > 0,
w'(x) > 0(<0), L[w] < 0(20) in I und dabei sei py(x) 2 0(=£0) fiir xe 4. Dann
ist die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall # nichtoszillatorisch.

Beweis. Setzen wir wy(x) = 1, w,(x) = w(x) fiir x € I. Dann haben wir

L[w,] = ps(¥) 2 0 (0), L[w,] <0 (20)

= wi(x) >0 ( = —wi(x) > 0)

|
Wy Wy

Wy Wi

7 7’
Wy Wy

fir x € I. Auf Grund der Folgerung 1 des Satzes 2 ist deshalb die Differentialgleichung
L[y] = 0 im Intervall .# nichtoszillatorisch.

Beachten wir diese Tatsache: die Funktion w(x)e C*(I) mit der Eigenschaft
w(x) > 0, w(x) > 0(<0), L[w] < 0(20) in I existiert und dabei ist p5(x) = 0(=0)
fir x e £.

Daraus, dass L[w] < 0(20), w/(x) > 0(<0) und p;(x) 2 0(<0) in I ist, folgt:

(W + pi(x) " + pa(x) W) sgnw' < —ps(x) wsgn w' <0

fiir x e I. Daraus erhalten wir gemiss Lemma 2, dass die Differentialgleichung (6')
in I nichtoszillatorisch ist. Da p/(x)e C(#), i = 1,2, ist die Differentialgleichung
(6") auch in # nichtoszillatorisch.

Wir erhielten dieses Ergebniss:

Es sei py(x) = 0 (<0) fiir x € #. Die notwendige Bedingung fiir die Existenz der
Funktion w(x) € C*(I) mit der Eigenschaft w(x) > 0, w'(x) > 0 (<0), L[w] < 0(=0)
fir x el ist, dass die Differentialgleichung (6") im Intervall £ nichtoszillatorisch sei.

Bemerkung 4. Das Funktionenpaar wy(x), w,(x) aus der Menge C*(I) mit der
Eigenschaft (a) aus der Folgerung 1 des Satzes 2 ist vom Koeffizienten der Differen-
tialgleichung L[y] = 0 unabhingig und daher kann es schon vorher konstruiert
werden. Solche Paare sind zum Beispiel: e™*, ¢*; 1, €% e %, 1; 1, lx - xol fiir
x €I usw. Wenn wir fiir derartige konkrete Funktionenpaare w,(x), w,(x) auch die
Erfiillung der Eigenschaft (b) aus der Folgerung 1 des Satzes 2 verlangen, erhalten
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wir konkrete Kriterien der Nichtoszillationsfahigkeit fiir die Differentialgleichung
L[y] = 0. Wenn wir zum Beispiel das Funktionenpaar e™*, e* nehmen und verlangen,
dass fiir dieses auch die Eigenschaft (b) erfiillt sei, erhalten wir folgendes Kriterium
der Nichtoszillationsfahigkeit fiir die Differentialgleichung L[y] =0in 4:

Es sei

L+ pa(x) + [ps(x) + ps(x)] £ 0

fiir x e £. Dann ist die Differentialgleichung L[y] = 0 nichtoszillatorisch im In-
tervall #.

Ahnlich, wenn wir das Funktionenpaar 1, |x - xol fiir x € I, nehmen, erhalten wir:
Es sei

0= (x - Xo) Pa(x) = —Pz(x)

fiir x € #. Dann ist die Differentialgleichung L[y] =0 im Intervall # nichtoszilla-
torisch. (Wir sehen, dass in diesem Falle der Koeffizient p,(x), auf die Nichtoszilla-
tionsfahigkeit der Differentiagleichung L[y] = 0 keinen Einfluss hat.)

Satz 2'. Die notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass die Differen-
tialgleichung L[y] = 0 im Intervall J nichtoszillatorisch sei, ist die Existenz
solcher Funktionen wi(x), w3(x) aus der Menge C3(I) mit den Eigenschaften

wi(x) >0, wi(x)>0; L*wi]<0, L*wi]=0
fir x €1, dass die Differentialgleichungen zweiter Ordnung
F(y,W?)=0, (},W2)=0

im Intervall I nichtoszillatorisch seien.

Folgerung. Es sollen die Funktionen wi(x), w3(x) aus der Menge Cy(I) mit den
Eigenschaften:

*
1° wi(x) > 0, wi(x) > 0, l,wi,!>0;
Wi Wa |
2° L¥[wf] 2 0, L*[w3] =0

fiir x €I existieren. Dann ist die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall S
nichtoszillatorisch.

Der Beweis des Satzes 2’ und seiner Folgerung wird dhnlich dem Beweis des
Satzes 2 und’seiner Folgerung 1 durchgefiihrt.

Wir fiihren jetzt eine der Applikationen des Satzes 1 an.
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Satz 3. Es seien py(x), py(x), ps(x) stetige Funktionen im Intervall (— oo, ).
Die Differentialgleichungen zweiter Ordnung

(7 V" + py(x)v =0,
(7) v" + py(x) v + py(x)v =0

seien im Intervall (— oo, o0) nichtoszillatorisch und es sei py(x) + py(x) pa(x) <
< pa(x) £ 0 oder py(x) + pi(x) pa(x) = ps(x) = 0 fiir x € (— o0, ©). Dann ist die
Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall (— oo, o) nichtoszillatorisch.

Beweis. Setzen wir w(x) = 1, w*(x) = exp [} p,(n) dn, wo c eine beliebige reale
Zahl ist. Dann haben wir L[w] = p3(x), L*[w*] = [pa(x) + pi(x) p2(x) — ps(x)] -
.exp [¥ py(n) dn. Aus den gegebenen Voraussetzungen ist ersichtlich, dass L[w] < 0,
L*[w*] < 0 bzw. L[w] 2 0, L*[w*] = O fiir x € (— 00, o).

Weiter haben wir

F(w,z) =(z' — pi(x)z) + pax) 2,

F(y, w¥) = (" + pa(x) ) expf ps(n) dn .
Die Differentialgleichung F(w, z) = 0 geht durch Substitution z = vexp [} p,(n) dn
in die Differentialgleichung (7’) iiber.

Aus dieser Tatsache und aus der Nichtoszillationsfahigkeit der Differentialglei-
chungen (7), (7') im Intervall (— o, co) erhalten wir, dass die Differentialgleichungen
F(w, z) = 0, F(y, w*) = 0 fiir jede Zahl X, € (— o0, o) im Intervall (X,, c©0) bzw.
(— 0, Xo) nichtoszillatorisch sind. Auf Grund des Satzes 1 ist deshalb die Diffe-
rentialgleichung L[y] = 0 im Intervall {(X,, ) bzw. (— o0, X,) nichtoszillatorisch.
Da X, eine beliebige reelle Zahl ist, ist die Differentialgleichung L[y] = 0 im Intervall
(— o0, ) nichtoszillatorisch.

Damit ist der Satz bewiesen.

Im Falle, dass p,(x) = 0 in (— o, o) erhalten wir aus Satz 3 das Kriterium der
Nichtoszillationsfahigkeit fiir die Differentialgleichung

Y+ pax)y + pa(x)y =0,

welches auch von M. HANAN [7] (Satz 5.11) abgeleitet wurde.

BEDINGUNGEN FUR DIE OSZILLATIONSFAHIGKEIT

3. Satz 4. Es existiere eine solche Funktion w(x)e C*(#) mit der Eigenschaft
w(xo) = 0, w(x) > 0, (x — xo) L[w] < 0 fiir x €1, dass die Differentialgleichung
zweiter Ordnung

F(w,z) =0
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im Intervall I oszillatorisch ist. Dann ist die Differentialgleichung L[y] =0
oszillatorisch im Intervall #.

Beweis. Dieser wird indirekt durchgefiihrt. Setzen wir voraus, dass die Differen-
tialgleichung L[y] = 0 in # nichtoszillatorisch ist. Aus der Folgerung 3 des Lemma 3
geht hervor, dass auch die adjungierte Differentialgleichung L*[z] = 0 in # nicht-
oszillatorisch ist. Aus diesem Grunde ist die Losung z,(x) der Differentialgleichung
L*[z] = 0 mit der Eigenschaft z,(xo) = zi(x¢) = 0, (2} — py(X) zy)sero = 1 in I
positiv. Aus der Lagrangeschen Identitt fiir die Differentialausdriicke L[w] und
L*{z,] haben wir dann

X
(3) ‘ 0 gj z, L{w] dt = F(w, z,) — [F(w, 2{)]x=xo
. %o
fiir x e I. Da [F(w, z;)],=x, = O ist, erhalten wir aus der Beziehung (8) F(w, z;) < 0
fiir x € I. Deshalb ist auf Grund des Lemma 2’ die Differentialgleichung F(w, z) = 0
in I nichtoszillatorisch, was im Widerspruch mit der Oszillationsfihigkeit der Diffe-
rentialgleichung F(w, z) = 0 in I ist.
Ahnlich beweisen wir den folgenden

Satz 4'. Es existiere eine solche Funktion w*(x)e C3(#) mit der Eigenschaft
w¥(xo) = 0, w¥(x) > 0, (x — xo) L¥[w*] £ 0 fiir xel, dass die Differential-
gleichung zweiter Ordnung

F(y,w*) =0

im Intervall I oszillatorisch ist. Dann ist die Differentialgleichung L[y] =0
im Intervall # oszillatorisch.

Bemerkung 5. Durch die Substitution z = vexp [% p;(n)dn geht die Differen-
tialgleichung L*[z] = 0 in die Differentialgleichung der Form

L] = ((v" + pi(x)v + pa(x)v)exp ( J 0 dr,))'- py(x) vexp ( J ’ pl(n)dn) ~0

X0 X0

iiber und der Differentialausdruck F(y, z) exp (— [ py(n) dn) in den Differential-
ausdruck der Form

F(y,v) = vy" = v'y" + (v" + py(x) 0" + pax)v) y.

Deshalb ist es méglich in den betreffenden Sitzen und Hilfssitzen die Differential-
ausdriicke L*[z], F(y, z) mit den Differentialausdriicken L*[v], F(y,v) und die
Menge C3(J) mit einer solchen Menge Ci(J) = C*(J) zu ersetzen, dass fiir die
Funktion f(x) € C3(J) L*[f] € C(J) ist.
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Bemerkung 6. Nach Beendigung dieser meiner Arbeit erschien ein interessanter
Artikel [8] von A. Ju. Lewin iiber die Nichtoszillationsfahigkeit der Differential-
gleichung

x™ 4+ p, () x" D + ...+ p()x = 0.

Die Folgerung 1 des Satzes 2 der vorliegenden Arbeit geht aus der Folgerung 4.1 des
Satzes 4.1 [8] hervor.
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