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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 96 (1971), Praha 

O RIEŠENÍ ROVNICE 

xt + x 2 + ... + xn = y[xl9 x 2,.. ., xn] 

A ROVNICE 

xx + x 2 + ... + xn = yx t x 2 ... xn 

V PRIRODZENÝCH ČÍSLACH 

PAVEL BARTOŠ, Bratislava 

(Došlo dna 20. marca 1970) 

V tomto článku bude reč o riešení rovnice 

(1) xx + x 2 + ... + xn = y[xu x 2 , . . . , xn] , n ^ 2 , 

v prirodzených číslach xl9 x 2 , . . . , xn, y, pričom [xl9 x 2,..., xn] značí najmenší spo-
ločný násobok čísel x l 5 x 2 , . . . , xn. Výsledok úvahy použijeme aj na riešenie rovnice 

(2) xt + x 2 + ... + xn = yxtX2 ... xn , n ^ 2 , 

v prirodzených číslach x l 5 x 2,. . ., xn, y}) 

V ďalšom riešenia všetkých rovnic sa rozumejú v obore prirodzených čísel. 

Veta 1. Všetky riešenia xl9 x 2 , . . . , xn, y rovnice (l) dostaneme následovně: 

Ak čísla %l9 £2 , . . . , í„ tvoria riešenie tzv. optickej rovnice 

(3) 1/É. + l / í 2 + . . . + l /{ . = 1 

potom 

(4) X | = K i . ť a , - , g - ] f t ť 3 B l f 2, . . . , „ , 

kde tje lubovolné prirodzeně číslo a 

(4') y = (x t + x 2 + ... + xn) : [xí9 x 2,. . ., xn] . 

*) O rovnici (2) vo zvláŠtnom případe y = 1 pojednává sa v knižke [1], str. 171—4. 
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Dókaz. Ak čísla xl9 xl9..., xn9 y splňujú rovnicu (1), potom x ř | xt + x2 + ... 
... + xn9 i = 1, 2,..., n. Teda existujú prirodzené čísla £l9 š2,..., £n také, že 

(5) Xi + x2 + . . . + xn = ^ x , , í = 1,2, ..., n . 

Obrátene, ak X|, x 2 , . . . , xn vyhovujú rovniciam (5), pričom £ř sú čísla prirodzené, 
potom platí xř | xt + x 2 + ... + xn9 i = 1, 2,..., n9 a teda x- + x 2 + ... + xn = 
= y[xl9 x 2 , . . . , x n ] , kde y je prirodzené číslo. Čísla x l f x 2 , . . . , xn, y = (xx + x 2 + ... 
... + xn)j[xí9 x 2 , . . . , x n ] tvoria teda riešenie rovnice (1). 

Riešením sústavy rovnic (5) v číslach xí9 x 2 , . . : , xn9 £l9 £2 , . . . , ín sa zaoberá článok 
[2], z ktorého vyplývá, že jej všetky riešenia dostaneme tak, že vezmeme Iubovolné 
riešenie £l9 £2 , . . . , £n rovnice (3) a potom (4) a (4') dávajú riešenie sústavy rovnic (5), 
a tým aj rovnice (1). Tým je veta dokázaná. 

Poznámka. Zo (4) a (4') vyplývá, že ku každému riešeniu xl9 x 2 , . . . , xn9 y rovnice 
(l) existuje nekonečné mnoho riešení tejto rovnice, a to řx^ řx2,..., txn9 y9 kde t je 
Iubovolné prirodzené číslo. Obrátene, ak rovnica (1) má riešenie txl9 txl9..., txn9 y, 
má aj riešenie xí9 x 2 , . . . , xn9 y. V ďalšom sa preto obmedzíme na tzv. primitivné 
riešenia, pre ktoré platí 

(6) ( x 1 , x 2 , x 3 , . . . , xn) = 1 , Xj ^ x 2 = x 3 = ... = x„. 

Zrejme je počet primitivných riešení rovnice (l) konečný (váčší než nula), zhodný 
s počtom všetkých riešení { l f <i;2,..., £„ optickej rovnice (3), majúcich vlastnosť 

Příklad. Hladajme všetky riešenia rovnice 

(7) xA + x 2 + x 3 + x 4 = y[xl9 x 2, x 3, x 4 ] 

v prirodzených číslach xl9 x 2, x3, x4, y. 

Riešenie. Najprv třeba riešiť rovnicu 

(8) 1/íÍ + l/{2 + l/{3 + l/{ 4 = 1. 

Voliac £x = £2 = {3 = £4, je 2 g §4 š 4- Třeba teda riešiť 

1) Pře £4 = 2 rovnicu l\£x + l / { 2 + l / { 3 = \ 
a 

2) pre U = 3 rovnicu 1 /^ + 1/fc + l / { 3 = f. 

Pře C4 = 4 máme jediné riešenie £1 = £2 = £3 = 4. 

V případe 1) máme riešenia uvedené v knižke [3] str. 74 a v případe 2) v článku [4], 
V případe 2) dostaneme niektoré riešenia ktoré nespíňajú podmienku £x ^ f2 ^ 
= Í3 ž ^4- Tieto vo výpočte neuvádzame, lebo sa so správným poradím dostali 
v případe 1). Z riešení rovnice (8) dostaneme potom všetky primitivné riešenia rovnice 
(7). Výpočet obsahuje tabulka 5. 1. 
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Tabulka 1 

í l 42 18 12 12 10 24 15 20 8 6 4 6 6 4 

*2 7 9 12 6 5 8 10 5 8 6 4 6 4 4 

^З 3 3 3 4 5 3 3 4 4 6 3 3 4 4 

U 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 4 

M= K L Í J . Í З , ^ ] 42 18 12 12 10 24 30 20 8 6 12 6 12 4 

ЛГj = M/Í! 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 2 1 
x2 = M/£2 6 2 1 2 2 3 3 4 1 1 3 1 3 1 

*з = Лf/ťíз 14 6 4 3 2 8 10 5 2 1 4 2 3 1 

*4 = М / ^ 21 9 6 6 5 12 15 10 4 3 4 2 4 1 

*1 + *2 + *3 + *4 
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 3 1 4 y— г , 

L-*]* x2> *3> * 4 І 
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 3 1 4 

Veta 2. Pře všetky primitivné riešenia xl9xl9 ..., xn, y rovnice (l) jp/aí/ j _ H 
a y = n právě vtedy9 kedx1 = x 2 = ... = xn. 

D o k a ž . Hodnota y bude pri určitom x7- = Max {xl9 x 2,.. ., xn} najváčšia právě 
vtedy, keď bude mať [xl9 x 2,.. ., xn] najmenšiu a súčasne pri tej istej podmienke 
Xi + x 2 + ... + xn najváčšiu hodnotu. Keďže x l 9 x 2,. . ., xn = Xj je [x l 5 x 2,.. ., xn] 
najmenšie právě vtedy, keď xl9 x 2,. . ., xn | Xj a x t + x 2 + ... + xn najváčšiu hod
notu právě vtedy, keď xt = x 2 = ... = xn = x .̂ Táto podmienka zahrnuje v sebe 
predošlú, tedaextrémny případ v případe xx = x 2 = ... = x„ skutočne nastane aino-
kedy nie. Keďže vtedy [x 1 ? x 2 , . . . , xn] = xj9 xt + x 2 + ... + xn = nxj9 je y = 
= nxj I Xj = n pri každom x .̂ Tým je veta dokázaná. 

P o z n á m k a . Otvorenou zostáva otázka, kedy je y = 1 a či pre každé y9 1 = y = n 
skutočne existuje n-tica čísel xl9 x 2,..., xn, ktoré s ním spolu tvoria riešenie rovnice (1). 

Na základe predošlých výsledkov možno tiež nájsť všetky riešenia rovnice (2). Je 
totiž 

(9) XÍX2...X,, = k[xlsx2,..., xn] 

kde k je prirodzené číslo, takže rovnica (2) je ekvivalentná s rovnicou 

(10) X! + x 2 + ... + xn = ky[xl9x29...9xn~\ 

kde k závisí od xl9 x 2,..., xn9 ktorá je tvaru (1). Zrejme platí veta: 

Veta 3. Množinu všetkých riešení rovnice (2) tvoria právě tie riešenia rovnice (1) 
v ktorych platí 

X i X l л 2 xг + x 2 + ... + xn, 
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Z výsledkov příkladu teda poznáváme, že rovnica 

(11) ^ xx + x2 + x3 + x4 = yx1x2x3x4 

má pravé tieto riešenia (riešenia rovnice (1), v ktorých y = 1 si třeba všimnut len 
v tom případe, ak xí9 x2, x3, x4 sú po dvoch nesúdelné čísla) 

(x l f x2, x3, x4, y) = (1, 1, 2, 4,1), (1, 1, 1, 3, 2), (1, 1, 1, 1, 4) . 

Veta 4. Všetky riešenia rovnice (2) sú pre n > 2 primitivné (t.j. platí(xu x2,... 
...,*.,) = i). 

Dókaz. Predpokladajme, že txi9 tx2,..., txn, y je riešením rovnice (2), takže — po 
dělení ííslom t — 

Xj + x2 + ... + xn = yť~xxíx2...xn. 

Podlá (9) je potom 
xx + x2 + ... + xn = fcyřn-1[x1x2,...xj 

a podlá vety 2 platí kyť~l g n, teda aj f1 ^ n, čo však v případe n > 2 platí 
právě vtedy, keď t = 1. Tým je veta dokázaná. 
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Zusammenfassung 

ÜBER DIE LÖSUNG DER GLEICHUNG xY + x2 + ... + xn = y\xu x2,..., xn] 
UND DER GLEICHUNG xt + x2 + ... + xn = ^xxx2 ... xn 

IN NATÜRLICHEN ZAHLEN 

PAVEL BARTOS, Bratislava 

Im Artikel wird die Lösung der Gleichungen (1) und (2) im Gebiet der natürlichen 
Zahlen behandelt. Deren Lösung wird zu der Lösung des optischen Gleichung (3) 
in demselben Gebiet überführt. 
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