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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 96 (1971), Praha 

PERTURBATION NUMÉRIQUES 
DES ÉVOLUTIONS PARABOLIQUE ET HYPERBOLIQUE 

MIROSLAV SOVA, Praha 

(Reçu le 23 avril 1970) 

On considère le problème suivant d'évolution abstraite. 

Soit donné une solution w de l'équation abstraite: 

(A) w'(t) + A w(t) = 0, ou 

(B) w"(t) + A w(t) = 0 

où A est un opérateur, en général non-borné, dans un espace de Banach F. 

Il s'agit de construire une solution w de l'équation perturbée: 

(A') u'(t) + A u(t) + c u(t) = 0 , c réel, 

(B') u"(t) + A u(t) ± c2 u(t) = 0, c> 0, 

à partir de la solution donnée w de l'équation non-perturbée (A), (B), les valeurs 
initiales restant les mêmes. 

Le problème est trivial pour (A), (A') — cfr. la section 3 — mais assez compliqué 
pour (B), (B') — cfr. la section 4. 

Les sections 1 et 2 sont préparatoires, la section 5 contient des cas spéciaux de la 
théorie générale qui sont connus de la théorie classique des équations aux dérivées 
partielles. 

1. PRÉLIMINAIRES 

1,1. Dans tout l'article, soit 

(1) R le corps des nombres réels, 

(2) R+ l'ensemble des nombres positifs, 

(3) £, Eu E2,... des espaces de Banach quelconques. 
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1,2. Soit E un espace de Banach. On désignera par 

(1) 2+(E) l'ensemble des opérateurs linéaires (A, B,...) dont les domaines (5>(A\ 
Î)(B),...) sont des sous-ensembles non-vides de E et dont les valeurs (M(A)r 

9t(B),...) demeurent dans E, 

(2) Q(E) l'espace de Banach de tous les opérateurs de 2+(E), partout définis et 
continus, avec la norme usuelle. 

1,3- On désignera par / l'opérateur identique de 2(E). Les multiples a/, a e K , 
seront appelés opérateurs numériques de 2(E). 

1.4. Si Ml9 M2 sont des ensembles quelconques, on désignera par Mx -> Mz 

l'ensemble de toutes les transformations (fonctions) de Mt dans M2 . 

1.5. On utilisera la théorie de l'intégration des fonctions vectorielles au sens de 
Bochner-Lebesgue. 

1.6. Dans ce qui suit, on admet seulement la dérivabilité continue. Donc, le mot 
dérivable signifie toujours continûment dérivable. 

1.7. Proposition. Soient a, b e R, a < b, g e(a,b) x (a, b) -* E. Si 

(a) la fonction g est continue sur Vensemble {(t, x) : a < T _ t < b} et g(t, T) = 0 
pour a < t < x < b, 

(b) les fonctions g(t, .) sont intégrables sur (a, t) pour tout a < t < b, 

(c) les fonctions g(.9x) sont continûment dérivables sur (T, b) pour tout a < 
< T < b, 

(d) pour tout a < t < b, il existe un ô > 0 et une fonction (pe(a, b) -* R, 
intégrable sur (a, b), tels que 

(i) 
ÕS 

=MT) 

pour tout a < s < b, \s — t\ = ô et a < x < s, 

alors la fonction 

[*] t-+G(t)= [tg(t,x)dx, a<t<b9 

est continûment dérivable sur (a, b) et 

(-) G'(0=J'|9(.,T)dT + 5(,,,) 

pour tout a < t < b. 
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La preuve est fondée sur le théorème de Fubini. 

Ecrivons^i(f, T) = (djdt) g(t, T) pour a < x < t < b et gx(t, T) = 0 pour a < t <; 
g T < b. 

Il résulte aisément de (a), (c) que 

(3) gx est mesurable sur (a, b) x (a, b). 

En outre, on déduit de (c), (d) que 

(4) #i(., T) est continue sur (T, b) pour tout a < x < b, 

(5) 0i(f, •) est intégrable sur (a, t) pour tout a < t < b, 

(6) t -> I ^(f, T) dT, a < f < fc, est continue sur (a, b). 

Maintenant, soient a < a < /? < b. On obtient sans peine de (d) qu'il existe une 
fonction (px e R+ -> R intégrable sur (a, b) telle que, pour tout a < t < p et a < 
< T < b, 

|Mr,T)||si9i(T). 

Par conséquent, en vertu de (3), 

(7) 0! est intégrable sur (a, /?) x (a, b). 

Le théorème de Fubini est donc applicable. On en déduit, compte tenu de (4) —(6) 
et de (b), que 

f ( rgi(t, x) dx\ àt = J ( j g,(t, x) âx\ ât = f ( f 9l(t, x) dt\ dT = 

= J ( I 9i(t, T) d A dT + f ( j g,(t, x) d A dT + | [g(0, x) - g(a, T ) ] dT + 

+ f W> T) - *KT> T)l dT = f 9(P> T) dT - f #(*> T) dT - f 9(*> T) dT > 
J a J a J a J et 

d'où 

f ( f ' Jt ̂  T) d T) dt ~ G^ ~ GW ~ f 0(T' T) dT 

ce qui, avec (6), implique notre énoncé. 

1,8. Proposition. Soient Ae£.+(E), A un intervalle ouvert et feA-*E. Si 
l'opérateur A est fermé, la fonction f est intégrable sur A,f(t) e X»(̂ 4) pour presque 
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tout t e A et la fonction Af est intégrable sur A, alors 

(1) (f(r)àre^(A), 

(2) AÏ f(r)àT=[ Af{x)dz. 
J A J A 

1.9. Proposition. Soient A, A et f comme dans 1,8. Si l'opérateur A est fermé, la 
fonction f est dérivable sur A, f(t) e *&(A) pour tout t e A et Af est dérivable 
sur A, alors 

(1) f'(t)eT)(A) pour tout te A, 

(2) (Af)' (t) = Af'(t) pour tout te A. 

Pour les preuves de 1,8 et 1,9, voir [1] chap. III. 

2. PROBLÈMES DE CAUCHY 

2.1. Soient A e fi+(F), u e R+ -> E. On dit que la fonction u est une propagation 
de l'évolution parabolique pour l'opérateur A si 

(I) u est dérivable sur R+, 

(II) w(0+) existe, 

(III) u(t) e T)(A) pour tout t e R+, 

(IV) u'(t) + A u(t) = 0 pour tout t e R+. 

La propagation u telle que w(0+) = 0 s'appelle déviation. 

2.2. Soit A e 2+(E). L'opérateur A s'appelle paraboliquement exact si toute dé
viation u de l'évolution parabolique pour A est identiquement nulle. 

2.3. Soit A e £+(F). L'opérateur A s'appelle paraboliquement correct s'il existe 
un sous-ensemble linéaire Z £ E et deux constantes M, coe R tels que 

(I) Z 2 D(A), 

(II) pour tout x e Z, il existe une propagation u de l'évolution parabolique pour A 
telle que 

(1) «(0+) = x , 

(2) ||«(0|| ^ Me-||x|| , 

quel que soit teR+. 
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2.4. Soient A e £+(£), ue R+ -> E. On dit que la fonction u est une propagation 
de l'évolution hyperbolique pour l'opérateur A si 

**» 
(I) u est deux fois dérivable sur R+, 

(II) w(0+), u'(0+) existent, 

(III) u(t) e D(A) pour tout t e R+, 

(IV) u"(t) + A u(t) = 0 pour tout teR+. 

La propagation M telle que w'(0+) = 0 [M(0+) = 0] s'appelle propagation cosinus 
[desinus]. 

La propagation telle que w(0+) = u'(0+) = 0 s'appelle déviation. 

2.5. Soit A e fî+(F). L'opérateur A s'appelle hyperboliquement exact si toute 
déviation u de l'évolution hyperbolique pour A est identiquement nulle. 

2.6. Soit A e £+(E). L'opérateur A s'appelle hyperboliquement cosinus [desinus] 
correct s'il existe un sous-ensemble linéaire Z g £ e t deux constantes M, co e R tels 
que 

(1) 2 2 V(A), 

(II) pour tout x e Z, il existe une propagation cosinus [desinus] de l'évolution hyper
bolique pour A telle que 

(1) ii(0+) = x [«'(0+) = x] , 

(2) KOI = Me<°<\\x\\ [KOI = Mte»<\\x\\] , 

quel que soit t e R+. 

2.7. Proposition. Soient A e fi+(F), ve R+ -> E. Si l'opérateur A est fermé et u 
est une propagation cosinus de l'évolution hyperbolique pour A, alors la fonction 

[•] t -* и(í) = v(т) dт , teR+, 

est une propagation desinus de révolution hyperbolique pour A telle que 

(1) M'(0+) = r(0+). 

La preuve est simple. 

2,8. Proposition. Soient A e 2+(E), v e R+ -» E. Si v est une propagation desinus 
de l'évolution hyperbolique pour A, alors la fonction 

[*] t -> u(t) = — — f°°ae-a2/4f v(a) da , t e R+ , 
2tyjnt Jo 
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est une propagation de l'évolution parabolique pour A telle que 

[1] u(0+) = i / (0 + ) . 

La preuve est un peu difficile et sera publiée ailleurs. 

2.9. Théorème. Soit A e 2+(É). Si l'opérateur A est hyperboliquement cosinus 
correct, il est aussi desinus correct. 

La preuve s'ensuit de 2,7. 

2.10. ProposiiÎ3n. Il existe un espace de Banach E et un opérateur Ae2+(E) 
tels que A est hyperboliquement desinus, mais non cosinus correct. 

Preuve. On prend pour E l'espace C(R3) des fonctions bornées, uniformément 
continues de R3 -» R avec la norme usuelle — supremum. Soit A l'opérateur laplacien 
au sens des distributions. On prend pour A la restriction de A dans C(R3). 

Maintenant, on démontre aisément noire énoncé en se servant de la formule 
classique de Kirchhoff. 

2.11. Théorème. Soit Ae2+(É). Si l'opérateur A est hyperboliquement desinus 
correct, il est aussi paraboliquement correct. 

La preuve est fondée sur 2,8. 

2.12. Proposition. Il existe un espace de Banach E et un opérateur A e 2+(E) 
tels que A est paraboliquement, mais non hyperboliquement desinus correct. 

Preuve. On prend E = C(R), espace analogue à C(R3) dans 2,10. Soit D l'opéra
teur de dérivation au sens des distributions. On prend pour A la restriction de D 
dans C(R). 

3. PERTURBATIONS NUMÉRIQUES DANS LE CAS PARABOLIQUE 

3.1. Proposition. Soient A e 2+(E), c e R et w e R+ -+ E. Si la fonction w est une 
propagation de l'évolution parabolique pour A, alors la fonction 

[*] '->"(') = e~ctw(t), teR+ , 

est une propagation de l'évolution parabolique pour A + cl telle que 

(1) M(0+) = w(0+) . 

La preuve est triviale. 

3.2. Théorème. Soient A e 2+(É) et ce R. Si l'opérateur A est paraboliquement 
exact, alors l'opérateur A + cl est aussi paraboliquement exact. 

La preuve résulte sans peine de 3,1. 
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3,3. Théorème. Soient A e £+(.E) et ce R. Si Vopérateur A est paraboliquement 
correct, alors A + cl est aussi paraboliquement correct. 

La preuve s'ensuit de 3,1 et 3,2. 

4. PERTURBATIONS NUMÉRIQUES DANS LE CAS HYPERBOLIQUE 

4,1. Ecrivons pour £ e R*: 
OO z2fc+l 

(0 ' ^ =L^T k=o22k+1k\(k + 1)! 

(2)' *•<«=! i^W 
t;2* r* ** m v (2fe + 2) e 

( 3 ) M^"'tg,2"(fc+l)l(fc + 2 ) |-

4,2. Lemme. Les fonctions Il9 Ki, Li sont indéfiniment dérivables sur R+ et, pour 
tout ÇeR, 

(1) ЄЩ) + «ад-(«2 + i)- i ( í ) - 0 , 

(2) Kqí) = Ш, 

(3) ÍM^) = 4KІ(0. 

4,3. Lemme. On a 

(0 Kt(0) = M l ( 0 ) = 1 , 

(2) 

K'i(й) 

XІ(O) = MІ(O) = O, 

: - > 0 ) . 
w ^ 4 - 6 

4.4. Lemme. Pour rouf £ e .R, 

(1) Mt)\*eM, |-K:x(0| SS «,*1 - | M ^ ) | = d«l, 

(2) |Xi(cï)| < |€| el<>, |Mi(«)| < |£| e"1 • 

4.5. Lemme. Pour tout 0<*<tetc>0 

(1) 1 T X,(C V(/2 - *')) = - Tt M.(C V(f2 - T2)) 
df 4 
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Preuve. Nous avons d'après 4,2 

- xKAc J(t2 - x2)) = CTf , K'Ac J(t2 - x2)) = c2xt K'i(c J(*2 ~ *2)} = 
àt V NV " J(t2-x2) 1V VV )} C V V 2 ~ T 2 ) 

= ic 2 TrM l (cV ( t 2 - t 2 ) ) . 

4,6. Lemme. Pour tout 0<x<tetc>0 

d 
(1) ^ T K l ( c V ( t 2 - T 2 ) ) 

I at 

(2) | ^ T X , ( c V ( t 2 - T 2 ) ) 

Preuve. Il suffit de se servir de 4,5 et 4,4. 

< — xtec 

4 

< í l {c2t2 + A ecлr>-t>, 
~ 4 

4,7. Lemme. Pour tout 0<x<tetc>0 

(1) ± T Kt(c J(t2 - x2)) = K,(c J(t2 - x2)) - C- T2 M-(c v/(t2 - T?)) 
dT 4 

Preuve. On utilise 4,2(3). 

4,8. Lemme. Pour tout 0<t<tetc>0 

0) 

(2) 

dт 

d2 

dт 

' - . ^ ( c V ^ - т 2 ) ) 

т ^ c V O ^ - т 2 ) ) 

Š Л + £ ! î ! ) ^ ( . w ) > 

c2т, 
< — ( З + c V W 
~ 4 v ' 

Preuve. On calcule directment les dérivées en question et on se sert de 4,4. 

4,9. Lemme. Pour tout 0<x<tetc>0 

0) 
d.2 v(t2 - *2) 

d2 

i/yC^Ѓ-X2))^ 

£ - h(c J(t2 - T2)) + c2 - ^ - j - /-(c N/(t2 - r2)). 

(2) £ T K-(C V(t2 " T2)) = £ T X,(C N/(t2 - T2)) + C2T Kt(C J(t2 - T2)) . 
Qt dT 

Preuve. L'identité (1) résulte aisément de 4,2(1) par un calcul direct, l'identité 
(2) est une conséquence de (l) et 4,2(2). 
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4,10. Proposition. Soient Ae£+(Ë), c > 0 et we R + -> E. Si l'opérateur A est 
fermé et w est une propagation desinus de l'évolution hyperbolique pour A, alors 
la fonction * 

[•] f - v(t) = w(t) + c f ' / 7,(c sl(t
2 - c2)) W(T) dT , teR\ 

JoV(t -T 2 ) 

csf une propagation desinus de révolution hyperbolique pour A — c2I telle que 

(1) t/(0+) = w'(0+). 

Preuve. Tout d'abord, il résulte de 4,2(2) que, pour tout t e R+, 

(3) • v(t) = w(f) + £ f 'T K.(C V(t2 - T2)) W(T) dT . 
2 Jo 

En vertu de 4,2 — 4,5, nous sommes à même d'utiliser la propostion 1,7 et nous en 
déduisons, pour tout a ^ O 

(4) f 'тK.(c v /( í2-т 2 ))w(т)dг 

est deux fois dérivable sur (a, oo), 

(5) A f'T K.(C V(t2 " T2)) W(T) dT = f 1 [T K.(C V(t2 - T2))] W(T) dT + f w(f) 
d t j„ J„df 

c2 Í" 
— í I т M.(c J(t2 - т)) w(т) dт + t w(t) , 
4 J„ 

(6) ^ J o ' т / C , ( c v / ( í 2 -т 2 ) ) w ( т ) d т = 

= f - [- tX Af .(C N/(f2 - T2))l W(T) dT + - f2 W(t) + W(t) + f W'(t) = 

= f f2 [T X,(C v/(f2 - c2))] W(T) dt + t-12 w(t) + w(f) + t w'(t) 
Jadt2 4 

pour tout t > a. 

Il s'ensuit de (4)—(6) et de 4,6 que 

(7) ± f \ Kl(c J(t2 _ T2)) W(T) dt - 0 , " (ï -> 0+) , 
dt Jo 

(8) £ f'T K.(C v/(t
2 - t2)) W(T) dT - 0 , (f -> 0+) , 

dt Jo 
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(9) - f f T K i (C V(<2 - T2)) W(T) dT - A j " t X . (c V(t2 - T2)) W(T) dT , 
dt J« àt J 0 

(0 < a < t, a -> 0+) , 

(10) g f 'T K . ( C V(t2 - T2)) W(T) dT - ^ [ T K,(C N/(t2 - T2)) W(T) dT , 

(0 < a < t, a -» 0+) 

En outre, on obtient de (4), (6) et 4,9(2), pour tout 0 < a < f, 

(11) £ j \ K,(C v/(t2 - T2)) W(;) dT = | [ ^ T ̂  ^ " ^^ ^ ^ + 

PT K,(C V(t2 - T2)) W(T) dT + - t2 W(t) + W(t) + t W'(t) . 
Ja ^ 

+ C 

Maintenant, en intégrant par parties, on obtient en vertu de 4,8, 4,7 et 4,3, pour 
tout 0 < a < f, 

(12) J'^TK1(cV(t2-T2))]M<T)dT = 

= j " [ A Kl(c V(t2 - T2)) - £ 1 T2 MX{C v/(t2 - T2))] W(T) dT = 

= - P ÏK^C N/(t2 - T2)) - £ T2 M,(C V(t2 - T2))] W'(T) dT + w(f) -

- - t2 w(t) - KAc %/(t2 - a2)) w(a) + - a2 M,(c V(t2 - a2)) w(a) = 
4 4 

= - P TA T K,(C ,/(t2 - T2))l W'(T) dT + W(t) - ^ t 2
 W(t) -

- Kt(c V(t2 - *2)) w(a) + - a2 M,(c V(t2 - a2)) w(a) = 
4 

= ("T K,(C V(t2 - T2)) W(T) dT - f w'(t) + a K,(c V(t2 - a2)) w'(a) + 

+ HJ,) - ^t2>v(t)-K l(cV(^2-a2))w(a) + -a2M1(cV02-a2))vv(a). 
4 ' ' 4 

Nous savons que, cfr. 2,4 et 1,5, 

(13) w" est intégrable sur tout intervalle (a, fr), 0 < a < b , 

(14) w"(f) = - A w(t) pour tout f e R+. 
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Rappelons encore que l'opérateur A est supposé fermé. Il résulte donc de (13) 
et (14) à l'aide de 1,8 que, pour tout 0 < a < f, 

.*> 

(15) f T K](C V(f2 - T2)) W(T) dT 6 Î>(A) , 

(16) A TT K,(C V(t2 - T2)) W(T) dT = TT K,(C N/(t2 - T2)) A W(T) dT . 
J a J a 

II résulte de (11), (12), (14) et (16) que, pour tout 0 < a < t, 

(17) ^fTX1(cx/(.2-T2))w(T)dT = 

= A |"T K .(C V(f2 - T2)) W(T) dT + c2 ("T Ky{c v/(t2 - T2)) W(T) dT + 2w(f) + 
J a J a 

+ a K,(c V(^2 - *2)) w'(a) - K,(c V(t2 - a2)) w(a) + 

+ ^ a 2 M 1 ( c V ( t 2 - T 2 ) ) w ( a ) . 

Si l'on fait tendre a ~> 0+ dans (10) et (17), on en obtient à l'aide de 4,3 pour 
tout teR + : 

(18) T T Kt(c y/(t2 - T2)) W(T) dT G D(A) , 

(19) £ f W ^ c V ^ - T ^ W ^ d T ^ 
M Jo 

-= - A f TKt(CyJ(t2-T2))w(T)dT + C2 f TK1(cs/(r2-T2))w(T)dT + 2vv(t). 
Jo Jo 

Maintenant, nous sommes à même d'achever la preuve. 

Il résulte de (3) et (7) que 

(20) t<0+) = 0 . t>'(0+) = w'(0+), 

En outre, d'après (3) et (4): 

(21) v est deux fois dérivable sur R+, 

d'après (3) et (18): 

(22) v(t) G D(A) pour tout t e R+ 

et d'après (3) et (19): 
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(23) v"(t) + A v(t) - c2 v(t) = 0 pour tout t e R+. 

Alors, (20) —(23) impliquent l'énoncé de la proposition. 

4,11. Ecrivons pour Ce R 

oo z2fc 

(1) -otø = ľ ^ 
fc=0 22*(k!)2 

4.12. Lemme. On a Io(0) = 1, 

4.13. Lemme. La fonction I0 est indéfiniment dérivable sur R et 

(1) I0=I1-

4.14. Lemme. Pour tout Ç e R+, 

(0 lIofôi = *KI • 

4.15. Proposition. Soient Ae£+(F), c > 0 et w e R+ -+ F. Si l'opérateur A est 
fermé et w *>sf une propagation cosinus de l'évolution hyperbolique pour A, alors 
la fonction 

[ • ] r - v(r) = T I0(c V ' ( ' 2 - t2)) W(T) dT , teR+ , 

esr une propagation desinus de révolution hyperbolique pour A — c2I telle que 

(1) t/(0+) = w(0+). 

Preuve. Soit, pour t e R+ , 

[ . . ] V(t) = £w(a ) d<r + c £ _ / ,(c V(.2 - t2)) J V ) <-* * ІT . 

Il résulte de 4,10 et 2,7 que v est une propagation desinus de l'évolution hyperbolique 
pour A — c2I telle que vf(0+) -= w(0). 

La formule [*] s'obtient de [**] par intégration par parties en vertu de 4,12 — 4,14. 

4,16. Proposition. Soient A e £+(E), c > 0 et w e R+ -• E. Si Vopérateur A est 
fermé et w est une propagation cosinus de révolution hyperbolique pour A, alors la 
fonction 

[*] t - u(t) = w(t) + ct[ * 2. h(c V(*2 - r2)) W(T) dT , t e R+ , 
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est une propagation cosinus de révolution hyperbolique pour A — c2I telle que 

(1) ^ u(0+) = w(0+). 

Preuve. Ecrivons, pour t e R+
9 

(2) t<0=r/o(cV('2-*2)Mt)dr. 
Jo 

D'après 4,15 

(3) v est une propagation desinus pour A — c2I telle que 

(4) t/(0+) = w(0+) . 

Nous allons démontrer que 

(5) v est trois fois dérivable sur R+ , 

(6) v"(0+) = 0 . 

Il résulte de 1,7 à l'aide 4,12 — 4,14 et 4,2 — 4,4 que (5) est valable et que: 

(7) v'(t) = et f ' I,oiC.ff~2\
2)) W(T) dT + W(t) = 

Jo V(' - T ) 

= ^r/C1(CV( t2-T2))w(T)dT + W(0, 
2 Jo 

(8) v"(t) = C^j'K1(c^-^))W(r)d,+ 

+ 7*2 \'K'l{CJf~P<^ + T ' w ( ' ) + W'W = 
2 Jo # - 1 ) 2 

= ^Jx i(CV( t2-T2))w(T)dT + 

f M.(c V(t2 " t2)) W(T) dT + - f w(r) + W'(t) 
Jo 2 

c4
 2 " 

+ — Í2 

pour tout teR+
9 

n3 ft iff 

(9) w-(í) = 1 1 ľ
 ;(C ^(<2 ~ T2)) w(т) dт + ţ W(t) + 2 Jo. V(ť - т ) 2 

+ £ í f M.(c VO2 - ^2)) 4*) d т + 7 <2 í' M;(C./(t2~2\
2)) w(т) dт + 

4 Jo . 8 Jo CyJ(t - т z ) 

+ ~ ť 2 40 + ү 40 + ү ť w(t) + w(0 

pour tout fe/?+. 
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Il est clair que (7) —(9) impliquent (6) en vertu de 4,2 — 4,4. 

Nous avons d'après (3): 

(10) v(t) e D(A) pour tout teR+ 9 

(11) v"(t) + A v(t) - c2 v(t) = 0 pour tout t e R+ . 

Alors on obtient aisément de (10), ( i l ) , (5) et de 1,9, vu que A est fermé, 

(12) v'(t)eT)(A) pour tout teR+y 

(13) v'"(t) + A v'(t) + c2 v'(t) = 0 pour tout t e R+ . 

En outre, on voit de (7) que 

(14) i>' = u . 

Ceci étant, notre énoncé s'ensuit de (14), (12), (13) et (4), (6). 

4,17. Ecrivons pour Ce R + : 

oo / i \fc c2fc + l 

(l) J-w-.i.2-:-«(l+.).-
oc / i\k z2k 

k = o 2 Kk\ (k + 1) 

(-\\k£2k 

(3) AT,(€) -= I ( *' * 
k=<,22*(fc + l)!(fc + 2)! 

4,18—4,24. Lemmes. Ces lemmes sont des parallèles des lemmes 4,2 — 4,8 si Von 
y remplace Il9Kl9 Ai^ par Jl9 Ll9Nt resp., avec certains changements des signes. 
Leur formulation précise et leur vérification sera laissée au lecteur. 

4.25. Lemme analogue à 4,9, où Von écrit Ju Lt au lieu de Il9 Kt et —c2 au 
lieu de +c 2 . 

Remarque . On peut trouver des estimations plus fines pour la croissance des 
fonctions Jl9 Ll9 Nt que celles des lemmes 4,4, 4,6 et 4,8. 

4.26. Proposition. Soient Ae£,+(È)9 c > 0 et w e R+ -> E. Si l'opérateur A est 
fermé et w est une propagation desinus de révolution hyperbolique pour A, alors 
la fonction 

[.] t - v(t) - W(t) - c P T Jt(c V(t2 - t2)) W(T) d t , t 6 R+ , 
Jo VA' ~ T ) 
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est une propagation desinus de l'évolution hyperbolique pour A + c2I telle que 

(1) ^ t/(0+) = w'(0+). 

4,27. Ecrivons pour £ e R 
00 (~\\kt2k 

(,) '«'.liw' 
4,28.-4,30. Lemmes analogues à 4,12 — 4,14. 

4.31. Proposition. Soient A e £+(F), c > 0 et w e R+ -> E. Si l'opérateur A est 
fermé et w est une propagation cosinus de l'évolution hyperbololique pour A, alors 
la fonction 

[*] , _* v(t) = f 'j0(c J(t2- T2)) W(T) dT , t e R+ , 
Jo 

esf une propagation desinus de révolution hyperbolique pour A + c2I telle que 

(1) v'(0+) = w(0+). 

4.32. Proposition. Soient A e £+(E), c > 0 et w e R+ -• E. Si l'opérateur A est 
fermé et w est une propagation cosinus de l'évolution hyperbolique pour A, alors 
la fonction 

[*] t -> U(t) = w(t) - Ct f l J,(C V(*2 - T2)) W(T) dT , t € R+ , 
Jo VV* — T j 

est une propagation cosinus de l'évolution hyperbolique pour A + c2I telle que 

(1) H(0+) = W(0 + ) . 

Les preuves des propositions 4,26, 4,31 et 4,32 peuvent être construites à l'instar 
des preuves de 4,10, 4,14 et 4,15 sous l'usage des lemmes 4,18-4,25 et 4,28-4,30. 

4.33. Lemme. Soit <p e R+ -> R. Si la fonction cp est non-négative, continue sur R+, 
intégrable sur (0, 1) et qu'il existe deux constantes non-négatives K, x telles que, 
quel que soit te R+, 

(1) cp(i) = Kext[q>(T)ÛT, 
Jo 

alors q>(t) == 0 pour tout teR+. 

Preuve. Il résulte de (1) que, pour tout t e R+ 

— Kext f ^ ( T ) dt = Kxext f V(T) dT + Kext cp(t) = (x + Kext) Kext f V(T) dT 
dt Jo Jo Jo 
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ce qui implique, quel que soit e > 0, 

(2) — Kext !'(p(z) dT = (x + Ke*') (a + Kex' ['</>(-) dT^ 

On trouve aisément de (2) que, pour tout t e R+ et e > 0, 

d Tlg/Wxe*' r^dtY! = x + Ke"' 
d( 

ce qui entraîne 

lg (e + Ke*' j <p(x) dT J - lg 6 g xt + K f exl dx , 

d'où 

(3) e + Ke*' J Ç(T) dT ^ 6 exp ïxt + K | e*T dr j . 

Comme e > 0 est arbitraire, on obtient de (3) pour tout t e K + 

Ke*' Ç(T) dx ^ 0 

d'où, en vertu de (1), 
<p(t) g 0 

ce qui, vu la non-négativité de cp implique notre énoncé. 

4,34. Théorème de l'exactitude. Soient A e £>+(È) et c > 0. Si [opérateur A est 
fermé et hyperboliquement exact, alors les opérateurs A — c2I et A + c2I sont 
aussi hyperboliquement exacts. 

Preuve. Considérons d'abord l'opérateui A + c2I. 

Soit donc w une déviation de l'évolution hyperbolique pour A + c2L 

Posons maintenant pour t e K+ 

(1) t<0=Plo(cV(<2-<>M*)dT. 
Jo 

Il résulte sans peine de 3,15 que v est une déviation de l'évolution hyperbolique 
pour A ce qui entraîne, compte tenu du fait que A est exact, pour tout t e R+, 

(2) r/0(CV(t2-T2))W(T)dT = 0. 
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Il résulte de 4,2-4,4 et de 4,12-4,14 que 1,7 est applicable à (2). On en obtient 
sans psine que, pour tout t e R+, 

iT'/o(cV02-^))H-(T)dT = 
°t J0 

Jo y/(r - T 2 ) 

c2 r 
= - . /C,(C V( . 2 - T2)) W(T) dT + tv(f) = 0 

2 Jo 

d'où en vertu de 4,4 

IKOI = £ t I f «.(c V('2 ~ r2)) W(T) dJ <i £ te" f'||W(T)| dT ï 
^ IIJo I ^ Jo 

â-e ( c + 1> rr |w(T)|dT 
2 Jo 

ce qui entraîne, à l'aide du lemme 4,33, que ||w(f)|| = 0 pour tout t e R+. 

La preuve du premier cas est donc complète. 
Pour l'opérateur AL — c2/, on remplace /0 par J0 dans (1) et en utilisant un raison

nement analogue à celui de ci-dessus, on se sert de la propostion 4,31 au lieu de 4,15 
et des lemmes correspondants pour J0, JULV. 

4,35. Théorème de la correction. Soit A e £+(F) et c > 0. Si l'opérateur A est 
fermé et cosinus [desinus] correct, alors les opérateurs A -f- c2I et A — c2I sont 
aussi cosinus [desinus] corrects. 

Preuve. La correction cosinus [desinus] de A — c2I résulte sans peine de la pro
position 4,16 [4,10] et du lemme 4,4. Dans le cas de A -f c2/, on se sert de 4,32 
[4,26] et du lemme 4,20. 

5. EXEMPLES 

5,1. Soit C(R) = C(Rl) l'espace des fonctions bornées et uniformément continues 
x e R -> R avec la norme |x|| = sup |x(£)|. 

<?eR 

Définissons l'opérateur Ate2+(C(R)) comme suit: xet>(A{) si et seulement si 
x e C(R) et la seconde dérivée D2 au sens des distributions appartient aussi à C(R), 
puis on pose Atx = D2x. 

On vérifie aisément que 

(1) Av est fermé. 

422 



Maintenant, soit x e £(.4.) et posons pour t e R+, Ç e R 

(2) w(f)(£) = i|>(£ + t) + x(i-t)]. 

Il est manifeste que 

(3) w est une propagation cosinus de l'évolution hyperbolique pour —A! telle que 
w(0+) = x. 

Soit c > 0. 
Définissons maintenant pour x e D(-4i), t e R+, Ç e R 

(4) u(t) «I) = l[x(ï + r) + x(Ç - 0] + ; • P + ' f ' ( C i f ~,f ~Ï)] *to) d " 
2 Ji-t V(' - ( 5 - ? ) ) 

(5) Kt) (0 = \ r'lo(c V('2 - (f - »)2)) *b) àr, • 
1 J$-t 

En vertu de (2), on peur écrire (4) et (5) sous la forme: 

(6) «(,) (i) = W(t) (i) + et P It(cff ~2\
2)) w(r) ({) dT , 

J o V(t ~ T ) 

(7) t,(0(O = |o 'Io(cV02--2))wW(O^> 

ou sous la forme équivalente: 

(8) «(r) = W(t) + ctr
 / l f c ^ f ~2f

)} W(T) dT , 
Jo V(' - T ) 

(9) <0=|V o(cV( t 2-T 2))w(T)dT. 

Les formules (6), (7) se vérifient par substitutions simples. 
Donc, les propositions 4,16 et 4,15 impliquent, en vertu de (l), (3), (8) et (9) que 

(10) u [v] est une propagation cosinus [desinus] de l'évolution hyperbolique 
pour —A! —c2/ telle que w(0+) -= x [^'(0+) = x]. 

Il est simple de démontrer que 

(11) l'opérateur — At est hyperboliquement cosinus correct. 

Par conséquent, le théorème 4,35 entraîne que 

(12) l'opérateur —Ax —c2î est aussi hyperboliquement cosinus correct. 

Les résultats analogues s'obtienent aussi pour l'opérateur — Jx 4- c2L 
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5,2. Soit C(R3) l'espace des fonctions bornées et uniformément continues x e 
eR3 -> R, avec la norme |jxjl = sup |x(£)|. 

SeR3 

.# 
Définissons 1' opérateur A3 e fi+(C(R3)) comme suit: x e T)(A3) si et seulement si 

x £ C(R3) et la distribution D\x + D\x + D3X appartient à C(K3); puis on pose 
A3x = D\x + D2X + D3x. 

On vérifie aisément que 

(1) A3 est fermé. 

Maintenant, soit x e X>(A3) et posons pour et t e R+ et Ç e R3 

(2) w(f) (£) = - ! iï x(Ç + tcj)d<T. - ŕ íf *(í 

4 7 1JJ 11-11=1 
C'est le fait classique que 

(3) w est une propagation desinus de révolution hyperbolique pour —A3 telle que 
w'(0+) = x. 

Soit c > 0. 

Définissons maintenant pour x e T(A3), t e R + et l; e R3 

+ (4) KO (0 = T" ff xtf + ta)da 
4 »JJ|MI-i 

+ r ^ CCI* - ^ ï r 1 ^ 'i(c ^/('2~1« - 'la» *Md" • 
4 « JJJll«--ys»V(* - |K —- *f||2) 

En vertu de (2), on peut écrire (4) sous la forme: 
(5) V(t) ({) = W(r) («) + C f' — T I - _ 1,(0 v/(l2 " T2)) W(T) (É) dT 

Jo VC ~ T ) 

ou sous la forme équivalente: 

(6) v(t) = W(t) + c P T J.(c V(t2 - r2)) W(T) dr . 
Jo \Jv ~ T j 

Pour vérifier (5), rappelons d'abord que, quel que soit (p e C(/l3) et r 6 R+ 

f (p(rj) drj = M <p(w) dcr dT . 

IMI.gr 3 Jo JJ ||<r|| = l 
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En vertu de cette formule, nous obtenons pour t e R + : 

f „ / 2McJ(*-r2))**)(t)dr = 
Jo VU ~ x) 

- [ /{t2
T

 2x'-(*V('2 - ^ ) ) f iï *(« + ™)A°A* = 
Jo V(> " * ) 4TT J J | M | = 1 

= A (ïï / J V ^ '^ vO2 - If - « *to du 
4^2 JJJu,-«„^rV(r - lh - * ! ) 

car T = ||(£ + w) - f I = \\n - Ç\\. 

Donc, la proposition 4,10 implique en vertu de (l), (3) et (6) que 

(7) v est une propagation desinus de l'évolution hyperbolique pour — A3 — c2I 
telle que v'(0+) = x. 

Il est possible de démontrer que 

(8) l'opérateur — A3 est hyperboliquement desinus correct. 

Par conséquent, le théorème 4,35 implique que 

(9) l'opérateur — A3 — c2I est aussi hyperboliquement desinus correct. 

Les résultats analogues s'obtiennent aussi pour l'opérateur — A3 +c 2 / . 

Remarque . Les formules 5,1(4), (5) et 5,2(4) sont classiques. On les déduit par 
diverses méthodes. Dans [2], on utilise systématiquement la méthode, „de descente*' 
(§ 185 et 188), dans [3] en outre la méthode de l'intégrale de Fourier. Dans le présent 
article, ce sont des conséquences simples des formules abstraites générales cfr. 
4,16 [*], 4,15 [*] e t4,10[*] . 
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