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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 96 (1971), Praha

PERTURBATION NUMERIQUES
DES EVOLUTIONS PARABOLIQUE ET HYPERBOLIQUE

MirosLAV Sova, Praha
(Regu le 23 avril 1970)

On considére le probléme suivant d’évolution abstraite.

Soit donné une solution w de I’équation abstraite:
(A) w(t) + Aw(t) =0, ou
(B) w'(t) + Aw(t) =0

ou A est un opérateur, en général non-borné, dans un espace de Banach E.

Il s’agit de construire une solution u de I’équation perturbée:
(A) w(t) + Au(t) + cu(f) =0, créel,
(B) u'(t) + Au(t) £ Fu(t)=0, ¢>0,
a partir de la solution donnée w de I’équation non-perturbée (A), (B), les valeurs
initiales restant les mémes.

Le probléme est trivial pour (A), (A’) — cfr. la section 3 — mais assez compliqué
pour (B), (B’) — cfr. la section 4.

Les sections 1 et 2 sont préparatoires, la section 5 contient des cas spéciaux de la

théorie générale qui sont connus de la théorie classique des équations aux dérivées
partielles.

1. PRELIMINAIRES

1,1. Dans tout larticle, soit

(1) R le corps des nombres réels,
(2) R* I'ensemble des nombres positifs,

(3) E, E;, E,, ... des espaces de Banach quelconques.
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1,2. Soit E un espace de Banach. On désignera par

(1) 2*(E) I'ensemble des opérateurs linéaires (4, B, ...) dont les domaines (D(A),
D(B), ...) sont des sous-ensembles non-vides de E et dont les valeurs (R(4),
R(B), ...) demeurent dans E,

(2) £(E) 'espace de Banach de tous les opérateurs de £¥(E), partout définis et
continus, avec la norme usuelle.

1,3. On désignera par I I'opérateur identique de £(E). Les multiples af, a € R,
seront appelés opérateurs numériques de £(E).

1,4. Si M,, M, sont des ensembles quelconques, on désignera par M, - M,
I'ensemble de toutes les transformations (fonctions) de M, dans M,.

1,5. On utilisera la théorie de I'intégration des fonctions vectorielles au sens de
Bochner-Lebesgue.

1,6. Dans ce qui suit, on admet seulement la dérivabilité continue. Donc, le mot
dérivable signifie toujours continiment dérivable.

1,7. Proposition. Soient a,be R, a < b, ge(a, b) x (a, b) > E. Si

(a) la fonction g est continue sur I'ensemble {(t,7):a <1 < t < b}etg(t,7) =0
poura <t <7t<bhb,

(b) les fonctions g(t, .) sont intégrables sur (a, t) pour tout a < t < b,

(c) les fonctions g(., ) sont continiment dérivables sur (1, b) pour tout a <
< 71<b,

(d) pour tout a <t < b, il existe un 6 >0 et une fonction ¢ €(a, b) - R,
intégrable sur (a, b), tels que

() }}§ 0.7 < o)

pourtouta < s <b,|s —t| < deta<t<s,

alors la fonction

[*] taG(t):J“g(t,t)dr, a<t<hb,

a

est contindiment dérivable sur (a, b) et

) G(1) = I'aﬁt g(t,7) dt + g(t, 1)

pour tout a <t < b.
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La preuve est fondée sur le théoréme de Fubini.

Ecrivons'gl(t, ) = (9ot) g(t, t)poura < t <t < betg,(t,7) = Opoura <t <
<t <b.

I résulte aisément de (a), (c) que
(3) g, est mesurable sur (a, b) x (a, b).
En outre, on déduit de (c), (d) que
(4) g4(., ) est continue sur (z, b) pour tout a < © < b,

(5) g4(t, .) est intégrable sur (a, t) pour tout a < t < b,

N t
(6) ¢ —>J‘gl(t, 1)dr, a < t < b, est continue sur (a, b).

Maintenant, soient a < « < f < b. On obtient sans peine de (d) qu’il existe une
fonction ¢, € R* — R intégrable sur (a, b) telle que, pour tout ¢ < t < f et a <
<t<b,

l9:(t, 9)]| < (o) -

Par conséquent, en vertu de (3),
(7) g4 est intégrable sur (a, f) x (a, b).

Le théoréme de Fubini est donc applicable. On en déduit, compte tenu de (4)—(6)
et de (b), que

J': (I:gn(t, 7) dr) dt = Jj (J:gl(t, 7) dr) dt = E( J.:g (1, 7) dt) dr =
- [[(Jlosera)ac+ [/ ([(os9ar)ar + [To66.9 - oo o5+

+f :[g(ﬂ, 9 - o(c 94 = | :y(ﬂ, ) de f:g(a, 9ar - [ :g(r, ) de,

d’ou

f” ([ 5o 9a) ot = 69 - o0 - ﬂg(r, 9 de

ce qui, avec (6), implique notre énoncé.

1,8. Proposition. Soient Ae £*(E), A un intervalle ouvert et fe A — E. Si
Popérateur A est fermé, la fonction f est intégrable sur A, f(t) € D(A) pour presque
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tout t € A et la fonction Af est intégrable sur A, alors
(1) J- f(x)dre D(4),
4
@) 4 f £() de = f Af(z)dr.
A 4

1.9. Proposition. Soient A, A et f comme dans 1,8. Si 'opérateur A est fermé, la
fonction f est dérivable sur A, f(t)e D(4) pour tout te A et Af est dérivable
sur A, alors

(1 f'(t)e D(A) pour tout teA,
(2 (Af) (1) = Af'(t) pour tout teA.

Pour les preuves de 1,8 et 1,9, voir [1] chap. IIL

2. PROBLEMES DE CAUCHY

2,1. Soient A € 2*(E), ue R* — E. On dit que la fonction u est une propagation
de I’évolution parabolique pour I'opérateur 4 si
(I) u est dérivable sur R*,
(IT) u(0.) existe,
(1) u(t) e D(A4) pour tout te R*,
(IV) u'(f) + A u(t) = O pour tout € R*.

La propagation u telle que (0, ) = 0 s’appelle déviation.

2,2. Soit A€ 2*(E). L’opérateur A s’appelle paraboliquement exact si toute dé-
viation u de I’évolution parabolique pour A4 est identiquement nulle.

2,3. Soit A € 2*(E). L’opérateur A s’appelle paraboliquement correct s’il existe
un sous-ensemble linéaire Z < E et deux constantes M, w € R tels que

(1) Z 2 D(A),

(IT) pour tout x € Z, il existe une propagation u de I’évolution parabolique pour A
telle que

(1) u(0,) = x,
@ [u)] = Me]x] .

quel que soit te R*.




2,4. Soient A € 8*(E), ue R* - E. On dit que la fonction u est une propagation
de I’évolution hyperbolique pour I'opérateur A si

(T) uest deux fois dérivable sur R*,
(1) u(0,), u’(0,) existent,
(1II) u(t) € D(A) pour tout te R,
(IV) u"(t) + Au(t) = 0 pour tout te R*.
La propagation u telle que u’(0,) = 0 [u(0,) = 0] s’appelle propagation cosinus

[desinus].
La propagation telle que u(0,) = u'(0,) = 0 s’appelle déviation.

2;5. Soit 4 € 2*(E). L'opérateur A s’appelle hyperboliquement exact si toute
déviation u de I’évolution hyperbolique pour A4 est identiquement nulle.

2,6. Soit A e *(E). L'opérateur A s’appelle hyperboliquement cosinus [desinus]
correct s’il existe un sous-ensemble linéaire Z < E et deux constantes M, w € R tels
que

(1) Z =2 D(4),

(I1) pour tout x € Z, il existe une propagation cosinus [desinus] de I’évolution hyper-
bolique pour A telle que

1) u(0.) = x [w(0,) = x].

) Ju@] = Me=|x] [u(r)] = Mre|x]

1.

quel que soit t€ R™.

2,7. Proposition. Soient A€ 2*(E), ve R* — E. Si I'opérateur A est fermé et u
est une propagation cosinus de I’évolution hyperbolique pour A, alors la fonction

[+] t—u(t) = J:v(r) dr, teR*,

est une propagation desinus de I’évolution hyperbolique pour A telle que

(1) u'(0,) = v(0,).

La preuve est simple.

2,8. Proposition. Soient A€ 2*(E), ve R*— E. Si v est une propagation desinus
de I’évolution hyperbolique pour A, alors la fonction

[*] t—u(t) = 5 \1/ t,[ P et v(x)da, teR™,
tynt Jo
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est une propagation de I'évolution parabolique pour A telle que

[1] u(0,) = v'(0,).

La preuve est un peu difficile et sera publiée ailleurs.

2,9. Théoréme. Soit Ae 8*(E). Si I'opérateur A est hyperboliquement cosinus
correct, il est aussi desinus correct.

La preuve s’ensuit de 2,7.

2,10. Proposition. Il existe un espace de Banach E et un opérateur A e 2*(E)
tels que A est hyperboliquement desinus, mais non cosinus correct.

Preuve. Oa prend pour E I'espace C(R?) des fonctions bornées, uniformément
continues de R® - R avec la norme usuelle — supremum. Soit 4 'opérateur laplacien
au sens des distributions. On prend pour A4 la restriction de 4 dans C(R?).

Maintenant, on démontre aisément notre énoncé en se servant de la formule
classique de Kirchhoff.

2,11. Théoréme. Soit A € L*(E). Si lopérateur A est hyperboliquement desinus
correct, il est aussi paraboliquement correct.

La preuve est fondés sur 2,8.

2,12. Proposition. 1] existe un espace de Banach E et un opérateur A e 2*(E)
tels que A est paraboliquement, mais non hyperboliquement desinus correct.

Preuve. On prend E = C(R), espace analogue & C(R?) dans 2,10. Soit D I’opéra-
teur de dérivation au sens des distributions. On prend pour A la restriction de D
dans C(R).

3. PERTURBATIONS NUMERIQUES DANS LE CAS PARABOLIQUE

3,1. Proposition. Soient A€ 2*(E), ce R et we R* — E. Si la fonction w est une
propagation de I’évolution parabolique pour A, alors la fonction

[*] t—>u(t)=e"w(t), teR*,
est une propagation de I’évolution parabolique pour A + cl telle que

(1) u(0,) = w(0,).

La preuve est triviale.

3,2. Théoréme. Soient A€ 2*(E) et c € R. Si 'opérateur A est paraboliquement
exact, alors 'opérateur A + cl est aussi paraboliquement exact.

La preuve résulte sans peine de 3,1.
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3,3. Théoréme. Soient A € 8*(E) et c € R. Si I'opérateur A est paraboliquement
correct, alors A + cl est aussi paraboliquement correct.

La preuve s’ensuit de 3,1 et 3,2.

4, PERTURBATIONS NUMERIQUES DANS LE CAS HYPERBOLIQUE

4,1. Ecrivons pour ¢ € R*:

5o
(1) 1,(¢) —kgo 220+ 1K1 (k + 1)1 ’
o0 62){

2 K,(¢)

=2 (k + 1)’
< (2k + 2) &*

(3) M) = >

K0 2%k + 1)1 (k + 2)!

4,2. Lemme. Les fonctions I, Ky, L, sont indéfiniment dérivables sur R* et, pour
tout £ € R,

(1 ) + L) — (2 + )18 =0,
) 3K (&) =1,(9),
©) EM (%) = 4K;(¢).-
4,3. Lemme. On a
(1) Ki(0) = M,(0) = 1,
) - Ki(0) = Mi(0) = 0,
3) 52-“—’»& Mﬁ—»% (£-0).

4,4. Lemme. Pour tout ¢ € R,

6] 1) < &4, [Ki(@)] < e, |My(¢)] < e,
@ |Ki(g)] £ Llek, M) < J¢] el

4,5. Lemme. Pour tout0 <t <tetc >0

i ot My(c /(£ — 7%)).

0 STk ) =S
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Preuve. Nous avons d’aprés 4,2

| Kile (" = ) = e (Kile (£ =) _

d
— 1K, (c J(1? - 7%)) =
d l(c ( )) ¢ \/(tz _ 12)

/( (2 — 1)
= }citt M,(c V(= 1)
4,6. Lemme. Pour tout0 <t <tetc>0

0 Ko - ) 3

'¢:te”‘/('2 )

2
(2) =< % (e + 1) eV

&K - )

Preuve. Il suffit de se servir de 4,5 et 4,4.

4,7. Lemme. Pour tout0 <t < tetc >0
2
(1) a‘f_rrx,(c V= ) = Kie (= ) = & 2 Mi(e (2 - 7).
Preuve. On utilise 4,2(3).

4,8. Lemme. Pour tout0 <t <tetc >0

2.2
é <1 + ('41.' ) ecJ(,z_,Z)’

Eokifey( - )| =

(1) IEdz e Ky(c /(1 — 1)

2
et (3 + 27 eV,

(2

Preuve. On calcule directment les dérivées en question et on se sert de 4,4.

4,9. Lemme. Pour tout0 <t <tetc>0
d? T
dr? (i - 1)

= -——Il(c (2 = 1)+

IL{cJ(* - %) =

1

NG )Iﬁﬂt-f»

2 5—2 tKy(cJ(* = 1) = — TKl(c /(2 — 12)) + K (e /(1* — 1?)).

Preuve. L’identité (1) résulte aisément de 4,2(1) par un calcul direct, I’identité
(2) est une conséquence de (1) et 4,2(2).
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4,10. Proposition. Soient A€ *(E), ¢ > 0 et we R* — E. Si I'opérateur A est
fermé et w est une propagation desinus de I’évolution hyperbolique pour A, alors
la fonction -

t .
[*] t—o(t) =w(t) + ¢ _2—1_2_ Ii(c J(* = #))w(r)dr, teR™,
o V(t* = %)

est une propagation desinus de I'"évolution hyperbolique pour A — ¢*I telle que
) v'(0,) = w'(0,).
Preuve. Tout d’abord, il résulte de 4.2(2) que, pour tout r € R,
cz t
3) - o(f) = w(t) + —2—J. K, (c (* = 1)) w(r) dr.
0 .

En vertu de 4,2 4,5, nous sommes 3 méme d’utiliser la propostion 1,7 et nous en
déduisons, pour tout a = 0

(4) Itr K,(c J(* = %) w(t) dx

est deux fois dérivable sur (a, ),
G) % J’:r Ky(e V(£ = %) w(r) dv = J: c% [t Ky(c /(£ - )] w(z) dr + t w(t) =

= ;_2 thr My(c J/(©* = ) w(r)dT + tw(1),

a

(6) ;;1722 ;T Ky(c J(* — %)) w(r) dr =
= J: dgt [sz t MI(C ;'/(12 —_ 12))} W(T) dr + %2 2 W(t) " W(t) + tw’(t) _

= J't aq;i TKl(C V/(tz - 52))] w(t) dr + _‘;tz W(t) + W(t) + tw’(l)

pour tout t > a.
11 s’ensuit de (4)—(6) et de 4,6 que

(7 ?id? J;r Ki(e J(1* = ) w(r)dt >0, (1>0,),

®) ;—it—z J; Ki(e (2 = D)) w(t)de = 0, (t-0,),
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o J Ko — @) ul) de > S j‘rxl(c J( = ) wle) de,

dt
O<a<t a—0,),

00) 35 [ eKitevie ~ )i ae = 5 [eKie e - @)y,
O<a<t, a—0,)

En outre, on obtient de (4), (6) et 4,9(2), pour tout 0 < « < t,

(1) :—; j Ky J( - ) w() de =I [&(% T Ki(e i1 - 12))] w(e) de +

a a

t

+ 2 J”t Ki(c J(* — ) w(r) dr + %42 2 w(t) + w(t) + tw(r).

Maintenant, en intégrant par parties, on obtient en vertu de 4,8, 4,7 et 4,3, pour
tout 0 <o < t,

(12) J [di; cKy(e J(7 - 12))] w(t) dr =

= [ xilene =) = § LMoyt = ) o e =

@

a

- [[[rtevie -2 - < My(e (0 - 12»] w() de + w(t) -

- %2 ? w(t) — Ky(c /(7 — o®)) w(a) + %43 o M(c (£? — a?)) w(x) =

[T e kile v = ) |wie) de + w(o) - & 2 wie) -
L& ;

a

— Kie VI = ) wlo) + S a7 (e (7 - o) ) =

J CKy(c J(? — ) win)de — tw(t) + a Ky(c J(IF — o)) wia) +

+ w(t) - %zzz w(t) — K (e J(2 = a2)) w(a) + C4—2a= M, (¢ (1= a?)) w(a)

Nous savons que, cfr. 2,4 et 1,5,
(13) w” est intégrable sur tout intervalle (a, b), 0 < a < b,

(14) w'(t) = —A w(t) pour tout te R*.
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Rappelons encore que 'opérateur A est supposé fermé. Il résulte donc de (13)
et (14) a I'aide de 1,8 que, pour tout 0 < o < 1,

-

(15) f e K)(c J(? — 1)) w(t) dv e D(A),

(16) Ajtr Ky(e J(* = ) w(r) dr = .rr K,(c J(* ~ ?) Aw(r)dz.
Il résulte de (11), (12), (14) et (16) que, pour tout 0 < a < ¢,
& 2~ ) w(r)dr =
(7) 4 [#Kie v = ) wi g

=4 J‘r Ki(c J(? =) w(r) dt + 2 jtt Ky (c /(2 — %) w(r) dt + 2w(r) +

a a

F 3K (e Y — ) w(a) — Kol J( ~ o) w(a) +
+ CZZ a® M(c \J(1? = 1%)) w(2).

Si I'on fait tendre o — 0, dans (10) et (17), on en obtient a I'aide de 4,3 pour
tout te R*:

(18) '[‘TKI(C V(2 = ) w(r) dt € D(4) ,
19) g [ rRten = o s -

0

t t
= — AJ. tKy(c (1P =1?) w(r)dr + cZJ‘ 1K (¢ /(£ —1?)) w(r) dt + 2w(r).
o ,
Maintenant, nous sommes & méme d’achever la preuve.
Il résulte de (3) et (7) que
(20) v(0,) =0, v(0,)=w(0,),
En outre, d’aprés (3) et (4):

(21) v est deux fois dérivable sur R*,
d’aprés (3) et (18):

(22) v(r) e D(A) pour tout 1€ R*
et d’aprés (3) et (19):
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(23) v'(t) + A o(t) — ¢* v(t) = O pour tout te R™.
Alors, (20)—(23) impliquent I’énoncé de la proposition.

4,11. Ecrivons pour £ € R

(é © 621:
1 ) =Y —o—.
(1) o) kzi:o 2%K(k1)?
4,12. Lemme. On a I,(0) = 1.

4,13. Lemme. La foaction I, est indéfiniment dérivable sur R et
(1) Iy =1,.

4,14. Lemme. Pour tout £ € R™,
(1 Q)] < .

4,15. Proposition. Soient A€ 2*(E), ¢ > 0 et we R* — E. Si lopérateur A est
fermé et w est une propagation cosinus de I’évolution hyperbolique pour A, alors
la fonction

t
[*] 1) = JIO(C V(@ = ) w(r)dr, teR*,
(4]
est une propagation desinus de I’évolution hyperbolique pour A — c*I telle que

(1) v(0,) = w(0,).

Preuve. Soit, pour te RY,

[=] o(r) = I;W(a) do + cJ: Ii(c (£ = 7)) J ;w(a) dodr.

T
V(2 = 1%
Il résulte de 4,10 et 2,7 que v est une propagation desinus de I’évolution hyperbolique
pour A — c?I telle que v'(0,) = w(0).

La formule [*] s’obtient de [**] par intégration par parties en vertu de 4,12 —4,14.

4,16. Proposition. Soient A€ 8*(E), ¢ > 0 et we R* — E. Si l'opérateur A est
fermé et w est une propagation cosinus de I’évolution hyperbolique pour A, alors la
fonction

[x] t>u())=w() + ctJ‘

1
o V(1 —1?)

t

Ii(c J(* = P?)) w(r)dr, teR™,
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est une propagation cosinus de I'évolution hyperbolique pour A — c’I telle que

(1 u(0,) = w(0,).
Preuve. ‘Ecrivons, pour te R*,
) ot) = f To(e J( — ) w(z) de.
D’aprés 4,15 °
(3) v est une propagation desinus pour 4 — c*I telle que
(4) v'(04) = w(0,).
Nous allons démontrer que
(5) v est trois fois dérivable sur R*,
(6) v"(04) =0.

Il résulte de 1,7 a I'aide 4,12—4,14 et 4,2—4,4 que (5) est valable et que:

7 () = J 0 ’_'J(C/E{LQ w(e) dr + w(t) =

< J ;K,(c (2 = 22) w(x) dr + (i),

8) v() = & [ Kue (% = 7)) w(x) dr +
2 J,

3

e o [*Kile (£ — %) c? "y —
+ < fow—w(t)dr+ztw(t)+w(1)—

_ S; J ;Kl(c S = 7)) w() dr +
< '[ "My (£ = 1) w(e) dr + %2 £w(t) + w()

pour tout t € R*,

(9) w(t)= % L%(‘__{l)w@) dr+ & w(t) +
+ < j Mi(e (=) ) de + S [ (3({ (C=) ) de +

+ < 2 w(t) + < w(t) + ¢ tw(r) + w'(z)
8 2 2
pour tout e R*.
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1l est clair que (7)—(9) impliquent (6) en vertu de 4,2—4,4.
Nous avons d’aprés (3):
(10) u(t) e D(A4) pour tout teR*
(11) V(1) + Av(t) — c®v(t) =0 pourtout teR*.

Alors on obtient aisément de (10), (11), (5) et de 1,9, vu que A est fermé

(12) v'(f)e D(4) pour tout reR*

(13) v"(t) + Av(t) + 2 v'(f) = 0 pour tout teR*.
En outre, on voit de (7) que

(14) vV =u.

Ceci étant, notre énoncé s’ensuit de (14), (12), (13) et (4), (6).

4,17. Ecrivons pour é € R*:
© ( _ l)k §2k+1

(1) Ji(€) =X

k=0 2%+ 1kt (k 4+ 1)1

(2) L1(5) =i __(le

K=o 2%k (k + 1)

() M=

k=0 2%(k + 1)1 (k + 2)!

4,18—4,24. Lemmes. Ces lemmes sont des paralléles des lemmes 4,2—4.,8 si I'on
y remplace I, K, M, par J,, L, N, resp., avec certains changements des signes.
Leur formulation précise et leur vérification sera laissée au lecteur.

4,25. Lemme analogue a 4,9, ou lon écrit J,, L, au lieu de I,, K, et —c? au
lieu de +c>.

Remarque. On peut trouver des estimations plus fines pour la croissance des
fonctions J,, L,, N; que celles des lemmes 4,4, 4,6 et 4,8.

4,26. Proposition. Soient Ae 2*(E), ¢ > 0 et we R* — E. Si lopérateur A est
fermé et w est une propagation desinus de I’évolution hyperbolique pour A, alors
la fonction

t
[x]  t-0() = w(t) - cJ' Ji(e J( — ?)) w(r) dr, teR*,
0

V(- 7)
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est une propagation desinus de I'évolution hyperbolique pour A + c*I telle que

(1) v'(0,) = w'(0,).

-

4,27. Ecrivons pour £ € R

(1) 16 = 3 (=D&

<o 2%%(k!)?
4,28.—4,30. Lemmes analogues a 4,12—4,14.

4,31. Proposition. Soient A€ 2*(E), ¢ >0 et we R* — E. Si 'opérateur A est
fermé et w est une propagation cosinus de I’évolution hyperbololique pour A, alors
la fonction

t
[*] t—o(t) = J Jo(e J(1* = ) w(r)dr, teR*,

]
est une propagation desinus de I’évolution hyperbolique pour A + ¢*I telle que
(1) 0(0,) = w(0,) .

4,32. Proposition. Soient Ae L*(E), c >0 et we R* — E. Si lopérateur A est
fermé et w est une propagation cosinus de I’évolution hyperbolique pour A, alors
la fonction

[+] t—»u(t)—w(t)—ctf \/(2_ (e = Wl de, R,

est une propagation cosinus de I’évolution hyperbolique pour A + c*I telle que

(1 u(0,) = w(0,).

Les preuves des propositions 4,26, 4,31 et 4,32 peuvent &tre construites a I'instar
des preuves de 4,10, 4,14 et 4,15 sous 'usage des lemmes 4,18 —4,25 et 4,28 —4,30.

4,33. Lemme. Soit ¢ € R* — R. Si la fonction ¢ est non-négative, continue sur R*,
intégrable sur (0, 1) et qu’il existe deux constantes non-négatives K, x telles que,
quel que soitte R,

t

(1) ~ o(1) < Ke*'f o(t) dr,
0

alors ¢(t) = 0 pour tout te R*.

Preuve. Il résulte de (1) que, pour tout ¢ eR*

d 4 ¢ t
5 Ke’"f o(r)dr = Kxe"'J o(t)dt + Ke** ¢(f) < (% + Ke*) Ke"‘J o(t)drt
0 0 0
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ce qui implique, quel que soit ¢ > 0,
d t t
(2) yy Ke"‘J. ¢(1)dt < (x + Ke*) <s + Ke"‘J' o(z) dr)
0 (1]

On trouve aisément de (2) que, pour tout 1€ R* ete > 0,
d t
py [lg (e + Ke"'J‘ o(1) dt)] < x + Ke**
t 0

t t
lg(s +Ke"'J‘<p(r)d1:) —lge < ut +Kje”‘d1,
0 0

ce qui entraine

d’oul

t t
(3 e+ Ke’“j p(t)dr < eexp [xt + KJ e’"dr].

0o 0

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on obtient de (3) pour tout te R*

t
Ke"“[ p(r)dt <0
0
d’ol, en vertu de (1),
o(t) <0

ce qui, vu la non-négativité de ¢ implique notre énoncé.

4,34. Théoréme de Pexactitude. Soient A€ 2*(E) et ¢ > 0. Si l'vpérateur A est
fermé et hyperboliquement exact, alors les opérateurs A — c*I et A + c2I sont
aussi hyperboliquement exacts.

Preuve. Considérons d’abord ’opératemt 4 + c¢2I.
Soit donc w une déviation de I’évolution hyperbolique pour 4 + cI.

Posons maintenant pour t€ R*

(1) dﬂ=j}@¢ﬁ—wmw@dn

Il résulte sans peine de 3,15 que v est une déviation de I’évolution hyperbolique
pour A ce qui entraine, compte tenu du fait que A est exact, pour tout € R,

@ ﬁh@ﬂﬁ—#»%ﬁ«:D.
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1l résulte de 4,2—4,4 et de 4,12—4,14 que 1,7 est applicable a (2). On en obtient
sans pzine que, pour tout te R*,

d" if 42 2 _
ERL%@JO — 7)) w() dr =
- J.ﬂz_ Li(e (2 = 7)) w(z) dt + w(t) =

an Ki(e J(7 = ) w(x) dt + w(t) = 0

d’out en vertu de 4,4

[w®)

IIA

=

‘K,(c (12 = 7%) w(r) dr

ot f Iw(@)] de <

c
2

IIA

c? e [ |
5 ¢ j Hw(t)!| dt
0

ce qui entraine, 4 I'aide du lemme 4,33, que || w(t)!l = O pour tout te R*.
La preuve du premier cas est donc compléte.

Pour I'opérateur A — c?I, on remplace I, par J, dans (1) et en utilisant un raison-
nement analogue a celui de ci-dessus, on se sert de la propostion 4,31 au lieu de 4,15
et des lemmes correspondants pour J,, Jq, L;.

4,35. Théoréme de la correction. Soit Ae 8*(E) et ¢ > 0. Si Popérateur A est
fermé et cosinus [desinus] correct, alors les opérateurs A + c*I et A — c*I sont
aussi cosinus [desinus] corrects.

Preuve. La correction cosinus [desinus] de A — ¢?I résulte sans peine de la pro-
position 4,16 [4,10] et du lemme 4,4. Dans le cas de A + ¢, on se sert de 4,32
[4,26] et du lemme 4,20.

5. EXEMPLES

5,1. Soit C(R) = C(R") I’espace des fonctions bornées et uniformément continues
x € R — R avec la norme |x| = sup |x(¢)|.
' &eR

Définissons 'opérateur 4, € 2*(C(R)) comme suit: x € D(4,) si et seulement si
x € C(R) et la seconde dérivée D* au sens des distributions appartient aussi & C(R),
puis on pose 4,x = D?x.

On vérifie aisément que

(1) 4, est fermé.
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Maintenant, soit x € D(4,) et posons pour te R*, £ e R
@ w(t) (&) = 4[x(¢ + 1) + x(¢ — 1)].
Il est manifeste que

(3) w est une propagation cosinus de I'évolution hyperbolique pour — A4, telle que
w(0,) = x.

Soit ¢ > 0.
Définissons maintenant pour x € D(4,), te R*, £eR

() u()(©) = A[xE + ) + x(¢ — )] + S J‘ I(e J( = (£ ~ 1)

-t \/(tz - (C - ’7)2)
e+t

) 0O =] [ Tale* ~ (€~ 1) sty én.

-t

x(m) dn

En vertu de (2), on peur écrire (4) et (5) sous la forme:

A= o) @

o V(-7
() (1) (€) = J;;o(c I = ) w(o) (¢) ¢,

(6) u(t) (¢) = w()) (&) + e

ou sous la forme équivalente:

®) u(t) = w(t) + et f e (2 - ) ey e

o (- )

©) ot) = J Tofe (2 — ) w(e) dr.

0

Les formules (6), (7) se vérifient par substitutions simples.
Donc, les propositions 4,16 et 4,15 impliquent, en vertu de (1), (3), (8) et (9) que

(10) u [v] est une propagation cosinus [desinus] de Iévolution hyperbolique
pour —A, —c*I telle que u(0+) = x [v'(0,) = x].

Il est simple de démontrer que
(11) Popérateur —4, est hyperboliquement cosinus correct.

Par conséquent, le théoréme 4,35 entraine que

(12) Popérateur —A, —c*I est aussi hyperboliquement cosinus correct.

Les résultats analogues s’obtienent aussi pour I"opérateur —4, + c*I.
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5,2. Soit C(R?) I'espace des fonctions bornées et uniformément continues x €
€ R® - R, avec la norme Hx” = sup |x(&)|.
&eR3

-

Définissons I’ opérateur 4, € 2+(C(R3)) comme suit: x € D(4,) si et seulement si
x € C(R®) et la distribution Dix + D3x + D3x appartient & C(R®); puis on pose
A;x = Dix + Dix + Dix.

On vérifie aisément que
(1) 4, est fermé.

Maintenant, soit x € D(43) et posons pour et t € R* et ¢ € R?
’ t
@) win) (@) =~ H x(¢ + t0) da .
4 JJjon=1

C’est le fait classique que

(3) w est une propagation desinus de I’évolution hyperbolique pour — A4, telle que
W'(O_",) = X.

Soit ¢ > 0.

Définissons maintenant pour x € D(4;), te R* et £e R?
@ o)) =" H x(¢ + t0) do +
A JJjon=1
le
iﬂ[” e 'l”2 (e J(PP— ”é '7“2)) x(n) dn.

ane? ) jempse V(@ = 8 - '7”2)

En vertu de (2), on peut écrire (4) sous la forme:

5) o)) =w c ¢ J(* = ) w(r) (&) dz
() o) () = w(r) (¢) + J \/(2 (e (2 = 7)) w(2) (&)
ou sous la forme équivalente:
6) v(t)=w c c M) w(t) dr .
© o0 =w) + e[ ST et~ ) wia
Pour vérifier (5), rappelons d’abord que, quel que soit ¢ € C(R%) et r e R*

M,,,,";p(n) dn = 5;— L H",”ﬂm(w) do dr.
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En vertu de cette formule, nous obtenons pour t€ R*:

t

0 \/( v’)

- J'O VT(IZ_T_T_Z)I,(C =) E -HnallﬂX(é + 10)do dr =

=€l e — o el
i ] T e = b = et

car = = | + 50) = ] = n - ¢l
Donc, la proposition 4,10 implique en vertu de (1), (3) et (6) que

e (7 = ) w(e) (2) de =

(7) v est une propagation desinus de I'évolution hyperbolique pour —A; —c*I
telle que v'(0,) = x.

1l est possible de démontrer que

(8) Tl'opérateur —A; est hyperboliquement desinus correct.
Par conséquent, le théoréme 4,35 implique que

(9) ropérateur —A4, —c2I est aussi hyperboliquement desinus correct.
Les résultats analogues s’obtiennent aussi pour I'opérateur —A4, +c?l.

Remarque. Les formules 5,1(4), (5) et 5,2(4) sont classiques. On les déduit par
diverses méthodes. Dans [2], on utilise systématiquement la méthode, ,,de descente*
(§ 185 et 188), dans [3] en outre la méthode de lintégrale de Fourier. Dans le présent
article, ce sont des conséquences simples des formules abstraites générales cfr.

4,16 [], 4,15 [#] et 4,10 [*].
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