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Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 97 (1972), Praha

PARALLELE AXONOMETRIE UND EINSCHNEIDEVERFAHREN .

LaApisLAv Drs, Praha

(Eingelangt am 15. April 1970)

EINFUHRUNG

Im Jahre 1937 hat L. ECKHART eine der elegantesten Methoden der darstellenden
Geometrie, das Einschneideverfahren, eingefiihrt [1]. Die Modifikation des Ein-
schneideprinzips an die parallele Axonometrie findet seitdem in jedem Buch iiber die
darstellende Geometrie Platz. Eine parallele Axonometrie G’ eines Gebildes G kann
man entweder als eine parallele Projektion von G erhalten, oder durch ein Ein-
schneideverfahren aus zwei affinen Bildern G,, G, von G. Hier wollen wir an die
Zusammenhiinge zwischen einem orthonormierten Dreibein G und seinen Einschnei-
derissen G;, G, hinweisen, welche dieselbe Axonometrie sowie durch das Projizieren
von G als auch durch das Einschneiden von G, und G, bestimmen.

In einer Ebene = seinen zwei affine Bilder G,(4,, ...), G;(4,, ...) eines Dinggebildes
G(4, .. .), das die Punkte A, ... enthilt, und weiter zwei verschiedene Richtungen s,, s,
gegeben. Wenn wir die Punkte A’, ... aus den Paaren A, A,, ... durch das Einschnei-
deverfahren bestimmen (als Schnittpunkte der Geraden ay, a5;..., Ay€ay | sy,
A, € ay | s;3;...), so ist das Bildgebilde G'(4’, ...) wieder ein affines Bild von G(4, ...).
Dieser. Grundsatz aus [1] kann fiir die Konstruktion der parallelen Axonometrie aus
zwei Normalrissen benutzt werden (Abb. 1): In der Bildebene m seien zwei Risse
(0,X,Y,Z,) und (0,X,Y,Z,) des orthonormierten Dreibeins (0XYZ) in der Richtung
z = OZ und y = OY gegeben, in beliebiger Lage und in dem gleichen Massstab,
so dass 0,X, = 0,Y; = 0,Z, = 0,X, =R, 0,X, 1 0,Y;, 0,X, 1 0,Z, ist. Wei-
ter seien zwei verschiedene Richtungen s,, s,, O, € 5; * y;, 0, €5, * z,, fiir welche
zugleich nicht s, = x; = 0,X,, 5, = x, = 0,X, gilt, gegeben. Die durch das Ein-
schneideverfahren bestimmten Punkte O’, X', Y’, Z’ bilden das axonometrische Achsen-
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kreuz mit den Achsen x’ = 0'X’, y' = 0'Y’, 2’ = 0'Z’ und mit den Einheitspunkten
X', Y, Z'. Wenn zugleich ein Gebilde G(4, ...) in die Einschneiderisse G,(4,, ...),
G,(4,, ...) abgebildet ist, dann bestimmt das Einschneideverfahren aus G,, G, seine
Axonometrie, mit anderen Worten eine parallele Projektion von einem Gebilde

Abb. 1

G(A4, ...), das dem Gebilde G(4, ...) dhnlich ist. Dieses spezielle Einschneideverfahren
bezeichnen wir kurz als das s-Verfahren.

Wenn wir die Einschneiderichtungen s,, s, in gleichem Sinne wie die Achsen z’, y’
orientieren und I = ¥Xy;8; = ¥y,2, II = Xs5,2, = £y'z,, a = Xy'z' = ¥5;5,
bezeichnen, so gilt entweder 0° < a, I, II < 180° oder 180° < «a, I, IT < 360°. Weiter
kann nicht zugleich cosI = cos II = 0 sein. Durch R, a, I, IT ist das s-Verfahren
bestimmt und wir kénnen die axonometrischen Einheiten a = 0’'X’, b = 0'Y’,
¢ = O'Z' und die Winkel f = xz'x’, y = ¥x'y’ als Funktionen von R, I, II, «
ausdriicken: ‘ '

(1) b=Rsinl:sina, c¢=Rsinll:sina,
a= tRo:sina, o= ./(cos*I + cos?II + 2 cos]I cosII cos «)
(2 sinf =+ sinacosl:o, siny= +sinacosll:o,

mit dem oberen (unteren) Vorzeichen fiir a, I, II > 180° (<180°). Die Grosse o ist
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die dritte Seite des ,,charakteristischen Dreieckes*, dessen zwei andere Seiten die
Linge cos I, cos IT haben und den Winkel & = 180° — « einschliessen.

Nach dem Pohlke’schen Satz ist die Existenz einer Richtung s und eines orthonor-
mierten Dreibeins (OXYZ) so gesichert, dass seine Projektion in der Richtung s in =
mit (O’'X'Y’Z’) iibereinstimmt. Fiir diese ,,Rekonstruktion aus der Axonometrie‘
ist der konstruktive Weg iiblich. Die analytische Rekonstruktion kommt nur aus-
nahmsweise vor [4]. Die erste analytische Rekonstruktion (mit einem Fehler, den
E. WENDLING [5] verbessert hat) stammt von H. KINKELIN [2] ab. Durch die Glei-
chungen

() rt=§4 - J(4* - 4B%)),

4 cosg =r>.B7!,

(%) coso, = bcsina. B!,

(6) cos v, = cos ¢ (rcoso; — \/(a* — r?sin?a,)).r7t,

inwelcheng = ¥ns,(n L n), 0, = Xsx,v, = ¥nxbedeutetund 4 = a*> + b* + ¢,
B? = (absin y)? + (ac sin f)* + (bc sin a)? gesetzt ist, ist die Einheit r = OX, die
Richtung s und die Achse x = OX des Dreibeins (OXYZ) mit O = O’ bestimmt. Zu (5)
und (6) ganz analoge Gleichungen fiir 6, = Xsy, 63 = X5z, v, = ¥ny, v; = Xnz
bestimmen die weiteren Achsen y, z ([5], 77, 78). '

Durch das Einsetzen von (1) und (2) in diese Gleichungen ist nun auch die analyti-
sche Rekonstruktion direkt aus dem Einschneideverfahren méglich.

So erhalten wir, wenn wir noch zur Abkiirzung cos I cos II = cos y setzen:

(7 r* = R¥1 Fcosy).(l + cosa)™?,
® cosg = (1 Fcosy)(l Fcosa).((1 £ cosy)(l + cosa))™V2,
9 coso, = sinlsinll:siny,

cos o, = —cosIsinll :siny,

cosoy = Fsinlcosll:siny,
(10) cos v, = [sinIsinII. /(1 F cosa) — (cosI + cosII).
. J(F(cos & + cos ¥))] : (1 + cos ). /(1 + cos ),

cosv, = [—cosIsinll. /(1 F cosa) —sin].

- J(Z(cos @ + cos ¥))] : (1 + cos y). /(1 £ cos a),
cosvy = [F sinIcosIl. /(1 F cosa) — sinll. :

. \/(:‘t(cosa + cos ¥))] : (1 + cosy). /(1 + cosa).

In diesen und auch in den weiteren Gleichungen gilt das obere (untere) Vorzeichen
fiir cos & + cos y 2 0 (< 0).
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Aus (7) und (8) folgt: r < R, wenn cos a + cos§ # 0 ist, und r = R, wenn
cosa + cos Y = 0 ist. In dem zweiten Fall ist ¢ = 0°. Also:

Die Einheit des s-Verfahrens ist niemals kleiner als die Einheit des rekonstruier-
ten Dreibeins.

Wenn die Winkel a,I,II des s-Verfahrens die Bedingung cosa + cosy =0
erfiillen, so ist durch dieses Verfahren die orthogonale Axonometrie bestimmt.

Wenn das s-Verfahren eine orthogonale Axonometrie bestimmt, so ist die Einheit
des Verfahrens gleich der Einheit der Rekonstruktion.

Weiter bestimmen wir den axonometrischen Umriss U der Einheitskugel x =
= (0, r). Die Exzentrizitiit e dieser Ellipse ist wegen e = r tg ¢ durch

@1y - e =R../(+2(cosa + cos y)) :sin «
bestimmt.
Der Winkel w, = ¥n'x’ der Hauptachse n’ von U mit der Achse x’ ergibt sich

‘aus der Gleichung

(12)  cosw, = (a® + r?.cos? v, .tg> @ — r? .sin?v,): (2a.r.cosv, .tg ),

die wir durch eine einfache trigonometrische Uberlegung ableiten kénnen. Analoge
Gleichungen gelten fiir w, = ¥n'y’ und w; = %n’z’. Wenn wir in (12) aus (1) und
(7)—(9) einsetzen und vereinfachen, so erhalten wir
13) cos w; = (cosI + cos II). (1 + cos «)'/? : 0. /2

L]

cos w, = cos w3 = /(1 + cosa):2).

Das heisst: in der Axonometrie, die aus dem s-Verfahren entsteht, ist die Projek-
tion n’ der Normale n zur Projektionsebene n (die Hauptachse von U) die Symme-
trale der Achsen y', z'.

2

Die Theorie aus dem Abs. 1 benutzen wir jetzt zum Konstruieren spezieller Axo-
nometrien.

s-VERFAHREN FUR NORMALE AXONOMETRIEN

Es sei ein s-Verfahren durch R, «, I, II gegeben (Abb. 2). Wenn wir durch das
Einschneiden die Axonometric A’ von Aexy, O;4; Ls,, 4,0, =R, x*>0
konstruieren, so ist A’y’ = |R cos y|. Fiir einen Punkt A(4 € A4,4’, A0’ Ls,) ist
weiter 4y’ = |R cos «|. Wenn cos «, cos § gleiche (ungleiche) Vorzeichen haben, so
liegen die Punkte 4’, 4 an den verschiedenen (gleichen) Seiten von y’. Nur wenn

58



1= A ist, so ist cos & + cos = 0 und von so einem Verfahren entsteht dann eine
athogonale Axonometrie. Daraus leiten wir folgende Konstruktionen der s-Ver-
fihren, die eine normale Axonometrie bestimmen, ab:

Wir wihlen R, a,I (Abb. 3, 90° < I, « < 180°) und bestimmen den Winkel II.

Abb.2 N
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Es muss also A’ = 4 sein und der Punkt A4, ist darum einer der Schnittpunkte des
Kreises (0, x*) mit der Geraden g(4' € g || s2). Mann muss hier einen solchen Punkt
withlen, wofiir 90° < II < 180° ist.

Sy
O, 4
v n 2
! p
7 >
k
Abb. 4

Wir wihlen R, I, IT und bestimmen den Winkel «. In der Abb. 4 ist ¥ ys; =1,
Yiey;, O,Y, =R, ¥ps; =1II, 90° <I,II < 180°. Der Kreis (O, [R cosI)
schneidet die Gerade p im Punkte einer Normalen n zu s,. Der Schnittpunkt S von n
mit dem Kreis k(O,, R) bestimmt den Winkel ¥O;S,s; = a, 90° < « < 180°.
Durch eine ganz dhnliche Konstruktion erhalten wir den Winkel I resp. II wenn R,
II, a resp. R, I, a gegeben sind.

s-VERFAHREN FUR DIMETRIE UND ISOMETRIE

Ganz trivial ergibt sich eine Dimetrie mit b = ¢ durch das s-Verfahren mit I =
= II = a. Wir wollen eine Dimetrie mit @ = b resp. a = c erhalten. Zufolge (1) ist
o = sinI resp. o = sin II. Das charakteristische Dreieck mit den Seiten R coslI,
R cos II die den Winkel & = 180° — « einschliessen, hat gegeniiber & die Seite Ro =
= |R sin ]| resp. |R sinII| und dadurch sind die Winkel o, I, I auch konstruktiv
verbunden. Wihlen wir z. B. R, I, II und suchen den Winkel «. In det Abb. 5 ist
I=Xys, II = ¥psy, R= ﬁ’; = EP—, Pep, Y, e y,. Die Normalen Y;1, P2
zu der Geraden s, bestimmen die Punkte 1, 2 und die Kreise (I,I—YI), (04, 0,2)
schneiden sich im Punkte 3, fiir welchen ¥ 0,3, 5; = «; I, II, o < 180° ist. Dieses
Verfahren bestimmt die Dimetrie mit a = b.

Ahnlich kénnen wir den Winkel II resp. I erhalten, wenn wir R, I, a resp. R, II, o
wihlen.
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Fiir die Isometrie gilt I = II, cos & = (1 — 3 cos®I) : 2 cos? I. Wenn wir z. B. fiir
das s-Verfahren R, I = II wihlen und wenn wir die vorangehende Konstruktion
spezialisieren, so erhalten wir nach der Abb. 6 den Punkt 3 als den Schnittpunkt des

Kreises (1, 1Y) mit dem Kreis (0, 0,1), @ = ¥ 0,3, s,.

Abb. 5 Abb. 6

s-VERFAHREN FUR NORMALE DIMETRIE UND NORMALE ISOMETRIE

Die Bedingungen a = b, cos « + cos { = O fithren zu der Gleichung
cos® I + cos2 Il — 2 cos®Icos? II = sin®1,

welche entweder fiir cos? II = 1 oder fiir 1 — 2 cos? I = 0 erfiillt ist. Daraus folgt?
das s-Verfahren realisiert keine normale Dimetrie mit a = b = c. Das s-Verfahren
bestimmt eine normale Isometrie, wenn I = II = 135°, o = 120° ist.

Die Bedingungen a = ¢, cos a + cos ¢ = 0 fiihren zu der Gleichung
cos* I + cos? II — 2 cos® I cos® I = sin?1II,

welche nur fiir cos II = —,/(2) : 2, cos @ = ,/(2) . cos I : 2 erfiillt ist. Daraus folgt:
das s-Verfahren realisiert eine normale Dimetrie mit a = ¢ nur dann, wenn der
Winkel II dieses Verfahrens 135° ist.

Die Konstruktion des Winkels a nach der Abb. 7. Gegeben ist I = ¥ y,s; und
R = 0,Y;, Y, € y,. Wir zichen die Gerade g, 0, € ¥g, y,;g = 45°, und machen
Glly, (Geg, 0,G=R, le yi) 121 sl(b_,—f = R); so erhalten wir den Winkel
a= X0,2,s, und die Achse y’ = 0,2. Dadurch ist das s-Verfahren bestimmt:
0,=0,=0, Xy'z, = 135°, 0,Z, = R, 0,X, L 0,Z,, 0,X; = 0,X, =R. Es
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liefert die Dimetrie mit O'X’ = 0’'Z’, a = c. Als einen Spezialfall fir a =b = ¢
erhalten wir das s-}/erfahren fiir die Isometrie, welches wieder durch I = II = 135°,
o = 120° charakterisiert ist. : '

GUNSTIGES s-VERFAHREN

Das s-Verfahren ist ‘giinstig, wenn' die dadurch entstandene Axonométrie eine
giinstige Bildwirkung hat. Das gelingt dann, wenn diese zwei Bedingungen erfiillt
sind ([3], 275): i ' '
i1.R:2ZLa,b,c =R
(das Bild des Wiirfels soll nicht wie eine Platte aussehen), ~

20°<9<30° ‘ ' T
(der Kugelumriss soll nicht merklich von einem Kreis abweichen).

r

Tab. 1. R = 100 "Tab. 2. a = 105°, R = 100
I le=t| a | b | o | | T | m|lal.b]| | e
120° | 105° | 52 | 90 | 29° | |10s°|120° | 52 | 100 | 90 | 29°
1355 105° | Fr7| 73 | 23° | " f10%° [135° | 71 |“100 | 737 23°
150°- 10s° |. 87 | s2..| 15° | {105 | 150° | 87 | 100 | 52| 15°
150° | 120° | 87 | s8 | 23°.| | 120° | 120° | 63 | 90| 90, | 28° | .
150° | 135° | '88 | 71. | 31° 1200 | 135° | 718 | 90| 73| 26°

L 13 1200 |8 3T o0 | 260 ]




In den Tab. 1, 2 sind die Grossen a, b, ¢, ¢ einiger giinstigen Axonometrien be-
rechnet. Alle erfilllen die Bedingungen 1, 2 und lassen sich leicht auf der Zeichen-
maschine durchfiihren. In der Tab. 1 sind diese Verfahren durch « = II, also durch
R = c charakterisiert. Es sind die sog. ,,Schnellrisse” ([6], 108). Die s-Verfahren
nach der Tab. 2 sind durch eine sehr geldufige Wahl von « = 105° ausgezeichnet.

3

Die Annahme verschiedener Massstibe der Einschneiderisse G, und G, fiihrt zu
einer allgemeineren Methode, die wir kurz als a-Verfahren bezeichnen. Wenn die

Einheit von G, wie bisher R ist, so nehmen wir 0,X, = 0,Z, = kR an. Das a-Ver-

Abb. 8

fahren bestimmt allgemeinere Axonometrien (weiter werden wir sehen, dass alle
Axonometrien durch ein a-Verfahren entstehen kénnen) als das s-Verfahren. Sie sind
auf Grund des gegebenen a-Verfahrens durch diese Formeln charakterisiert:

(14) b=Rsin] :sina, c=k.RsinII:(si'noc,

a= tRd:sina, wo d = (cos*I+ cos®II + 2k cosI cosII cos a)'/?,
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(15) sin f = FcosIsina:d
. siny = Fk.cosIlsina:d.

In diesen Formeln gilt das obere (untere) Vorzeichen fiir «, I, II <180° (> 180°).

Ahnlich wie im Abs. 1 konnten wir die analytische Rekonstruktion direkt aus dem
a-Verfahren durchfiihren und zwar durch das Einsetzen (14) und (15) in (3)—(6).

Jetzt wollen wir zeigen, dass wir zu einer gegebenen Axonometrie (0'X'Y'Z’)
immer ein a-Verfahren finden konnen, das eben diese Axonometrie liefert. Dann
wird es unnétig sein, ein noch allgemeineres Einschneideverfahren, als a-Verfahren ist,
zur Konstruktion einer Axonometrie verwenden.

Die Einschneiderichtungen sy, s, sind mit den Achsen z’, y’ identisch, die Punkte
0,, 0, auf 7', y' beliebig wihlbar und die Punkte X, Y; resp. X,, Z, liegen and den
Einschneidestrahlen durch X', Y’ resp. X', Z' (Abb. 8). Weiter muss 0,X, = 0,Y,
resp. 0,X, = 0,Z, und 0,X, L 0,Y, resp. 0,X, L 0,Z, sein. Darum ziehen wir
durch O, resp. O, zu z’ resp. y’ normale Hilfsgeraden, welche die Einschneidestrahlen
in den Punkten 1, 2 resp. 3, 4 schneiden. Die Punkte X,, Y, resp. X,, Z, erfiillen
dann die Bedingungen X;1 = 0,2, Y,;2 = 0,1 resp. X,3 = 0,4, Z,4 = 0,3. Die
Grosse k dieses a-Verfahrens geniigt der Beziehung

(16) k* = (a*sin? y + ¢* sin? a) : (a® sin® B + b?sin® ),

Aus (16) folgt: einer Axonometrie gehért ein s-Verfahren zu, wenn ihre Para-
meter a, b, ¢, a, B, y die Bedingung

(17) a’sin?y + c¢*sin®* « = a?sin’® B + b?sin’ a

erfiillen,

In der normalen Axonometrie gilt bekanntlich a*> = —cos « : sin f.siny, b% =
= —cos B:sina.siny, ¢ = —cosy :sina.sin B, ([6], 99). Die Ausdriicke beider
Seiten von (17) sind darum 1 gleich. Das bedeutet: zu jeder orthogonalen
Axonometrie gehort immer ein s-Verfahren an.
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