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UBER AUTOMORPHISMEN DES ENDOMORPHISMENRINGES
EINES VEKTORRAUMES

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingelangt am 12. Mai 1971)

Es sei A ein Vektorraum iiber einem beliebigen Korper F, dim A > 2. Der Ring
aller Endomorphismen des Raumes A sei mit T bezeichnet. Als den Rang r(g) des
Endomorphismus ¢ € T benennen wir die Dimension des Bildes 4¢ des Raumes 4
beim Endomorphismus g. Alle Endomorphismen, deren Rang kleiner als x, ist,
wo %, eine gewisse unendliche Kardinalzahl ist, bilden einen Ring T,. Dieser Ring ist
ein beiderseitiges Ideal im Ring T (vgl. [1]).

Satz 1. Es seien Endomorphismen &, ¢ des Vektorraumes A gegeben und sei
to € T,. Dann existieren &', o' € T,, so dass Eg = &9 = &’ ist.

Beweis. Bezeichnen wir P = A¢ n Ker (), wo Ker (Q) der Kern des Endo-
morphismus g ist. Wéhlen wir einen Unterraum Q < A, der in A¢ komplementar
zu P ist, kurz P @ Q = A& Dann ist Q nKer(g) = 0 und dim @ = dim Qp.
Ferner ist Ag = Qp, d. h. dim Q < x,.

Erwigen wir soeinen Unterraum W =< A, fiir welchen W @ Ker (f) = A ist. Dann
ist W¢ = A¢ und man kann Unterrdume U, V £ W derartig wihlen, dass U¢ = P,
VE = Qist. Esgilt A = U @ V@& Ker (£) und jedes Element a € A kann in der Form
a = u + v + k geschrieben werden, wobei ue U, veV, ke Ker (f) ist. Wenn man
den Endomorphismus a mittels der Vorschrift ax = —u¢ angibt, dann ist Ao = P
und daher folgt A« < Ker (¢) und ag = o. Legen wir ¢’ = ¢ + «. Dann ist A¢" = Q,
r(¢) < x,und & e T,. Dabei ist &0 = (¢ + @) ¢ = &o.

Wihlen wir den Unterraum S derartig, dass 4 = Ker (g) @ Q@ S ist. Dann
kann jedes Element a € 4 in der Form a = k + g + s geschrieben werden, wobei
k € Ker (Q), g€ Q, s € S ist. Wenn man den Endomorphismus f durch die Vorschrift
ap = —sg angibt, dann ist A¢ < Ker (B) und éB = o. Legen wir ¢’ = ¢ + f. Dann
ist ag’ = go und Ag’ = Qp, d. h. ¢’ € T,. Dabei gilt &o’ = &(o + B) = &o.

Satz 2. Es seien Tp, T die durch die Elemente g, w € T generierte Hauptideale
des Ringes T. Dann ist Tp = To n T,, oT, = 0T N T,.
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Beweis. Nachdem T, ein beiderseitiges Ideal in T ist, gilt T,0 < T,, oT, £ T,
und To < Ton T,, oT, £ oTn T,. Wihlen wir beliebig o€ T,. Dem Satz 1
zufolge existiert ¢’ € T, derartig, dass £g = £'g ist, daher also ist ég € T, und Tp N
N T, < T,e. Soeben zeigt man, dass auch oT N T, £ wT, ist.

Bemerkung. Wenn g, w € T, ist, dann ist Tg = T,0, T = wT,.

Wenn man auf der Menge der Linksideale (Rechtsideale) des Ringes T iiblicher-
weise die Summe I, + I, zweier Ideale und deren Durchschnitt I, n I, definiert,
dann bildet diese Menge zusammen mit den Operationen N, + einen Verband, der
mit &,(Pp) bezeichnet wird. Nachdem T ein regulirer Ring ist, bilden die linke
(rechte) Hauptideale des Ringes T einen Teilverband ©,(Qp) des Verbandes & ,(®5p).
Ahnlicherweise kann man mit Hilfe der Operationen N, + den Verband Y’L(Wp)
definieren, welcher durch alle Linksideale (Rechtsideale) des Ringes T, erzeugt wird.
Erwigen wir die Menge aller linken (rechten) Annulatoren im Ring T,, welche mittels
der Inklusion teilgeordnet ist. Auf dieser teilgeordneten Menge kann iiblicherweise
die Vereinigung U und der Durchschnitt n zweier Elemente definiert werden und
man bekommt dann den Verband IT,(ITp). Fir beliebige Hy, H, € IT,(J,, J, € ITp)
gilt offenbar H; + H, < H, UH,(J; + J, £ J, U J,).

Wiihlen wir einen beliebigen Unterraum S < A und bezeichnen L(S) die Menge
aller ¢ € T, fiir welche A¢ < S und R(S) die Menge aller ¢ € T, fiir welche S¢ = o ist.
Nach dem Theorem 2,8 in [4] ist die Abbildung S — L(S) ein Isomorphismus der
Verbandes A, welcher durch Unterriume in A gebildet ist und des Verbandes IT,
und die Abbildung S — R(S) ist-ein dualer Isomorphismus des Verbandes 4 auf den
Verband I .

Satz 3. T,p ist ein linker Annulator im Ring T, fiir jedes Element ¢ € T. Es sei H
ein beliebiger linker Annulator im Ring T,. Dann existiert ein Hauptideal Tp
des Ringes T, so dass H = T, ist. Der Annulator H = T, im Ring T, ist genau
dann ein Hauptideal des Ringes T,, wenn g € T, ist.

Beweis. Es sei Tp ein beliebiges linkes Hauptideal des Ringes T. Dann ist « € Tp
genau dann, wenn Ao < Ag ist. Tp ist ein linker Annulator der Menge 0T, wo Ag =
= Ker () ist. Wir zeigen, dass T,¢ ein linker Annulator der Menge T, im Ring T,
ist. Offenbar ist (T,0) (wT,) = o. Wahlen wir y € T, y(wT,) = o beliebig. Setzen wir
voraus, dass a € 4, aym + o existiert. Nachdem T, dicht im Ring T ist, existiert
@€ T,, so dass (ayw) @ = ayw =* o ist und dieses liefert einen Widerspruch. Darum
ist yo = o, Ay £ Ker (w) und y € Tp. Nach dem Satz 2 gilt y € T,0.

Es sei H ein beliebiger Annulator des Ringes T,. Dann gibt es genau einen Unter-
raum S < A, fir welchen H = L(S) ist. Wenn wir ein ¢ € T erwégen, fiir welches
Ag = S ist, dann ist H = T,o. :

Es sei T,0, ¢ € T ein Hauptideal in T,, d. h. T,90 = T,y, y€ T,. Dann ist Ay = S,
dim.S < %,. Setzen wir voraus, dass Ag > S ist und wahlen se Ag, s ¢ S. Dann
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existiert a € A, ap = s. Da der Ring T, dicht in T ist, existiert £ € T, derart, dass
af = a ist. Dann ist g€ = s. Es existiert aber a € T, so dass &g = ay und aay = s
ist; dieses liefert einen Widerspruch. Es ist also A¢ < S und demzufolge ist r(g) < x,,
d.h.g€eT,. '

Bemerkung. Vom Beweis des Satzes kommt hervor, dass man fiir einen beliebigen
linken Annulator H des Ringes T, die Gleichheit H = L(S) = T,g, wo Ag = S ist,
bekommt.

Satz 4. ¢T, ist ein rechter Annulator im Ring T, fiir jedes g€ T. Es sei J ein
beliebiger rechter Annulator im Ring T,. Dann existiert ein Hauptideal oT des
Ringes T, so dass J = ¢T, ist. Der Annulator J = gT, im Ring T, ist genau dann
ein Hauptideal, wenn g € T, ist.

Beweis. Es sei ¢T ein beliebiges rechtes Hauptideal des Ringes T. Dann ist a € T
genau dann, wenn Ker (¢) < Ker (a). Das Ideal ¢T ist ein rechter Annulator der
Menge Tow, wo Aw = Ker (). Wir zeigen, dass ¢T, ein rechter Annulator der Menge
T,w ist. Offensichtlich ist (T,w) (¢T,) = o. Wahlen wir beliebig y € T,, fiir welches
T,wy = o ist. Dann ist wy = 0, Aw < Ker (y) und y € ¢T. Zufolge des Satzes 2 ist
dann y € oT,,

Es sei J ein beliebiger rechter Annulator des Ringes T,. Es existiert genau ein
Unterraum S < A4, so dass J = R(S) ist. Wenn wir ¢ € T'so wéhlen, dass Ker (¢) = S
ist, dann ist J = oT,.

Es sei gT,, o € T ein Hauptideal des Ringes T,. Dann existiert y € T,, so dass
oT, = yT,ist. Wenn wir S = Ker (y) bezeichnen, dann ist fiir jedes w € yT, Ker (y) <
< Ker (w). Nach der Voraussetzung ist dim A/S = dim 4y < x,. Es sei Ker (¢) < S.
Wihlen wir s€ S, s ¢ Ker (g) Nachdem 7T, dicht in T ist, existiert £ € T,, so dass
soé = sg ist. Da g& € yT, ist, gibt es ein a € T,, so dass ¢¢ = pa gilt. Dann ist sgé=
= sya % o und dieses ist ein Widerspruch. Es gilt also S < Ker (¢) und dim d¢ <
< dim Ay,d. h.ge T,.

Bemerkung. Vom Beweis ergibt sich, dass fiir einen beliebigen rechten Annulator J
im Ring T, die Gleichheit J = R(S) = ¢T, gilt, wobei Ker (¢) = S ist.

Satz 5. Die Abbildungen Tg — T,0, T — wT, sind Isomorphismen der Verbinde
QL,HL und QP,HP. ‘

Beweis. Die Abbildung Tp — S, wo S = Ag ist, ist nach [1] ein Isomorphismus
der Verbinde 2, 4 und die Abbildung S — L(S) ist ein Isomorphismus der Verbén-
de 4, I1,. Nach dem Satz 3 ist L(S) = T, und daher ist die Abbildung To — T, ein
Isomorphismus der Verbiande Q,,IT;.

_ Ahnlicherweise ist nach [1] die Abbildung T — S, wo S = Ker (w) ein dualer
Isomorphismus der Verbénde 25, 4 und S — R(S) ist ein dualer Isomorphismus der
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Verbinde A4, ITp. Nach dem Satz 4 ist R(S) = T, und demzufolge ist die Abbildung
oT — T, ein Isomorphismus der Verbande Qp, IT,.

Bemerkung. Bezeichnen wir der Reihe nach P(®.), P(®;), P(Q.), P(Qp), P(IT,),
P(ITp), A(T) die Gruppen der Automorphismen der Verbande ®;, ®p, Qp, Qp, IT;, ITp
und die Gruppe der Automorphismen des Ringes T. Nach [3] und dem Satz 5 sind
alle angefiihrten Gruppen isomorph.

Satz 6. Der Verband I1,(ITp) ist ein Teilverband des Verbandes ¥ (¥p).

Beweis. Wir wihlen zwei linke Annulatoren H,, H, eIl; und beweisen, dass
Hy + Hy,ell;, H; n H, eIl ist. Nach dem Satz 3 existieren g, w € T derart, dass
H, = T,o, H, = T,w ist. Nachdem T ein reguldrer Ring ist, existieren y,0€ T
derartig, dass Tg + Tw = Ty, T, n Tw = To ist. Wir zeigen zuerst, dass T,o +
+ Tyw = T,y gilt. Wahlen wir beliebig n = ¢,0 + é,we Ty + T,w. Dann ist
neT, und zugleich ne To + Tw, d. h. n e Ty. Nach dem Satz 2 ist ne T,y und
T, + T,w £ T,y. Wahlen wir umgekehrt o = £y € T,y beliebig. Nach dem Satz 1
kann vorausgesetzt werden, dass & € T, ist. Es existieren ¢’ € Tp, w’ € Tw, so dass
0 + o' = yist. Dann ist « = £@’ + (w’. Offenbar ist o’ e T, N Ty, (' € T, n Tw
und daher ist a € T,0 + T,w. Es gilt also T,y £ T,0 + T,w und T,y = T,0 + T,o.
Nach dem Satz 3 ist T,y = H ein linker Annulator des Ringes T, und es gilt H, +
+ H, = H. Ahnlich zeigt man, dass H, n H, = T,0 = H’ ist. Gleicherweise zeigt
man, dass auch IT, ein Teilverband des Verbandes ¥ ist.

Bemerkung. Nach dem Satz 5 folgt von der Beziehung Tp + Tw = Ty die Beziehung
T, v T,w = T,y, vom Beweis des Satzes 6 ergibt sich T,¢ + T,w = T,y und daher
ist T,o u T,w = T,0 + T,w. Ahnliches gilt auch fiir die rechten. Annulatoren.

Satz 7. Es sei H ein Linksideal des Ringes T,. Dann ist AH ein Unterraum des
Raumes A.

Beweis. Jede zwei Elemente von AH konnen in der Form a'i’, a”i” geschrieben
werden, wobei a’,a” € A, i, i" € H ist. Bezeichnen wir mit H’ das durch die Ele-
mente i’, i” generierte Linksideal. Nach dem Theorem 4,4 in [4] ist H’ ein linker
Annulator. Nach dem Lemma 2,7 in [4] ist AH' ein Unterraum des Raumes A.
Nachdem H’ < H ist, gilt a’i’ + a"i" € AH. Nachdem ferner noch AH = FAH
gilt, ist AH ein Unterraum des Raumes A.

Satz 8. Das Linksideal H des Ringes T, ist genau dann ein linker Annulator,
wenn ein Linksideal H' so existiert, dass H @ H' = T, ist.

Beweis. 1. Setzen wir voraus, dass H < T, ein linker Annulator ist. Dann ist
H = L(S) = T,0, wo Ag = S ist. Wahlen wir den Unterraum U < 4, S® U = 4
und we T, so dass Aw = U ist. Dann-ist Tp @ Tw = T und nach den Sitzen 5,6
ist e ® Tw = T,
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2. Es seien Linksideale H, H' < T, derartig gegeben, dass H@ H' = T, ist.
Nach dem Satz 7 sind S = AH, S’ = AH’ Unterrdume des Raumes A. Es existiere
s+o0eSnNS. Dann existieren eeH, o’eH'; a,a’ € A, so dass ag = a’g’ = s ist.
Das bedeutet, dass A4p N 4g’ # o und L(dg n Ag’) = T,0 n T,@" # o ist und auch
H n H' #+ o; dieses ist ein Widerspruch und darum ist S n S’ = 0. Wihlen wir
o, €T, so dass Aw = S, Ao’ = §’ ist. Dann ist L(S) = T,0, L(S’) = T,0’ und

(1) LSNnS)=TwonTw =o.

Es sei « € H. Yon der Definition des Raumes S folgt, dass Ax < Aw ist. Daher ist
T, < T,w und darum ist H £ T,w. Soeben zeigt man, dass auch H’' < T,w’ ist.
Nachdem H @ H’' = T, ist, gilt auch T,w + T,w’ = T,. Von der Bezichung (1)
bekommen wir dann T, @ T,w’ = T, und demzufolge ist H = T,ow, H' = T,w'.
Die Ideale H, H’ sind nach dem Satz 3 linke Annulatoren des Ringes T,

Satz 9. Das Rechtsideal J des Ringes T, ist genau dann ein rechter Annulator,
wenn ein Rechtsideal J' so existiert, dass J @ J' = T, gilt.

Beweis. 1. Setzen wir voraus, dass J ein rechter Annulator des Ringes T, ist.
Dann ist J = R(S) = ¢T,, wo Ker(¢) = S ist. Wahlen wir einen Unterraum
U< A4,S®U=Aund we T, so dass Ker (w) = U ist. Dann ist oT, ® oT, = T,.

2. Es sei J < T ein beliebiges Rechtsideal und bezeichnen wir K(J) die Menge
aller x € A, fiir welche xJ = o ist. K(J) ist ein Unterraum des Raumes A. Setzen wir
zuerst voraus, dass K(J) = o ist und es existiere (T =+ o, so dass (TN J = o gilt.
Offensichtlich ist J + o. Wenn fiir die Rechtsideale I,,I, £ T die Beziehung
I, ® I, = Tgilt, dann sind I,, I, Hauptideale, da T der Ring mit einem Einselement
ist. Es existiert also ein Hauptideal ¢T, J < ¢T, so dass éT @ oT = T ist. Dann ist
K(J) = Ker (g), also K(J) # o, was einen Widerspruch liefert und darum ist ¢T= o.
Wenn J @ J' = T,, K(J) = oist, dann ist oT, = oT, oT " J = o fiir ein beliebiges
we J' und daher ist oT, = o. Es gilt darum J = T, und J = R(0). Es sei nun
J® J =T, K(J) + o, K(J') + o. Es existiert soein « € J, dass Ker (a) < K(J) +
+ K(J’) ist. Im umgekehrten Fall wiirde K(J) + K(J) < Ker () fir alle xe J
gelten, aber dieses widerspricht der Definition des Raumes K(J). Gleicherweise kann
gezeigt werden, dass ein o’ € J' so existiert, dass Ker (o) < K(J) + K(J') gilt.
Wihlen wir ¢ € T, beliebig, so dass (K(J) + K(J')) ¢ = o ist. Dann ist Ker (a) <
< Ker (g), Ker (¢) < Ker(¢) und geaT,, ¢€a'T,, oder auch ¢ € aT, N «'T,. Der
'Voraussetzung nach ist J N J’ = o und darum ist ¢ = o. Daher folgt, dass K(J) +
+ K(J') = 4 ist. Bezeichnen wir R[K(J)] = oT,, R[K(J')] = ©'T,. Dann T, N
N o'T, = o. Offenbar ist J < wT‘., JZfow T und demzufolge auch 0T, ® 0'T, =

=T,und 0T, = J, &'T, =

Satz 10. Es sei ein Automorphismus o des Ringes T, gegeben und ¢,y e T,.
Dann ist Ap < Ker () genau dann, wenn Ap® < Ker (Y°) ist.
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Beweis. Die folgenden Behauptungen sind dquivalent: Ap < Ker (¥), Aoy = o,
oY = o, (p¥)° = 0, P°Y° = 0, A9°Y° = o, Ap° < Ker (Y°).

Satz 11. Es sei ¢ ein Automorphismus des Ringes T,. Die folgenden Behauptungen
sind dquivalent:

a) Alle linken Hauptideale des Ringes T, sind o-zuldssig.
b) Alle rechten Hauptideale des Ringes T, sind o-zuldssig.
c) Fiir jedes idempotentes Element x € T, gilt x° = x.

Beweis. a) - b). Fiir ein beliebiges ¢ € T, gilt nach der Voraussetzung (T,0)" =
= T,0° < T,0. Von der Tatsache, dass ¢ ein Automorphismus ist, folgt T,0° = T,0.
Nach der dem Satz 3 folgenden Bemerkung ist Ao’ = Ag. Wihlen wir we T,
a € Ker () beliebig. Es existiert ¢ € T, so, dass 4p = Faist. Nachdem A¢ < Ker (w)
ist, ist auch A¢° < Ker (w°). Es ist aber Ap” = Ap = Fa und a € Ker (0°), d. h. es
ist auch Ker (w) < Ker (»”). Wahlen wir umgekehrt a € Ker (w°) beliebig. Wenn
wir ¢ € T, so wihlen, dass Ap = Fa ist, dann ist auch A¢p° = Fa < Ker (®°) und
Ag =< Ker (w),d. h.esist a € Ker (w). Darum ist Ker (w°) < Ker () und Ker (0°) =
= Ker (w). Nach der dem Satz 4 nachfolgenden Bemerkung gilt T, = 0°T, =
= (wT,)" und jedes rechte Hauptideal des Ringes T, ist o — zuldssig.

b) — a). Der Voraussetzung zufolge ist (¢T,)° = ¢°T, < ¢T, und daher ist ¢°T, =
= T, fiir jedes g € T, d. h. Ker (0) = Ker (¢°). Wihlen wir beliebig w € T,. Setzen
wir voraus, dass a € Aw?, a ¢ Aw ist und wihlen wir einen Unterraum Q, so dass
Fa® Aw @ Q = A ist. Betrachten wir ferner den Endomorphismus ¢ # o, fiir
welchen Ker (¢) = Aw + Q ist. Offensichtlich ist ¢ € T,. Nachdem Aw < Ker (¢)
ist, ist auch Aw’ < Ker (¢) und dieses ist ein Widerspruch. Es gilt also Aw® £ Aow.
Setzen wir umgekehrt voraus, dass a € Aw, a ¢ Aw® ist, betrachten wir den Unter-
raum Q, fiir welchen Fa @ Aw’ @ Q = A ist und den Endomorphismus ¢ =* o, fiir
welchen Ker (¢) = A(w) + Q gilt. Dann ist ¢ € T, und Aw® < Ker (¢°) oder auch
Aw £ Ker ((p), und so ergibt sich ein Widerspruch. Also gilt Aw £ Aw’. Von den
angefiihrten Bezichungen folgt Aw = 4w’ und T,w = T,w’ = (T,w)’. Jedes linke
Hauptideal ist also ¢ — zuldssig.

a) - ¢). Es sei x € T, ein beliebiger idempotenter Endomorphismus. Da a) gilt,
gilt zugleich auch b) und es ist Ax = Ax°, Ker (x) = Ker (x°). Daher folgt schon
x = %°.

c) - a). Setzen wir voraus, dass » = x° fiir einen beliebigen idempotenten Endo-
morphismus gilt. Nach [4] ist jedes linke Hauptideal des Ringes T, durch einen idem-
potenten Endomorphismus generiert. Sei also beliebig T,x gegeben, wo x ein
idempotenter Endomorphismus ist. Dann ist (T,x)° = T,x° = T,x und a) gilt.

Satz 12. Wenn der Automorphismus o des Ringes T, die dquivalenten Bedingungen
vom Satz 11 erfiillt, dann ist dieser identisch.
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Beweis. Der Beweis kann soeben wie der Beweis des Lemmas 2, S. 231 in [1]
durchgefiihrt werden.

Satz 13. Jeder Automorphismus ¢’ des Ringes T induziert einen Automorphis-
mus ¢ des Ringes T,.

Beweis. Nachdem T, ein beiderseitiges Ideal des Ringes T ist, ist auch 7T° ein
beiderseitiges Ideal diesen Ringes. Von der Struktur der beiderseitigen Ideale des
Ringes T folgt, dass im Falle T, + T’ entweder T, < T, T° = T,. oder T® < T,,
T? = T,. gilt. Die Kardinalzahlen x,, x,., %, sind dann voneinander verschieden und
die Mengen T,, T,., T,. sind nicht dquivalent. Da ¢’ ein Automorphismus des Ringes T’
ist, gilt T, = T° und ¢’ induziert einen Automorphismus des Ringes T,.

Satz 14. Jeder Automorphismus des Ringes T, induziert einen Automorphismus
des Verbandes I1,(ITp) und umgekehrt jeder Automorphismus des Verbandes IT,(ITp)
ist durch einen Automorphismus des Ringes T, induziert.

Beweis. Es sei o ein Automorphismus des Ringes 7,. Wenn H €Il ein linker
Annulator der Menge M im Ring T, ist, dann ist H” ein linker Annulator der
Menge M° und es ist H® € IT;. Daher ist IT] < IT;. Ferner ist H° ' ein Annulator
der Menge M° ™" und es gilt H = (H°')°. Darum ist IT{ = IT;. Der Automorphis-
mus ¢ induziert einen Automorphismus G des Verbandes ¥;. Nach dem Satz 6 ist
der Verband IT, ein Unterverband des Verbandes ¥, und nachdem IT = IT, ist,
induziert ¢ auch einen Automorphismus des Verbandes IT;. Das gleiche kann fiir
den Verband II, gezeigt werden.

Es sei ¢ ein beliebiger Automorphismus des Verbandes IT;. Dem Satz 3 zufolge
kann man T, — (TVQ)'7 fir T,0 €T, schreiben. Betrachten wir nach dem Satz 5
den Isomorphismus x der Verbande IT;, Q;, welchen ist durch die Vorschrift (T,0)* =
= Tp bestimmt. Die Abbildung ¢': (Tg)’ = (T,0)’" ist dann ein Automorphismus des
Verbandes Q;. Der Vektorraum ist ein homogener total zerlegbarer Modul, der
Korper F ist ein Ring mit der Eigenschaft (V) von [3] und ein Vektorraum mit der
Dimension grosser als drei ist ein zuldssiger Modul. Fiir den Verband Q;, welcher
dem Raum A gehort, gilt also der Satz 1 von [3]. Nachdem sich der Beweis diesen
Satzes nur auf den sog. Fundamentalsatz der projektiven Geometrie stiitzt, gilt
dieser auch fiir Vektorriume der Dimension grésser als zwei. Es existiert also ein
einziger Automorphismus ¢’ des Ringes T, welcher den Automorphismus & des
Verbandes @, induziert, oder mit anderen Worten es gilt (Tp)” = (Tg)°  fiir jedes
g € T. Nach dem Satz 13 induziert ¢’ einen Automorphismus o des Ringes T, mittels
der Vorschrift ¢° = ¢° fiir jedes ¢ € T,. Fiir beliebiges w e T gilt (T,0)* = T,w":
Wihlen wir beliebig ((w)’ € (T,0)’. Dann ist (o)’ = (¢w)” = (70 und ((w)’ e
€ T,0°. Wahlen wir umgekehrt éw® € T,w?’. Dann existiert y € T,, so dass y° = &
ist und wir bekommen ¢w° = y"'0°" = (yw)” = (yo)” und also auch ((w)’ e (T,w)".
Daher ist (T,»)° = T,o". Fiir ein beliebiges H e IT, ergibt sich: H** = (T,w)”* =
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= (T,w”)* = To” = (Tw)” = (Tw)” = (T,w)™ = H™. Da x ein Isomorphismus
ist, ist H? = H° fiir jedes H e II; und der Automorphismus & des Verbandes IT; ist
durch den Automorphismus ¢ des Ringes T, induziert. Gleicherweise kann gezeigt
werden, dass jeder Automorphismus des Verbandes IT, durch einen Automorphismus
des Ringes T, induziert wird.

Folgerung 1. Die Gruppe P(I1,) der Automorphismen des Verbandes IT; ist mit
der Gruppe A(Tv) der Automorphismen des Ringes T, isomorph: Nach dem Satz 14
induziert jeder Automorphismus o € A(T,) einen Automorphismus & € P(IT;) und
die Abbildung ¢ — & ist ein Homomorphismus der Gruppe A(Tv) auf die Gruppe
P(IT,). Es sei ¢ - t, wo ¢ der identische Automorphismus des Verbandes IT ist.
Dann gilt H* = H = H° fiir jedes linke Hauptideal des Ringes T, und dieses Ideal
ist o-zuldssig. Nach dem Satz 12 ist o der identische Automorphismus des Ringes T,
und die erwigte Abbildung ist ein Isomorphismus der Gurppen P(IT;), A(T,).
Soeben kann gezeigt werden, dass die Gruppe P(ITp) der Automorphismen des
Verbandes IT, mit der Gruppe A(T,) isomorph ist.

Folgerung 2. Die Gruppen A(T), A(T,) sind isomorph und jeder Automorphismus
des Ringes T, kann in genau einen Automorphismus des Ringes T erweitert werden:
Nach der dem Satz 5 folgenden Bemerkung sind die Gruppen A(T), P(I1,) isomorph,
nach der Folgerung 1 sind dann die Gruppen A(T), A(T,) isomorph. Wenn wir die
Bezeichnung vom Satz 14 behalten, dann sind die Abbildungen o - G, ¢ — &,
¢’ — ¢’ Isomorphismen der zugehdrigen Gruppen und die Abbildung ¢ — ¢’ ist
ein Isomorphismus der Gruppen A(T,), A(T). Setzen wir voraus, dass ¢’ € A(T) den
Automorphismus y € A(T,) induziert, d. h. dass ¢° = ¢” fiir g € T, gilt. Wahlen wir
beliebig w € T,. Dann ist (Tw)” = (T,0)”™ = (T,w)™ = (T,0°)" = (Tw°) = T,0" =
= (Tw)” = To” = Tw" = T,w". Daher ist (T,0)’ = (T,0)" und (T,0)’" ' = To.
Nach dem Satz 12 ist o~ ! ein identischer Automorphismus und daher ist ¢ = 7.
Der Automorphismus o’ € A(T) ist eine Erweiterung des Automorphismus o € A(T,).
Nachdem die Abbildung o — ¢’ ein Isomorphismus der Gruppen A(T,), A(T) ist,
ist ¢’ die einzige Erweiterung des Automorphismus o.

Folgerung 3. Der Automorphismus ¢’ des Ringes T, in welchem 3° = x fiir ein
beliebiges idempotentes Element endlichen Ranges gilt, ist identisch (eine Verallge-
meinerung des Lemmas 2, S. 231 in [1]): Der Automorphismus ¢’ induziert einen
Automorphismus ¢ des Ringes T, aller Endomorphismen endlichen Ranges, wobei
%° = x° = x fiir ein beliebiges idempotentes Element » € T, gilt. Nach dem Satz 12
ist ¢ ein identischer Automorphismus des Ringes T,. Der Folgerung 2 zufolge ist
dann ¢’ ein identischer Automorphismus des Ringes T.

Satz 15. Jeder Automorphismus des Verbandes ¥, (¥p) induziert einen Auto-
morphismus des Verbandes I1,(IT p)-
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Beweis. Es sei 6 ein Automorphismus des Verbandes ¥,. Wihlen wir beliebig
H e IT;. Nach dem Satz 8 existiert H' € IT;, so dass H @ H' = T, ist und nach dem
Satz 6 ist H® @ H'?* = T,. Nach dem Satz 8 ist dann H®e IT;, d. h. I1{ ¢ II,.
Nachdem (H*™")? = H gilt, ist II3 = IT, und der Automorphismus & induziert einen
Automorphismus des Verbandes IT,. Mit Hilfe des Satzes 9 kann &hnliches auch fiir
die Verbande ¥p, IT, gezeigt werden.

Satz 16. Jeder Automorphismus des Verbandes ¥ (¥p) ist durch einen Auto-
morphismus des Ringes T, induziert. Die Gruppen P(¥.), P(¥p) der Automor-
phismen der Verbinde ¥, ¥p sind mit der Gruppe A(T,) isomorph.

Beweis. Es sei ein Automorphismus & des Verbandes ¥ gegeben. Dieser induziert
nach dem Satz 15 einen Automorphismus ¢ des Verbandes IT,, welcher ist ferner
nach dem Satz 14 durch einen Automorphismus ¢ des Ringes T, induziert. Es gilt
H? = H? = H° fiir jedes H e IT;. Wihle man beliebig J € ¥;. Dann kann man J =

= Y T,0, schreiben, wobei e.€T, Tyg,ell, ist. Nachdem ¥, ein vollstindiger
pet

Verband ist, gilt nach [2]: J? = (Y T,0,)° = Y. (T,0)° = J°. Der Automorphis-
neJ ueJ

mus & ist durch den Automorphismus ¢ des Ringes T, induziert. Wenn o € A(T,) ist,
dann induziert ¢ einen Automorphismus & des Verbandes ¥; und die Abbildung
o — G ist nach dem Satz 12 ein Isomorphismus der Gruppen P(¥p), A(T,). Der
Folgerung 1 nach sind die Gruppen P(II;), A(T,) isomorph und darum sind dann
auch die Gruppen P(I1;), P(¥,) isomorph. Soeben auch fiir den Verband ¥p.
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