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Časopis pro pěstovánf matematiky, roč. 98 (1973), Praha 

ÜBER AUTOMORPHISMEN DES ENDOMORPHISMENRINGES 
EINES VEKTORRAUMES 

FRANTISEK MACHALA, Olomouc 

(Eingelangt am 12. Mai 1971) 

Es sei A ein Vektorraum über einem beliebigen Körper F, dim A > 2. Der Ring 
aller Endomorphismen des Raumes A sei mit T bezeichnet. Als den Rang r(o) des 
Endomorphismus Q G T benennen wir die Dimension des Bildes AQ des Raumes A 
beim Endomorphismus Q. Alle Endomorphismen, deren Rang kleiner als xv ist, 
wo xv eine gewisse unendliche Kardinalzahl ist, bilden einen Ring Tv. Dieser Ring ist 
ein beiderseitiges Ideal im Ring T(vgl. [1]). 

Satz 1. Es seien Endomorphismen £, Q des Vektorraumes A gegeben und sei 
£Q G TV. Dann existieren £', Q' G TV, SO dass £Q = f'o = £0' ist. 

Beweis. Bezeichnen wir P = Af n Ker (o), wo Ker(#) der Kern des Endo­
morphismus Q ist. Wählen wir einen Unterraum ß ^ A, der in AI; komplementär 
zu P ist, kurz P © ß = A£. Dann ist ß n Ker(o) = o und dim ß = dim QQ. 
Ferner ist A£Q = QQ, d. h. dim ß < xv. 

Erwägen wir soeinen Unterraum W ^ A, für welchen W © Ker (£) = A ist. Dann 
ist W£ = A£ und man kann Unterräume U,V^Wderartig wählen, dass U£ = P, 
V£ = ß ist. Es gilt .4 = U © V© Ker (£) und jedes Element ae A kann in der Form 
a = u + v + k geschrieben werden, wobei u e U, veV, ke Ker (£) ist. Wenn man 
den Endomorphismus a mittels der Vorschrift acc = — uf angibt, dann ist Aa = P 
und daher folgt Aa ^ Ker (Q) und a# = o. Legen wir f' = f + a. Dann ist AS,' = ß , 
r(f') < xv und £' e Tv. Dabei ist {'(? = (Z + a) £ = &. 

Wählen wir den Unterraum S derartig, dass A = Ker (Q) © ß © S ist. Dann 
kann jedes Element ae A in der Form a = k + q + s geschrieben werden, wobei 
k G Ker (Q), qe Q, se S ist. Wenn man den Endomorphismus ß durch die Vorschrift 
aß = -SQ angibt, dann ist A£ ^ Ker (ß) und £/? = o. Legen wir Q' = Q + ß. Dann 
ist ae/ = go und AQ' = ßo, d. h. Q' G TV. Dabei gilt f 0' = f (e + ß) = fg. 

Satz 2. Es seien TQ, COT die durch die Elemente Q,coe T generierte Hauptideale 
des Ringes T. Dann ist TVQ = TQ n Tv, o>Tv = coTn Tv. 
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Beweis. Nachdem Tv ein beiderseitiges Ideal in Tist, gilt TVQ = Tv, coTv = Tv 

und TVQ g TQ n Tv, c0Tv = coTn Tv. Wählen wir beliebig £0 e TV. Dem Satz 1 
zufolge existiert £' e Tv derartig, dass £0 = £'.0 ist, daher also ist £Q e TVQ und TQ n 
n Tv g Tv£. Soeben zeigt man, dass auch coT r\ Tv g G)TV ist. 

Bemerkung. Wenn Q9coeTv ist, dann ist TQ = TVQ9 COT = coTv. 

Wenn man auf der Menge der Linksideale (Rechtsideale) des Ringes T üblicher­
weise die Summe It + I2 zweier Ideale und deren Durchschnitt Ix n I2 definiert, 
dann bildet diese Menge zusammen mit den Operationen n , 4- einen Verband, der 
mit <PL($P) bezeichnet wird. Nachdem T ein regulärer Ring ist, bilden die linke 
(rechte) Hauptideale des Ringes T einen Teilverband QL(QP) des Verbandes <PL(<PP)-
Ähnlicherweise kann man mit Hilfe der Operationen n , + den Verband WL(WP) 
definieren, welcher durch alle Linksideale (Rechtsideale) des Ringes Tv erzeugt wird. 
Erwägen wir die Menge aller linken (rechten) Annulatoren im Ring Tv, welche mittels 
der Inklusion teilgeordnet ist. Auf dieser teilgeordneten Menge kann üblicherweise 
die Vereinigung u und der Durchschnitt n zweier Elemente definiert werden und 
man bekommt dann den Verband iTL(iJP). Für beliebige Hl9 H2 enL(jl9 J2 ei7P) 
gilt offenbar Ht + H2<LH1\J H2(Jt + J2 <* Jx u J2). 

Wählen wir einen beliebigen Unterraum S = A und bezeichnen L(S) die Menge 
aller Q e Tv, für welche AQ = S und R(S) die Menge aller Q e Tv für welche SQ = o ist. 
Nach dem Theorem 2,8 in [4] ist die Abbildung S -* L(S) ein Isomorphismus der 
Verbandes Ä, welcher durch Unterräume in A gebildet ist und des Verbandes HL 

und die Abbildung S -> R(S) ist ein dualer Isomorphismus des Verbandes Ä auf den 
Verband HP. 

Satz 3. TVQ ist ein linker Annulator im Ring Tv für jedes Element Q e T. Es sei H 
ein beliebiger linker Annulator im Ring Tv. Dann existiert ein Hauptideal TQ 
des Ringes T, 50 dass H = TVQ ist. Der Annulator H = TVQ im Ring Tv ist genau 
dann ein Hauptideal des Ringes Tv, wenn Q e Tv ist. 

Beweis. Es sei TQ ein beliebiges linkes Hauptideal des Ringes T. Dann ist <x e TQ 
genau dann, wenn AOL ^ AQ ist. TQ ist ein linker Annulator der Menge coT9 wo AQ = 
= Ker (co) ist. Wir zeigen, dass TVQ ein linker Annulator der Menge coTv im Ring Tv 

ist. Offenbar ist (TVQ) (COTV) = 0. Wählen wir y e Tv, y(coTv) = o beliebig. Setzen wir 
voraus, dass ae A9 ayoj =f= o existiert. Nachdem Tv dicht im Ring T ist, existiert 
a G Tv, so dass (ayco) a = ayco 4= o ist und dieses liefert einen Widerspruch. Darum 
ist yco = 0, Ay = Ker [co) und y e TQ. Nach dem Satz 2 gilt y e Tv#. 

Es sei H ein beliebiger Annulator des Ringes Tv. Dann gibt es genau einen Unter­
raum S ^ A9 für welchen if = L(S) ist. Wenn wir ein Q e T erwägen, für welches 
AQ = S ist, dann ist if = Tv£. 

Es sei TVf0, Q € T ein Hauptideal in Tv, d. h. TVQ = Tvy, y e Tv. Dann ist Ay = S, 
dim.S < xv* Setzen wir voraus, dass AQ > S ist und wählen SEAQ9 S$S. Dann 
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existiert a e A9 ag = s. Da der Ring Tv dicht in T ist, existiert J e T v derart, dass 
a£ = a ist. Dann ist q%Q = s. Es existiert aber a e Tv, so dass £Q = ay und accy = s 
ist; dieses liefert einen Widerspruch. Es ist also AQ = S und demzufolge ist r(e) < xv, 
d. h. Q e Tv. 

Bemerkung. Vom Beweis des Satzes kommt hervor, dass man für einen beliebigen 
linken Annulator H des Ringes Tv die Gleichheit H = L(S) = TVQ9 WO AQ = S ist, 
bekommt. 

Satz 4. QTV ist ein rechter Annulator im Ring Tv für jedes QeT. Es sei J ein 
beliebiger rechter Annulator im Ring Tv. Dann existiert ein Hauptideal QT des 
Ringes T9 so dass J = QTV ist. Der Annulator J = QTV im Ring Tv ist genau dann 
ein Hauptideal9 wenn QETV ist. 

Beweis. Es sei gTein beliebiges rechtes Hauptideal des Ringes T. Dann ist a e QT 
genau dann, wenn Ker (Q) = Ker (a). Das Ideal QT ist ein rechter Annulator der 
Menge Tco, wo Aco = Ker (Q). Wir zeigen, dass QTV ein rechter Annulator der Menge 
Tvco ist. Offensichtlich ist (TVCO)(QTV) = 0. Wählen wir beliebig ye Tv, für welches 
Tvcoy = o ist. Dann ist coy = o, Aco ^ Ker (y) und y€QT. Zufolge des Satzes 2 ist 
dann yeQTv. 

Es sei J ein beliebiger rechter Annulator des Ringes Tv. Es existiert genau ein 
Unterraum S = A9 so dass J = R(S) ist. Wenn wir Q e Tso wählen, dass Ker (Q) = S 
ist, dann ist J = QTV. 

Es sei QTV9 Q e T ein Hauptideal des Ringes Tv. Dann existiert 7 e Tv, so dass 
QTV = yTv ist. Wenn wir S = Ker (y) bezeichnen, dann ist für jedes co e yTv Ker (y) = 

<£ Ker (co). Nach der Voraussetzung ist dim AJS = dim Ay < xv. Es sei Ker (Q) < S. 
Wählen wir se S9 s$ Ker (Q). Nachdem Tv dicht in T ist, existiert £ e Tv, so dass 
SQ£ == s# ist. Da Q^ e }>TV ist, gibt es ein a e Tv, so dass t?^ = ya gilt. Dann ist SQ£ = 
== sya #= 0 und dieses ist ein Widerspruch. Es gilt also S = Ker (Q) und dim AQ ^ 
g dim Ay9 d. h. ^ 6 Tv. 

Bemerkung. Vom Beweis ergibt sich, dass für einen beliebigen rechten Annulator J 
im Ring Tv die Gleichheit J = R(S) = QTV gilt, wobei Ker (Q) = S ist. 

Satz 5. Die Abbildungen TQ -*> TVQ9 COT-^ COTV sind Isomorphismen der Verbände 
QL, nL und QPi nP. 

Beweis. Die Abbildung TQ -+ S, wo S = AQ ist, ist nach [1] ein Isomorphismus 
der Verbände QL9 Ä und die Abbildung S -• L(S) ist ein Isomorphismus der Verbän­
de Ä, I1L. Nach dem Satz 3 ist L(S) -= TVQ und daher ist die Abbildung TQ -* TVQ ein 
Isomorphismus der Verbände QL9 JTL. 

Ähnlicherweise ist nach [1] die Abbildung coT -> S, wo S = Ker (CÜ) ein dualer 
Isomorphismus der Verbände QP9 Ä und S -• R(S) ist ein dualer Isomorphismus der 
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Verbände A,HP. Nach dem Satz 4 ist R(5) = coTv und demzufolge ist die Abbildung 
coT-> coTv ein Isomorphismus der Verbände QP,nP. 

Bemerkung. Bezeichnen wir der Reihe nach P(<PL), P(<PP), P(QL), P(QP),P(nL), 
P(nP), A(T) die Gruppen der Automorphismen der Verbände <PL, $P, QL9 QP,nL,nP 

und die Gruppe der Automorphismen des Ringes T. Nach [3] und dem Satz 5 sind 
alle angeführten Gruppen isomorph. 

Satz 6. Der Verband ITL(/7P) ist ein Teilverband des Verbandes ^ L ( ^ P ) -

Beweis. Wir wählen zwei linke Annulatoren H1,H2eHL und beweisen, dass 
Hx + H2 eJ7L, H! n H2eHL ist. Nach dem Satz 3 existieren Q, CO e T derart, dass 
# i = TVQ, H2 = Tvco ist. Nachdem T ein regulärer Ring ist, existieren y, 8 e T 
derartig, dass TQ + Tco = Ty, Te n Tco = 78 ist. Wir zeigen zuerst, dass TVQ + 
+ Tvco = Tvy gilt. Wählen wir beliebig r\ = ^Q + £2co e TVQ + Tvco. Dann ist 
rj e Tv und zugleich rj e TQ + Tco, d. h. r\ e Ty. Nach dem Satz 2 ist rj e Tvy und 
Tv0 + Tvco <̂  Tvy. Wählen wir umgekehrt ot = t;y e Tvy beliebig. Nach dem Satz 1 
kann vorausgesetzt werden, dass c; e Tv ist. Es existieren Q' e TQ, CO' e Tco, so dass 
Q' + co' = y ist. Dann ist a = {O' + £co'. Offenbar ist £o' e Tv n Tg, £co' e Tv n Tco 
und daher ist a e TVQ + Tvco. Es gilt also Tvy ^ Tvo + Tvco und Tvy = Tv£ + Tvco. 
Nach dem Satz 3 ist Tvy = H ein linker Annulator des Ringes Tv und es gilt Ht + 
+ H2 = II. Ähnlich zeigt man, dass Ht n H2 = Tvö = H' ist. Gleicherweise zeigt 
man, dass auch HP ein Teilverband des Verbandes WP ist. 

Bemerkung. Nach dem Satz 5 folgt von der Beziehung TQ + Tco = Ty die Beziehung 
TVQ u Tvco = Tvy, vom Beweis des Satzes 6 ergibt sich TVQ + Tvco = Tvy und daher 
ist TVQ u Tvco = TVQ + Tvco. Ähnliches gilt auch für die rechtem Annulatoren. 

Satz 7. Es sei H ein Linksideal des Ringes Tv. Dann ist AH ein Unterraum des 
Raumes A. 

Beweis. Jede zwei Elemente von AH können in der Form a'i', a"i" geschrieben 
werden, wobei a!, a" e A, V, i" e H ist. Bezeichnen wir mit IT das durch die Ele­
mente i', i" generierte Linksideal. Nach dem Theorem 4,4 in [4] ist H' ein linker 
Annulator. Nach dem Lemma 2,7 in [4] ist AH' ein Unterraum des Raumes A. 
Nachdem H' <> H ist, gilt a'i' ± a"i" eAH. Nachdem ferner noch AH = FAH 
gilt, ist AH ein Unterraum des Raumes A. 

Satz 8. Das Linksideal H des Ringes Tv ist genau dann ein linker Annulator, 
wenn ein Linksideal H' so existiert, dass H ® H' — Tv ist. 

Beweis. 1. Setzen wir voraus, dass H ^ Tv ein linker Annulator ist. Dann ist 
H = L(S) = TVQ, wo AQ = S ist. Wählen wir den Unterraum U£A9S@U = A 
und co e T, so dass ALco = U ist. Dann ist TQ © Tco = T und nach den Sätzen 5,6 
ist TVQ © Tvco = Tv. 
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2. Es seien Linksideale If, IT ^ Tv derartig gegeben, dass II © IT = Tv ist. 
Nach dem Satz 7 sind S = AH9 S' = 4̂IT Unterräume des Raumes A. Es existiere 
s =f= o e S n S'. Daim existieren QE H9 Q' e H'; a9a' e A[, so dass ag = a'#' = 5 ist. 
Das bedeutet, dass AQ n AQ' =t= o und L(̂ 4^ n .Ae') = Tvg n TVQ' # o ist und auch 
II n II' + o; dieses ist ein Widerspruch und darum ist S n S' = o. Wählen wir 
co, co' e T, so dass Aco = S9 Aco' = S' ist. Dann ist L(S) = Tvco, L(S') = Tyco' und 

(1) L(S n S') = Tvco n Tvco' = o . 

Es sei a 6 II. Von der Definition des Raumes S folgt, dass AOL g Aco ist. Daher ist 
Tva ^ Tvco und darum ist H ^ Tvco. Soeben zeigt man, dass auch II' ^ Tvco' ist. 
Nachdem H © II' = Tv ist, gilt auch Tvco + Tyco' = Tv. Von der Beziehung (1) 
bekommen wir dann Tvco © Tvco' = Tv und demzufolge ist II = Tyco9 IT = Tvco'. 
Die Ideale II, II' sind nach dem Satz 3 linke Annulatoren des Ringes Tv. 

Satz 9. Das Rechtsideal J des Ringes Ty ist genau dann ein rechter Annulator, 
wenn ein Rechtsideal J' so existiert9 dass J ® J' = Tv gilt. 

Beweis. 1. Setzen wir voraus, dass J ein rechter Annulator des Ringes Tv ist. 
Dann ist J = R(S) = QTV9 WO Ker (o) = S ist. Wählen wir einen Unterraum 
U = A9 S © U = A und co e T, so dass Ker (co) = 1/ ist. Dann ist QTV ® coTy = Tv. 

2. Es sei J g T ein beliebiges Rechtsideal und bezeichnen wir K(J) die Menge 
aller x e A9 für welche xJ = o ist. K(J) ist ein Unterraum des Raumes A. Setzen wir 
zuerst voraus, dass K(J) = o ist und es existiere £T 4= 0, so dass £Tn J = o gilt. 
Offensichtlich ist J 4= o. Wenn für die Rechtsideale Ii,I2 ^ T die Beziehung 
Ii © I2 = Tgilt, dann sind Ii912 Hauptideale, da Tder Ring mit einem Einselement 
ist. Es existiert also ein Hauptideal QT9 J = QT, SO dass £T® QT= Tist. Dann ist 
K(J) ^ Ker (Q)9 also K(J) =# 0, was einen Widerspruch liefert und darum ist £T= o. 
Wenn J ® J' = Jy9 K(J) = o ist, dann ist coTy = coT, coTn J = 0 für ein beliebiges 
coe J' und daher ist coTv = 0. Es gilt darum J = Ty und J = R(o). Es sei nun 
J ® J' = Tv, K( J) 4= o, K( J') # o. Es existiert soein a e J, dass Ker (a) <; K( J) + 
+ K(J') ist. Im umgekehrten Fall würde K(J) + K(J') < Ker (a) für alle a e J 
gelten, aber dieses widerspricht der Definition des Raumes K( J). Gleicherweise kann 
gezeigt werden, dass ein a' e J' so existiert, dass Ker (a') g K(J) + K( J') gilt. 
Wählen wir Q e Tv beliebig, so dass (K(J) + K(J')) Q = 0 ist. Dann ist Ker (a) = 

^ Ker (Q)9 Ker (a') = Ker (Q) und ^ 6 aTv, Q e a'Tv, oder auch Q e aTy n a'Tv. Der 
Voraussetzung nach ist J n J' = o und darum ist Q = o. Daher folgt, dass K(J) + 
+ K(J') = .4 ist. Bezeichnen wir R[K(J)] = coTv, R[K(J')] = co'Ty. Dann coTv n 
n co'Tv = o. Offenbar ist J = coTy9 J' = co'Tv und demzufolge auch coTy © co'Tv = 
= Tv und coTv = J, co'Tv = J'. 

Satz 10. Es sei ein Automorphismus a des Ringes Ty gegeben und cp,\//e Tv. 
Dann ist Acp ^ Ker (^) genau dann, wenn Acpa ^ Ker (^*) ist. 
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Beweis. Die folgenden Behauptungen sind äquivalent: Acp ^ Ker(^), Acpifr = 0, 
(pij/ = o9 (cp\j/)a = 0, cpa\pa = o, .Ap*^* = 0, ̂ (^ff

 = Ker (^ff). 

Satz 11. Es sei a ein Automorphismus des Ringes Tv. Die folgenden Behauptungen 
sind äquivalent: 

a) Alle linken Hauptideale des Ringes Tv sind a-zulässig. 
b) Alle rechten Hauptideale des Ringes Tv sind a-zulässig. 
c) Für jedes idempotentes Element xeTv gilt xa = x. 

Beweis, a) -> b). Für ein beliebiges QeTv gilt nach der Voraussetzung (TvQ)a = 
= TvQ

a
 = TVQ. Von der Tatsache, dass <x ein Automorphismus ist, folgt TvQ

a = TVQ. 
Nach der dem Satz 3 folgenden Bemerkung ist AQa = AQ. Wählen wir co e Tv 

a e Ker (co) beliebig. Es existiert cpeTv so, dass Acp = Fa ist. Nachdem Acp ^ Ker (co) 
ist, ist auch Acpa ^ Ker (coa). Es ist aber Acpa = Acp = Fa und a e Ker (co*), d. h. es 
ist auch Ker (co) = Ker (coa). Wählen wir umgekehrt a e Ker (coa) beliebig. Wenn 
wir cp e Tv so wählen, dass Acp = Fa ist, dann ist auch Acpa = Fa — Ker (coa) und 
Acp = Ker (co), d. h. es ist a e Ker (co). Darum ist Ker (co*) ^ Ker (co) und Ker (coa) = 
= Ker (co). Nach der dem Satz 4 nachfolgenden Bemerkung gilt coTv = coaTv = 
= (coTv)* und jedes rechte Hauptideal des Ringes Tv ist er — zulässig. 

b) -* a). Der Voraussetzung zufolge ist (QTv)
a = QaTv <> QTV und daher ist QaTv = 

= toTv für jedes Q e Tv, d. h. Ker (Q) = Ker (Qa). Wählen wir beliebig co e Tv. Setzen 
wir voraus, dass a e Acoa

9 a $ Aco ist und wählen wir einen Unterraum ß, so dass 
Fa ® 4̂co © Q = .4 ist. Betrachten wir ferner den Endomorphismus 9 =f= 0, für 
welchen Ker (cp) = Aco -h ß ist. Offensichtlich ist cp e Tv. Nachdem Aco = Ker (cp) 
ist, ist auch 4̂coff <: Ker ((?)) und dieses ist ein Widerspruch. Es gilt also .Aco* = Aco. 
Setzen wir umgekehrt voraus, dass a e Aco, a $ Acoa ist, betrachten wir den Unter­
raum ß, für welchen Fa © Acoa © Q = A ist und den Endomorphismus 9 + 0, für 
welchen Ker (cp) = (̂co*) + Q gilt. Dann ist cp e Tv und .Aco* ̂  Ker (<p*) oder auch 
Aco ^ Ker (<p), und so ergibt sich ein Widerspruch. Also gilt Aco — Aco*. Von den 
angeführten Beziehungen folgt Aco = Acoa und Tvco = Tvcoa = (Tvco)*. Jedes linke 
Hauptideal ist also a — zulässig. 

a) -> c). Es sei xeTv ein beliebiger idempotenter Endomorphismus. Da a) gilt, 
gilt zugleich auch b) und es ist Ax = Axa

9 Ker (x) = Ker (xa). Daher folgt schon 
x = xa. 

c) -> a). Setzen wir voraus, dass x = xa für einen beliebigen idempotenten Endo­
morphismus gilt. Nach [4] ist jedes linke Hauptideal des Ringes Tv durch einen idem­
potenten Endomorphismus generiert. Sei also beliebig Tvx gegeben, wo x ein 
idempotenter Endomorphismus ist. Dann ist (Tvx)a = Tvx

a = Tvx und a) gilt. 

Satz 12. Wenn der Automorphismus a des Ringes Tv die äquivalenten Bedingungen 
vom Satz 11 erfüllt, dann ist dieser identisch. 
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Beweis. Der Beweis kann soeben wie der Beweis des Lemmas 2, S. 231 in [1] 
durchgeführt werden. 

Satz 13. Jeder Automorphismus a' des Ringes T induziert einen Automorphis­
mus a des Ringes Tv. 

Beweis. Nachdem Tv ein beiderseitiges Ideal des Ringes Tist, ist auch Ta' ein 
beiderseitiges Ideal diesen Ringes. Von der Struktur der beiderseitigen Ideale des 
Ringes Tfolgt, dass im Falle Tv * Tv entweder Tv < Tv\ Ta' = Tv, oder Tv < Tv, 
Tv = Tv« gilt. Die Kardinalzahlen xV9 xv>, xv» sind dann voneinander verschieden und 
die Mengen Tv, Tv>, Tv» sind nicht äquivalent. Da a' ein Automorphismus des Ringes T 
ist, gilt Tv = Tv und a' induziert einen Automorphismus des Ringes Tv. 

Satz 14. Jeder Automorphismus des Ringes Tv induziert einen Automorphismus 
des Verbandes nL(np) und umgekehrt jeder Automorphismus des Verbandes ITL(ITP) 
ist durch einen Automorphismus des Ringes Tv induziert. 

Beweis. Es sei a ein Automorphismus des Ringes Tv. Wenn HeHL ein linker 
Annulator der Menge M im Ring Tv ist, dann ist Ha ein linker Annulator der 
Menge Ma und es ist Ha e HL. Daher ist i IL = i7L. Ferner ist Hal ein Annulator 
der Menge M9'1 und es gilt H = (Ha~y. Darum ist ITL = I7L. Der Automorphis­
mus a induziert einen Automorphismus a des Verbandes WL. Nach dem Satz 6 ist 
der Verband i7L ein Unterverband des Verbandes WL und nachdem JTL = I7L ist, 
induziert a auch einen Automorphismus des Verbandes i7L. Das gleiche kann für 
den Verband nP gezeigt werden. 

Es sei a ein beliebiger Automorphismus des Verbandes ITL. Dem Satz 3 zufolge 
kann man TVQ -+(TvQ)a für Tv^e/TL schreiben. Betrachten wir nach dem Satz 5 
den Isomorphismus x der Verbände iIL , QLi welchen ist durch die Vorschrift (TVQ)X = 
= TQ bestimmt. Die Abbildung ä'\ (TQ)0' -= (TvQ)ax ist dann ein Automorphismus des 
Verbandes QL. Der Vektorraum ist ein homogener total zerlegbarer Modul, der 
Körper F ist ein Ring mit der Eigenschaft (V) von [3] und ein Vektorraum mit der 
Dimension grösser als drei ist ein zulässiger Modul. Für den Verband QL, welcher 
dem Raum A gehört, gilt also der Satz 1 von [3]. Nachdem sich der Beweis diesen 
Satzes nur auf den sog. Fundamentalsatz der projektiven Geometrie stützt, gilt 
dieser auch für Vektorräume der Dimension grösser als zwei. Es existiert also ein 
einziger Automorphismus a\ des Ringes T, welcher den Automorphismus a' des 
Verbandes QL induziert, oder mit anderen Worten es gilt (TQ)° = (TQ)"' für jedes 
QeT. Nach dem Satz 13 induziert a' einen Automorphismus a des Ringes Tv mittels 
der Vorschrift Q* -= Qa' für jedes Q G TV. Für beliebiges CD e T gilt (Tvco)a = Tvof'\ 
Wählen wir beliebig (&)* e (Tvco)a. Dann ist (£co)a = (&)<*' = Za'coa' und (£co)a e 
e Tvco°\ Wählen wir umgekehrt £coa' e Tvco*'. Dann existiert y e Tv, so dass ya' = £ 
ist und wir bekommen £o/ ' == y9'co0' = (yco)*' * (yo>)a und also auch (£co)a e (Tvco)a. 
Daher ist (Tvco)a - Tvco°\ Für ein beliebiges HeHL ergibt sich: Hax = (Tvco)ax = 
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= (Tvcoa'Y = Tcoa' = (Tco)a' = (Tcof = (Tvcofx = Ha\ Da x ein Isomorphismus 
ist, ist Ha = Ha für jedes H enL und der Automorphismus ä des Verbandes 17L ist 
durch den Automorphismus G des Ringes Tv induziert. Gleicherweise kann gezeigt 
werden, dass jeder Automorphismus des Verbandes nP durch einen Automorphismus 
des Ringes Tv induziert wird. 

Folgerung 1. Die Gruppe P(HL) der Automorphismen des Verbandes I7L ist mit 
der Gruppe ^4(TV) der Automorphismen des Ringes Tv isomorph: Nach dem Satz 14 
induziert jeder Automorphismus er e A(TV) einen Automorphismus G e P(i7L) und 
die Abbildung G -• G ist ein Homomorphismus der Gruppe A(TV) auf die Gruppe 
P(nL). Es sei G -> 7, wo 7 der identische Automorphismus des Verbandes i7L ist. 
Dann gilt Hl = H = ff* für jedes linke Hauptideal des Ringes Tv und dieses Ideal 
ist cr-zulässig. Nach dem Satz 12 ist G der identische Automorphismus des Ringes Tv 

und die erwägte Abbildung ist ein Isomorphismus der Gurppen P(i7L), A(TV). 
Soeben kann gezeigt werden, dass die Gruppe P(nP) der Automorphismen des 
Verbandes HP mit der Gruppe ^4(TV) isomorph ist. 

Folgerung 2. Die Gruppen A(T), A(TV) sind isomorph und jeder Automorphismus 
des Ringes Tv kann in genau einen Automorphismus des Ringes Terweitert werden: 
Nach der dem Satz 5 folgenden Bemerkung sind die Gruppen ^4(T), P(17L) isomorph, 
nach der Folgerung 1 sind dann die Gruppen A(T), A(TV) isomorph. Wenn wir die 
Bezeichnung vom Satz 14 behalten, dann sind die Abbildungen G -» <r, ö -» G\ 
G' -> G' Isomorphismen der zugehörigen Gruppen und die Abbildung G -• G' ist 
ein Isomorphismus der Gruppen A(TV), A(T). Setzen wir voraus, dass G' e A(T) den 
Automorphismus rj e A(TV) induziert, d. h. dass Qa' = Qn für Q€ Tv gilt. Wählen wir 
beliebig co e Tv. Dann ist (Tcof = (Tvo))ax = (Tvco)ax = (Tvcoa)x = (Tcoa) = Tvof = 
= (Tco)a' = Tcoa' = Tof = Tvco\ Daher ist (Tvco)a = (Tvo*)n und (TVCÜ)^ - 1 = Tvco. 
Nach dem Satz 12 ist Gn~l ein identischer Automorphismus und daher ist G = n. 
Der Automorphismus G' e A(T) ist eine Erweiterung des Automorphismus G e A(TV). 
Nachdem die Abbildung G -> G' ein Isomorphismus der Gruppen A(TX), A(T) ist, 
ist G' die einzige Erweiterung des Automorphismus G. 

Folgerung 3. Der Automorphismus G' des Ringes T, in welchem xa = x für ein 
beliebiges idempotentes Element endlichen Ranges gilt, ist identisch (eine Verallge­
meinerung des Lemmas 2, S. 231 in [1]): Der Automorphismus G' induziert einen 
Automorphismus G des Ringes T0 aller Endomorphismen endlichen Ranges, wobei 
xa' = xa = x für ein beliebiges idempotentes Element x e T0 gilt. Nach dem Satz 12 
ist G ein identischer Automorphismus des Ringes T0. Der Folgerung 2 zufolge ist 
dann G' ein identischer Automorphismus des Ringes T. 

Satz 15. Jeder Automorphismus des Verbandes YL(Yp) induziert einen Auto­

morphismus des Verbandes J7L(/T/>)-
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Beweis. Es sei 5 ein Automorphismus des Verbandes VL. Wählen wir beliebig 
H e nL. Nach dem Satz 8 existiert H' e iTL, so dass H © H' = Tv ist und nach dem 
Satz 6 ist H9 © H'9 = Tv. Nach dem Satz 8 ist dann H9 e i7L, d. h. n9

L g i7L. 
Nachdem (H9~1)9 = H gilt, ist IIL = /TL und der Automorphismus ö induziert einen 
Automorphismus des Verbandes I7L. Mit Hilfe des Satzes 9 kann ähnliches auch für 
die Verbände *PP, UP gezeigt werden. 

Satz 16. Jeder Automorphismus des Verbandes ^ ( ^ p ) ist durch einen Auto­
morphismus des Ringes Tv induziert. Die Gruppen P(PL), P(*PP) der Automor-
phismen der Verbände *PL, WP sind mit der Gruppe A(TV) isomorph. 

Beweis. Es sei ein Automorphismus ö des Verbandes XPL gegeben. Dieser induziert 
nach dem Satz 15 einen Automorphismus ö des Verbandes I7L, welcher ist ferner 
nach dem Satz 14 durch einen Automorphismus o des Ringes Tv induziert. Es gilt 
H9 = H9 = H* für jedes H e HL. Wähle man beliebig J e PL. Dann kann man J = 
= £ TvQß schreiben, wobei Qß e Tv9 TvQß e HL ist. Nachdem *PL ein vollständiger 

Verband ist, gilt nach [2]: -/* = ( £ TvQß)
9 = X(TVO)* = Ja. Der Automorphis-

UeJ ueJ 

mus ö ist durch den Automorphismus o des Ringes Tv induziert. Wenn o e A(TV) ist, 
dann induziert o einen Automorphismus ö des Verbandes WL und die Abbildung 
<7 -• o ist nach dem Satz 12 ein Isomorphismus der Gruppen P(^L), A(TV). Der 
Folgerung 1 nach sind die Gruppen P(HL), A(TV) isomorph und darum sind dann 
auch die Gruppen P(i7L), P(*PL) isomorph. Soeben auch für den Verband WP. 
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