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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 98 (1973), Praha 

DIE LÖSUNG DER PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNG 
"xxtt = A(t, x) uxx + B(t, x) utt MIT GEWISSEN NEBENBEDINGUNGEN 

VERA RADOCHOVÄ, Brno 

(Eingegangen am 19. April 1972) 

Wenn wir bei dem Ableiten der partiellen Differentialgleichung der Längsschwin
gungen von Stäben die energetische Methode benützen und dabei die Deformation 
des Querschnittes in seiner Ebene in Erwägung ziehen, erhalten wir die Differential
gleichung der Schwingungen mit einem Korrektionsglied vierter Ordnung 

utt + a(t, x) uxxtt + b(t, x) uxx = 0, 

welche von A. E. LOVE stammt [1], 
Ist a(t, x) =t= 0, so können wir diese Differentialgleichung in der Form 

(1) -uxxtt = A(t, x) uxx + B(t, x) utt 

oder noch allgemeiner in der Form 

(2) uxxtt = f(t, x, uxx, utt) 

schreiben. 
Der Lösung und den Eigenschaften dieser Differentialgleichung für gewisse An

fangs- und Randbedingungen, sind die folgenden Absätze gewidmet. 
Wir beschäftigen uns mit der Lösung der Differentialgleichung (2), die den folgen

den Nebendingungen genügt: 
Die Integralfläche soll zwei sich schneidende Raumkurven enthalten, die über 

zwei Charakteristiken liegen, die in ihrem Schnittpunkte verschiedene Richtungen 
haben. Längs einer dieser Raumkurven werden noch die Tangenten in der Richtung 
gegeben, deren Projektion auf die fx-Ebene mit der Richtung der zweiten Charakte
ristikenschar übereinstimmt. Längs einer dritten Charakteristik, die zu demselben 
System gehört wie die, über welcher wir nur die Funktionenwerte kennen, ist noch die 
Richtung der Tangenten gegeben und zwar so, dass ihre Projektion auf die fx-Ebene 
mit der Richtung des zweiten Charakteristikensystems übereinstimmt. Diese dritte 
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Charakteristik kann entweder von den ersten zwei Charakteristiken verschieden 
sein, oder kann mit der übereinstimmen, über welcher wir nur die Funktionenwerte 
kennen. 

Die physikalische Bedeutung dieser Nebenbedingungen liegt darin, dass wir für 
einen Stab, dessen Achse mit der x-Achse übereinstimmt, den Anfangszustand und 
die Anfangsgeschwindigkeit kennen und an einem Ende des Stabes die Verschiebung 
und entweder an dem zweiten Ende, wenn die drei Charakteristiken verschieden sind, 
oder an demselben Ende, wenn zwei von ihnen zusammenfliessen, die nichtkorrigierte 
Spannung vorgeschrieben haben. 

Satz 1. Es sei die Differentialgleichung (2) gegeben. Die Funktion f(t, x, v, w) 
sei in dem Gebiete D = {a < x < ß, y < t < ö}, und für beliebige v, w stetig und 
erfülle in jedem kompakten Teilgebiete D0

 c D in Bezug auf v, w die Lipschitz-
Bedingung 

(3) \f(t, x, v2, w2) - f(t, x, vu wt)\ ^ M(\v2 - Vl\ + \w2 - w,\) . 

Ferner seien <p0(x), <Pi(*) Funktionen der Klasse C2(Ii), wobei It = {a < x < 
< ß} ist, \l/0(t), ^i(0 Funktionen der Klasse C2(I2), wobei I2 = {y < t < 5} ist, 
und die Zahlen £0 ^ ^ e / 1 } rel2 so gegeben, dass für diese Funktionen die 
Beziehungen 

(4) 9o(«a) = *O(T) , 9i(*o) = *i(t) , 9i(«i) = *i(*) , *i(*i) = *iW 

gelten. Dann hat die Differentialgleichung (2) in dem Gebiete D mindestens eine 
Lösung u = u(t, x), die längs der Charakteristiken x = E,0, x = £i9 t = T die Be
dingungen 

(5) u(x, x) = <p0(x) , ut(x, x) = (p^x) , u(t, £0) = \\/0(i) , ux(t, Q = ^(r) 

erfüllt. 

Beweis. Wir werden diesen Satz mittels des Iterationsverfahrens beweisen. 

Als erste Annäherung nehmen wir die Funktion 

(6) u0(t, x) = q>0(x) + \j/0(t) - ^0(T) + 

+ (t-*) L> i« - <Pi(Zo)~\ + (x - &) [^(f) - *-.(*)] - (x - «0) (t - T) ^ ( T ) . 

Sie erfüllt die Bedingungen (5) und gehört der Klasse C2(D). 

Wenn un-x(t, x) die (n — l)-te Näherungsfunktion ist, die der Klasse C2(D) 
gehört, so gehört der Klasse C2(D) auch die n-te Annäherung 

(7) un(t, x) = u0(t, x) + Fn-t(t, x), 
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wobei die Bezeichnung 

(8) 
ғ ' ( ' , * ) "ГГ£íľ / ('" ) t ! 'Sf , ^) d " í d д ; ' d ' i '" ' 

benützt wurde. 

Es soll nun gezeigt werden, dass die Folge der Näherungsfunktionen un(t9 x) in 
jedem kompakten Teilgebiete D0 c. D, D0 = {a0 _g x __ ß0, y0 5_ t 5_ <50}, wobei 
«o = ^o ^ <?i ^ ß(>, 7o = T = <5o ist, gleichmässig konvergiert. 

Die Funktion f(t, x, d2u0jdx2, d2u0jdt2) ist in D0 stetig, so dass |f| 5_ A ist und 
für n = 1 die folgenden Beziehungen gelten: 

M ' , x) - u0(t, x)\ __=__ — |jr — T|2 |X - €0| |x - ti\ > 

д2uy(t, x) д2u0(t, x) 

õx2 õx2 = fl<-*|2> 
d2

Ul(t, x) d2u0(t, x) 

dt2 dt2 £§.*-«•. |*-«.|. 

Wird 2K = max {2; [(/?0 — a0) + (80 — y0)]
2} gesetzt, gelten die Beziehungen 

(8) \Ul(t, x) - u0(t, x)\ _ ±AK(\t - T| + |x - £0| + |x - ^ | ) 2 , 

_ i A K ( | f - T | + | x - ^ 0 | + | x - ^ | ) 2 , 
Ő 2

M 1 

ćbc2 

õ2u0 

õx2 

Ő 2
И 1 

дŕ 
õ2u0 

дt2 
_ \AK(\t - T| + |x - č0 | + |x - ^\y. 

Wir nehmen nun an, dass für n = m die Beziehungen 

(9) |«m(*, x) - „__.(*, x)| _ A « - (|r - T| + |x - { o | + |x - £.|)2<", 
2/Vf i 2 m i ! 

\d2um d2umA 

2M (2m)\ 

Õx2 дx2 

д2чm дЧ.,.. 

õt2 Õt2 

gelten, wo M die Lipschitz-Konstante ist. Für m = 1 sind die Beziehungen (9) erfüllt, 
da sie mit den Beziehungen (8) übereinstimmen. 
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Wegen der Gültigkeit der Lipschitz-Bedingung (3) ist für n = m + 1 

|w«+i - um\ _g 

-ПľШlt ð2и m - 1 

3x\ + 
ð2u„ ő2иm_ 

ðń 
«m-l \\ 

et\ \) 
dx2 dxŁ dí2 dřj g 

ðaи, 

s é ! |^ ľ 2 м ГГ£í>- {° l + l ' !- { ' l + l ' г -* r -
. dx2 d*, d,2 d,, s ± ЄMŞ^ (|, - ,| + џ - ц +1* - ť,|)!"ł2, 

2M (2m + 2): 

J dř2 dři <; - J t J t V| ðx2 ðx2 
ð2um ð2Um-t 

dt\ dt\ 

= Ł {W^SV ~ -| + |* " M + |* - íi |) t a". 2M (2m + 2j! 

ð2um+1 д2um 

ðt2 ðt2 ~ J í o J í A I ^ 5x2 
д2um ð2um_. 

дt2 ðt2 
|dx2dx1 ^ 

A( 2 M X ) m + 1 ( i f - tl + I* - £0| + Ix - {J)2"« . 
~ 2M (2m + 2)! Vl ' ' 0 | ' 1 , ; 

Daraus folgt, dass die Folge der Funktionen 

Mn(t, X) == M0(f, X) + [Ut(t9 X) - U0(t, * ) ] + . . . + [Un(t, X) - Mn_!(r, x)] 

und die Folgen ihrer partiellen Ableitungen zweiter Ordnung nach x und t für n -+ oo 
in jedem kompakten Rechteck D0 gleichmässig gegen die Funktion u(t, x) und 
gegen ihre zweiten partiellen Ableitungen nach x und t konvergieren. 

Die Funktion u(t, x) und ihre zweiten partiellen Ableitungen nach x und t sind also 
in dem ganzen Gebiete D vorhanden. 

Aus der Beziehung (7) erhalten wir für n -> oo die Funktion u(t, x) in der Form 

f(h, *2> w**> "„) dx2 dxt dt2 dtY , 
c J f rJ . i 

woraus folgt, dass auch die vierte Ableitung uxxtt existiert und stetig ist, so dass die 
Funktion u(t, x) der Differentialgleichung (2) genügt. Aus der Beziehung (10) ersieht 
man auch, dass die Funktion u(t, x) die vorgeschriebenen Bedingungen (5) erfüllt. 

Aus der Gültigkeit der Lipschitz-Bedingung folgt nicht nur die Existenz der Lösung 
des Problems (2), (5), sondern auch die Eindeutigkeit dieser Lösung. 
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Satz 2. Unter den Voraussetzungen des Satzes 1 gibt es in D genau eine Lösung 
der Differentialgleichung (2), die die Nebenbedingungen (5) erfüllt. 

Beweis. Wir nehmen an, dass es zwei solche Lösungen u(t, x) und ü(t, x) gibt, 
die den Nebenbedingungen (5) und den anderen Voraussetzungen des Satzes 1. 
genügen. 

Für diese Lösungen muss also gelten: 

nfi fx f*Xl 

f(h, xi> uxx, Wft) dx2 dxl dt2 dtt , 
r J$oJsi 

n ti rx /»xi 

f(t2>
 x2, üxx, ütt) dx2 dxi dt2 dtt , 

c J £o J £i 

(12) u(x, x) = ü(x, x) , ux(x, x) = üx(x, x), . . . 

u(t, Q = ü(t, £0) , ut(t, £0) = üt(t, £0) , . . . 

uf(T, x) = u,(T, x) , ux(t, £t) = üx(t, £t) . 

Es genügt nun zu zeigen, dass die beiden Funktionen u(t, x) und ü(t, x) in jedem 
kompakten Teilrechteck D0 c D, das die drei Charakteristiken t = x, x = £0, 
x = £x enthält, übereinstimmen. Der Lipschitz-Bedingung gemäss ist: 

(13) \f(t, x, uxx, utt) - f(t, x, üxx, ütt)\ = M(\uxx - uxx\ -f \utt - ütt\). 

Es sei für a0 ^ x ^ ß0 entweder £ = £0, wenn |x - £0| = \x - £XJ gilt, oder 
£ = £l9 wenn |x — £0| < |x — ^ | gilt. Wir führen die Funktion 

(14) co(t, x) = (|u - u| + \uxx - üxx\ + \utt - u„|) e~£ 

ein, wobei £ = K(|x - £| + |? - T|) und K = {{J{2M)f{J{\ + 2Af) - V( 2 M ) ) ) 1 / 2 

ist, wobei M die Lipschitz-Konstante darstellt. 

Wenn wir ferner die Bezeichnung 

(15) Fxx(t, x) = I I f(t2, x, uxx, utt) dt2 dt, , 

Ftt{*> x) ^ /(*> x2> w^, u„) dx2 dxx 
JZo J«i 

einführen und mit dem Querstrich dieselben Werte für die Funktion ü(t, x) bezeichnen, 
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gilt für die Funktion co(t, x) wegen (8), (11), (12), (13), (14) und (15) die Beziehung 

co(t, x) = e~E{\F(t, x) - F(t, x)\ + \Fxx(t, x) - Fxx(t, x)\ + 

+ \Ftt(t,x)-Ftt(t,x)\}< 

C [x px i /-f p . i 
^ Me~~E } co(t, x2) eE dx2 dxt + <o(t2, x) eE dt2 dtx + 

USoJ^i J T J T 

n tl t»X /*JCl ĵ 

c»(t2, x2) eE dx2 dxx dt2 dtx l . 
T J « o J « l J 

Wenn wir \i = max o)(t, x) bezeichnen, folgt: 
(t,x)eD9 

r rt rti /•* pxi /•* r>xt 
co(l, x) ^ Me~Efi eE dx2 dxx dt2 df x + eE dx2 dxt + 

U T JT Jfr J$i J<;o J«i 
+rr><"2<" ,]sM"[^+?]"2''-

Für jeden Punkt von D0 gilt co(t, x) ^ \\i, also auch \i g ^ , woraus folgt, dass 
\x = 0 ist und damit auch co(t, x) = 0 in jedem Teilgebiete Do ist. 

Wenn die rechte Seite der Differentialgleichung (1) die Voraussetzungen des 

Satzes 1 erfüllt, gibt es in dem Gebiete D genau eine Lösung des Problems (1), (5). 
Wir befassen uns nun mit der Differentialgleichung (1), in welche 

c2 1 
(16) A(t, x) = - — , B(t, x) = — a2 

eingesetzt wird, wobei a2 4= 0, c2 gegebene Konstanten sind. Die Funktion 

f(t, x, uxx, utt) =—utt uxx 

a a 

erfüllt die Lipschitz-Bedingung in der ganzen fx-Ebene. 
Wir wählen T = 0, £0 = 0, £ t = L, so dass die Nebenbedingungen (5) die Form 

(17) w(0, x) = q>0(x) , ut(0, x) = Vl(x) , u(t, 0) = xl/0(t) , ux(t, L) = fa(t) 

erhalten, wobei q>0(0) = ^0(0), V l(0) = ^i(0), cp0(0) = ^ ( 0 ) , <?i(0) = ^i(0) ist. 
Wir nehmen ferner an, dass die Funktionen q>0(x), <P\(x), \//0(t), \l/i(t) die Voraus

setzungen des Satzes 1 erfüllen, sodass die partielle Differentialgleichung 

1 c2 

(18) uxxtt = — utt - — uxx 

ar ar 

genau eine Lösung in dem Gebiete D hat. 
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Als erste Annäherung nehmen wir die Funktion 

(19) u0(t, x) = <p0(x) + il/0{t) - i/fo(0) + t[<pt(x) - ^(O)] + 

+ x[^0)-^i(0)]- .x<?>i(^)-

Aus der Beziehung (7) erhalten wir die fc-te Näherungsfunktion in der Form 

* 1 
uk(t, x) = u0(t, x) + |>0(f) - </ro(0) - t >/r0(0)] £ —n Pm(L, x) + 

<i=i a 

+ aO.O) - î(O) - t ̂ (0)] £ - l P2B+1(L, x) + (>0(x) - <po(0) 
л=i a 

- x cp'0(L)l í ^r-£ f-YV í [*.(» - 9M -
n=i (2w)! \ a / c 

-*mii 7^r^Á-T+1+ i 14-JÍ <»o(x)éx-
n=l (2n + 1 ) ! W m=1 l a LJzm 

-'--*-'~.*»]šyFr:"')(7r+ 

+ - Í - F Í <PiW dx - P2m ^(0) -
a C LJ2m 

- ^ . ^ T f J=1L (•• ->) (£ í ) - "+ 
Jn=i (2n + 1)! \ m / \ a / 

+ ( - i r © 2 "[í í .
w , ) d ' - (^ w o ) -

+(- i r© !"a[L*' (0d ,-(S*' (o )-
-raH^r^V-M-

(2m + 1)! Jn=i a2n \ m ) ) 

wobei die Bezeichnungen 

f*2m-2 f*X2m-l 
Ci , i = 0 , 1 , 
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Г Г̂  Ctl Г^m-t 
фt(t)dt= . . . ^(j_~)d/2 m...d.2dŕ1 

J 2m J o j o Jo 
, І = 0, 1 , 

y2m m - 1 r2m-2k-l 
P2m(L, x) = — — - X ~ ~ — P2k+i(L, x), m = 1, 2, . . . 

(2m)! fc=o (2m — 2fc — 1)! 

x2m+l m-1 j2m-2k 

P2m+i(L,x)= - £ 77 — P2Jv+1(L,x), m = l , 2 , . . . 
(2m + 1)! /c=o (2m — 2fc)! 

P0(L, x) = 1 , Pi(L, x) = x 
benützt wurden. 

Durch den Grenzübergang fc -* oo erhalten wir die Lösung des Problems (18), (17) 
in der Form 

u(t, x) = xl/0(t) - ^o(O) - cpo(0) + x ih(t) + 

cf _x c£ 
+ [<Po(x) - <Po(0) - x <Po(L)] cos — + - [<^i(x) - (^(0) - x <?i(L)] sin — + 

a c a 

+ |>o(t) ~ *o(0) - t *i(0)] I - i - F 2 . + <# .(*) - *.(0) -
n=l a 

- <*i(o)] £ - ^ n P__+_ + I { 4 [ f <M*) dx -
n=i a m=i (a LJ2w 

-'-^-'--.-«]i^C+:-i)(^ 
+ 4. f [ f vA*)dx - P*« *i(°) - p--+- ^i(L)l I T^TIT. • a « U l m J » - i ( 2 n + l)! 

•C+:-I)(r+^©"[f_.'«*-^-
-(-^HI.^C+:-1)-+(-iKr»[I^d'-

t2m , / M , f2m+1 , , / A ,1 £ 1 fn + m - 1\ 1 
(2m)! (2m + 1)! J „ - i a 2 " + 1 \ m J J 

Wenn die zwei Charakteristiken x = 0 und" x = L zusammenfliessen, wenn also 
die Nebenbedingungen die Form 

(20) «(0, t) = <p0(x) ; «,(0, /) = 9l(x) ; u(t, 0) = ^ t ) ; «_(r, 0) = ^(r) 
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haben, erhalten wir die Lösung des Problems (18), (20) in der Form 

u(t, x) = cpo(0) + t q>t(0) + ^(0) + tx iAi(0) + 

+ [<PoM - <Po(fy - x 90(0)] cos - + - [q>x(x) - <px(0) - x ?i(0)] sin - + 
a c ß 

+ W O - iAo(0) - t ^0(0)] cosh - + a[*h(0 - <h(°) - t iA'i(0)] sinh - + 
a 0 

00 f 1 rr Y 2 m Y 2 m + 1 l °° ( —fr 
+.?. { p = [ b w d* - «_» ̂ 0) - ( ^ * » ] . . . ̂  • 

•t:'W+m:^-^-
_ _____ ,;(0)1 f _____ (•+ — '} (_p + 

(2m+1)! ,wJ._i(_i + l)l\. ™ / V«. 

+ (-!)"f-Y"Tf *<M*t-£rM<>)-,:'_'_.*w1-W U». (2 m) ! (2m + ' ) ! J 

IM+:'W^AL*^-
-Ü^-^™^t:'Wl 
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