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SUR LES DOMAINES DES VALEURS DES OPERATEURS
NON-LINEAIRES

JIki JARUSEK et JINDRICH NECAS, Praha
(Regu le 2. décembre 1975)

Introduction. L’object de ce travail est d’étudier la question des domaines des valeurs
des opérateurs non-linéaires de la forme 4 + B, ol A est un opérateur linéaire et B
un opérateur non-linéaire. Nous ne supposerons pas que 1’opérateur non-linéaire
soit complétement continu, comme c’est usuel dans la plupart des travaux analogues
(par ex. [2], [4], [5] [8], [9], [10]), mais au lieu de cela, nous exigerons que A et
A + B satisfassent a la condition (S) (voir Ja définition 1) pour 'opérateur A ainsi
que pour l'opérateur entier 4 + B. Cette condition nous permettra d’utiliser la
méthode d’approximation de Galerkin par des espaces de dimension finie. Pour
simplifier 'nos ecxplications, nous supposons que l'opérateur B est globalement
borné. Le cas ou B n’est pas globalement borné, mais satisfait a quelque condition
du croissement a I'infini, nous I’expliquerons dans un article indépendant. A la fin
du travail, nous allons appliquer cette théorie générale & un exemple de la théorie
des équations elliptiques. L’avantage de la méthode présentée dans ce travail consiste
dans le fait, qu’elle permet, pour les théorémes d’existence, de supposer, que ’opéra-
teur non-linéaire, qui figure dans le premier membre d’une équation, soit dépendant
aussi par rapport aux dérivées de ’ordre maximal.

Notation. Dans ce travail nous désignons le domaine d’un opérateur F par D(F)
et le domaine des valeurs par Im (F). Si F est un opérateur linéaire, les symbols Ker F
et Coker F ont leur signification habituelle. Si F est un opérateur linéaire autoadjoint
qui applique un espace de Hilbert dans lui-méme, alors Ker F = Coker F. Si M
est un sous-ensemble d’un espace de Banach, nous désignons par M la fermeture
par rapport 2 la topologie définie par la norme et par M¥ la fermeture faible de cet
ensemble. Si {u,} est une suite et  un élément de cet espace, alors ,,u, — u* désigne
la convergence par rapport a la topologie définie par la norme et ,,u, = u* la con-
vergence faible. Autrement, nous utilisons des symbols habituels dans la litérature
fondamentale (par ex. [1], [11]). De méme des citations des théorémes fonda-
mentaux de I’analyse fonctionelle (le théoréme de Mackey, de Kaplanski) tirent son
origine de cette litérature.
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Quand nous allons extraire une sous-suite convenable de la suite {u,}, nous allons
désigner cette sous-suite de nouveau par {u,}.
Drabord nous rappelons quelques notions:

Définition 1. Soit X un espace linéaire normé et soit F une application de X dans
son dual X*. Alors nous disons que F a la propriété (S) (ol F satisfait a la condition
(S)), si pour chaque suite {u,} < X telle que u, = u et lim (Fu,, u, — u) = 0 on
a u, - u, ol (.,.) signifie la dualité de X et X*. nre

Définition 2. Soient X et Y deux espaces linéaires normés et soit 4 une application
linéaire de X dans Y. Alors nous disons que A est fredholmienne, si la dimension
dim Ker 4 < + o0, Im (A) est un sous-espace fermé dans Y et dim Coker 4 < + 0.

Pour les démonstrations ultérieures, le lemme suivant, provenant de P. HESS
(voir [3]), sera de grande utilité:

Lemme. Soit X un espace de Banach réflexif et soit A une application linéaire
continue de X dans son dual, qui satisfait a la condition (S). Alors A est fredhol-
mienne. En plus, si nous définissons I'index de I'application A par ind A = dim Ker
A — dim Coker A, alors ind 4 = 0.

Maintenant nous démontrons deux lemmes qui nous permettront d’utiliser I'appro-
ximation de Galerkin:

Lemme 1. Soit X un espace de Banach réflexif et soit A une application continue
linéaire de X dans X* ayant la propriété (S). Supposons que K = Ker A et soit
X =K ® Y (somme directe). Soit & = {X,, ac U} un filtre de sous-espaces de
dimension finie qui contiennent K (le filtre est dirigé par Iinclusion). Soit i,
Pinjection de I'espace X, dans X, soit if Papplication duale de i, et soit A, =

= iYAi,. Soit enfin Y, = X, 0 Y. Alors

lim inf ( min [[A x)))=e>0.
eed  ||x|| =

xeY,
Démonstration. Il est évident qu’il suffit de démontrer I'existence d’'un nombre
7 > 0 et Iexistence d’'un F e tels que pour une suite arbitraire {X,} = & ou
Fc X, cX,c... ait lieu lim 1nf( mln “A,,(x)”) =n>0.

n>+o |x||=
Pour démontrer I'existence de cet espace, nous procéderons par contradiction.
Supposons donc que pour tout G € & il existe une suite d’espaces {X,} = {X5} < &
telle que G = X§ = X§ < ... et pour laquelle on ait

Iim inf ( min ”AG(x)") =0,
n>to x| =
xeY,,

ou A¢ = (1 )* Ai€ et ou i€ est P'injection de X& dans X. On peut donc choisir u, € Y5
de telle maniére que l[u,,“ let lim "AG(u,,)“ = 0. D’aprés le théoréme de Kaplanski,
n-+ oo
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il est possible de choisir dans la suite {u,} une telle sous-suite (désignons la de nou-

veau par {u,}) que u, — u. Il est évident que u € ¥, mais (in)* Au, — (i5)* Au (il

s’agit de la convergence faible dans un espace de dimension finie) et ||(in)* Au|| <

< | 45(u,)| pour m < n. Donc lim ||(ig)* Au,| = O pour tout nombre naturel,
n—++o

+ + o
s 4 . G. i G
C’est-a-dire que Au est une application nulle sur {J X;'; ainsi que sur Xg = U X7
i=1 i=1

Autrement dit, AG(u) = 0, oil Ag = igAig et ol ig est I'injection X dans X.
Alors si pour un espace G € & qui est arbitraire mais fixe et dont la dimension est
finie, nous définissons la famille
Mg={ueX, |u| =1, 3Xs € X, G X; =X, ucYs, igAlu) = 0},
ou le symbol ,, € ““ signifie que X est un sous-espace de ’espace X, il est évident que
Mg # 0. Le systétme {Mg, G € &} jouit évidemment de la propriété des intersections
finies, parce que Mg N Mg, > Mg, 6+ (par ,,sp* on désigne iciI'enveloppe linéaire).

Donc, grice a la précompactivité faible de la sphére, il existe # € N (Mg) et il est
Ge¥

évident que # € Y. Nous montrerons que ”ﬁ | = 1. En effet, soit E = sp (i, Ker A),

ii € My. Donc il existe une suite {v,} = M, pour laquelle v, — . Soient v, € X§

ol X sont des espaces convenablement choisis d’aprés la définition des éléments

v, € Mg. Puisque v, — i eX®, on a lim (Av,,, v, — u) = 0. Donc v, — i, lﬁ" = 1.

n—+ oo
Nous avons donc démontré que i € Y, ﬁ“ = 1. Donc, s’il deit étre Au + 0, il
doit exister nécessairement au moins un élément w e X tel que (4@, w) + 0. Soit
J = sp (i1, w, Ker 4). Alors i € My et il existe une suite {w,} = M, pour laquelle
w, — ii. Mais (4w,, w) = 0 pour un naturel n arbitraire, donc, grace a la continuité
faible de 4, on a (Aﬁ, w) = 0 ce qui est une contradiction. Le lemme 1 est démontré.

Lemme 2. Soit Wune application demicontinue qui applique un espace de Banach
réflexif X dans son dual et supposons que W jouit de la propriété (S). Soit {X,, a € A}
le filtre de tous les sous-espaces de dimension finie de I'espace X, soient i, iy les
mémes applications comme dans le lemme 1. Supposons qu’il existe une sous-
famille confinale P (nous disons qu’une sous-famille B du filtre A est confinale,
si pour tout o € W il existe un p€ P, B > a) et qu’il existe une constante positive k
de maniére que pour tout B € P il existe au moins une solution x; de I'équation
i;Wi,,x = 0 et que pour cette solution a lieu I'estimation Hxﬂ" < k qui est indé-
pendante de B. Alors il existe une solution de I'équation Wx = 0 et de plus, il existe
une suite {x,} = M = {x,, B P} telle que x, - x.

Démonstration. Définissons des familles M, = {x e M, iy Wx = 0}*. Grice
a la confinalité de la famille B, le systtme {M,, « € A} est évidemment un systéme
de familles non-vides, faiblement fermées uniformément bornées, un systéme ayant
la propriété des intersections finies. Donc, grace au théoréme de Mackey, il existe

un x, € () M,. Nous allons montrer que cet x, est une solution de I’équation Wx = 0.
e

Nous montrerons que (on, y) = 0 pour tout y e X:
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Définissons X,, = sp (X, y) et une suite {x,} = M,, N M, x, — x,. Par définition
on a: (Wx,, x, — Xo) = 0 d’ou il s’ensuit que lim (Wx,, x, — x,) = 0. Gréce 2 la
- n—+ o
condition (S), on a x, = x,, c’est-d-dire que x, est en effet la limite d’une suite
d’éléments de M. Gréce a la demi-continuité de W (Wx,, y) - (Wx,, y) a lieu. En
méme temps, par définition, on a (Wx,, y) = 0 d’ou il s’ensuit que (Wx,, y) = 0.
Maintenant nous démontrerons le théoréme principal de ce travail.

Théoréme 1. (1) Soit A un opérateur linéaire continu, autoadjoint, qui applique
un espace de Hilbert H dans lui-méme, dont le Ker A est non-trivial, et qui satisfait
a la condition (8).

(ii) Soit B un opérateur demi-continu qui applique cet espace H dans lui-méme.
Soit B en plus uniformément borné sur H — cela signifie qu’il existe une constante
¢ > 0 telle que pour un élément arbitraire x € H ait lieu HBx” < ¢. Supposons
que B a une asymptote faible a I'égrad des demi-droites de K = Ker A — cela
signifie qu’il existe une fonction réelle I'définie sur la sphére unitaire dans I’espace
K = Ker A telle que lim (B(u + tw), w) = I(w) uniformément pour w e Ker A,

t—+ o0
Hw[[ = 1 et u € H borné (on entend par la que pour tout d > 0 la convergence est
uniforme indépendamment de u par ”u“ <d).
(iii) Soit donné A + B satisfaisant a la condition (S). Alors pour he H satis-
faisant a l'une des conditions suivantes (*) respectivement (**), ou

) ~ pour tout weK |w| =1 il est (h, w) > I(w)
]w” =1 il est (h,w) < I(w)
il existe au moins une solution de I'équation (1):
(1) Ax + Bx = h.

Démonstration. L Soit K = Ker 4 et Yson complément orthogonal (Y = Im A4).
Définissons la projection orthogonale P de ’espace H sur 'espace K et la projection
orthogonale Q de I'espace H sur I'espace Y. Gidce au lemme 1, nous choisissons
Pespace Z tel que

inf { min || 4,(x)|
lIxll=1
xeHy
Définissons encore le filtre T = {H, € H, dim H, < +, H, > Z} — pour sim-
plifier écrivons aussi T = {H,, B € P}. Ce filtre est donc un sous-filtre confinal du
filtre de tous les sous-espaces de dimension finie de H. Nous pouvons énoncer les
deux propositions suivantes, concernant les éléments du filtre T:

(A) Soient A les opérateurs définis comme dans le lemme 1. En posant K, =
= Ker 4, pe P, on a Kz = K et alors Py = P/H, est la projection orthogonale
de Hy sur Ker Ay et Yy = Y n Hy est le complément orthogonal de Ker A4, et aussi
le domaine des valeurs de 'opérateur A,. Enfin Q, = Q[H, est la projection ortho-
gonale de H, sur Y.

(%%) pour tout we K

; H,> Z, H, € H et dim H, < +oo}gg>o,
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(B) Soit S, I'application réciproque de I'opérateur A, c’est-a-dire I'application,
pour laquelle D(S;) = Y, = Im (4) et pour laquelle S;4;,0p = Qp et A;Sz05 = Qp
sur Hy. Jaffirme que "S," = 2/r1 pour tout § € P. En effet, supposons au contraire
qu’il existe un f € P pour lequel “S,” > 2[n. 1l existe donc un x € Y, ” “ =1 tel

ave [5,()] > 2fn. Mais [ 4SS, = [=/1,69] < n/2. ce qui est en
contradiction avec ‘le choix de I’espace Z et du filtre T.

II. Maintenant nous allons chercher des solutions x, des équations (1%)
(1%) Agx + Bpx = ijh = h,

dans les espaces Hy, B € . Pour démontrer I'existence d’une solution de I'équation
(1) pour h € H arbitraire, il suffit, d’aprés le lemme 2, de trouver un systéme {Xz} gew
des solutions des équations (1”) telles que ”x,," < k, ou k > 0 est une constante
indépendante de B € B. Définissons I’application C, : Hy - H, par I’équation:

CP(x) = CP(u + w) = u*(x) + w¥(x),
ol u* = u*(x) = SpQy(hy — Bpx), w* = w*(x) = w — Py(hy — Bgx) e

en supposant que x € Hp, X = u + w, u = Qgx, w = Psx, ¢ est un nombre positif.
En considérant 'espace Hy de la forme Y; x K on a C§’[u, w] — [u*, w¥].

Jaffirme que x; = [u, w] est un point fixe de I'application C§” si et seulement
si x, est une solution de I’équation (1°). En effet, soit x,; un point-fixe de I’applica-
tion Cy. Alors 0 = w — w* = Py(h; — Byx,) &. Donc Qu(hy — Bgxs) = hy — Byxg
et enfin u = Sy(hy — Byxy). En effectuant I'application A4, sur la derniére égalité,
on obtient: Agxg = Agu = hg — Byx.

Si au contraire Agxs + Bgxs = hg, alors hg — Bgxg € Im A; et donc 0 =
= Py(hy — Byx). € = w — w*. Mais en méme temps h; — Byxy = Qp(hy — Byxp).
Donc Agx; = AgQpxs = Q(hy — Byxg) et en appliquant I'opérateur S; 2 cette
derniére équation, on voit que x, est un point fixe de ’application qu’).

Pour démontrer notre théoréme, il suffit de trouver un ensemble U < H convexe,
borné, fermé, 0 €Int U et tel que dans Uy = U n Hy, B € P Tapplication C(') ait
un point fixe (on doit vérifier cela pour chaque f € P). Pour démontrer l’e)ustence
de ces points fixes il suffit, en vertu du théoréme de Brouwer, de démontrer que C(‘)
appliquent ces U, dans eux-mémes. Nous allons chercher U:

Parce que nous supposons (voir la supposition (ii) de notre théoréme) que “Bx” <c
pour tout x € H et donc aussi ”B,x” < ¢ pour tout x € Hy, alors pour chaque g € B
arbitraire, x € Hg, x = u + w, u = Qgx et w = Pyx ont lieu les inégalités: “u"‘(x)“ <
< |ISs] |1Qs I1hs — Box|| = || @] (c + [|A])) 2/ n) Posons, pour abréger, g = | Q] .
e+ lh ) (2/n). Supposons maintenant que x = u + w, |u| < g. Nous estimons
w¥(x) de la maniére suivante: Hw"‘(x)"2 = (w — ePg(hy — Bgx), w — &'Py(hy —
~ Byx)) = ||w||? + &2|Py(hs — Byx)||*> — 2:¢(Py(hs — Byx), ). Comme w e K = Hy,
nous avons (Pg(hy — Bx), w) = (hg — Byx, w) = (h — Bx, w) = (h — B(u + w), w).
Ensuite (h — B(u + w), w) = g(h — B(u + (w[e) @), wle) et simultanément
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(B(s + t(wfa), w/e) = I(w[e) uniformément au sens de la supposition (i) du théore-
me 1. Si nous définissons o(w, ¢) = (h — B(u + w[g), w/o), alors en vertu de la con-
dition (*) pour h € H, nous pouvons déterminer des nombres g, azo tels que a(w, @) =
2 oo > 0pour g = gof2 > 0. Nous avons: |w*(x)[|* < |w|? + & P||2(c + |h||)2

— 200(w, @)e, car |Py(hy — Byx)|* < |P|* |hs — B‘f,x”2 < |P|? (c + Ilh , ol
Cest défini dans la supposition (ii). A]ors pour ¢ £ g = aogouP” Z(c+ ||A|)~2
et |w| = e € <300, 2o nous avons I!w* 2< “w"2 =0’<Zo

Mais pour |w| =¢0€<0,%00) et eS¢, = g0(2||P|| (c + ||h“) ! nous avons
aussi |w*(x)|? < o3, donc pour & < & = min (&, ;) I'opérateur C{ applique la
famille Uy = {x € Hy, |P4(x)| < 0o, “ Qpx| < g} dans elle-méme.

11 est nécessaire de remarquer que toutes ces estimations ne dépendent pas de
Pindex B € . Si nous posons U = {x € H, |Px| < go, |@x| < g}, nous trouvons
de cette fagon une solution pour toute équation (1") dans U et donc, en vertu du
lemme 2, nous trouvons dans cette famille au moins une solution de I’équation (1).
Le cas (**) peut étre ramené au cas (*) par la multiplication de I’équation (1) par le
nombre —1.

Remarque 1. Si {w,,..., w,} est une base orthonormale de I'espace K = Ker 4
et si InB< Y x sp{wy,...,w}, k <n, on a évidemment I(w;) =0 pour j =
=k +1,...,n et aucune des conditions (x), (**) n’est remplie pour aucun h € H.
Or, en envisageant I'espace H' = Y x sp {wy, ..., w;}, les restrictions des opérateurs
A, B, A + B aTespace H’' ont les propriétés (i)—(iii) du théoréme. Si h € H' satisfait
a une des conditions (), (**) pour I’ = I/H’, l’equation (1) Ax + Bx = h a pour
cette h au moins une solution dans I’espace H. Dans le cas spécial, ot R(B) = R(A4),
nous posons H' = Y = R(4) et le probléme a d’aprés la remarque suivante (rem. 3)
une solution pour tout h € H.

Remarque 2. On conserve les hypothéses du théoréme 1. Soit donnée pour chaque
ueH et weK = Ker 4, ]lw" =1 Pinégalité (Bu,w) > I(w) (resp. linégalité
(Bu, w) < I(w). Alors Pinégalité (*) (resp. (**)) du théoréme est la condition né-
cessaire et suffisante pour qu’il existe pour h € H une solution de I’équation (1)

Démonstration. La suffisance de ces conditions est exprimée par le théoréme 1.
Nécessité pour (+): Soit Au + Bu = h pour quelque h € H, alors (Au, w) + (Bu, w) =
= (u, Aw) + (Bu, w) = (Bu, w) = h(w) > I(w) pour chacun w € K, ”w” = 1. Le cas
(#*) est analogue.

Remarque 3. Le cas de la trivialité de Ker A: Supposons que les hypothéses
(i)—(iii) du théoréme 1. soient remplies & Pexception de la non-trivialité de Ker A
(et donc & P'exception de Pexistence d’une asymptote faible). Supposons en plus
que Ker A = {0}. Alors I'équation (1) Ax + Bx = h a une solution pour chaque
heH.

Démonstration. Nous-allons résoudre de nouveau les équations (1%) A, x +
+ B,x = h, = i*h dans un sous-espace arbitraire H, de dimension finie de I’espace H.
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Si nous choisissons ’espace Z de la méme maniére que dans la démonstration du
théoréme 1 et si nous bornons aux X, pour lesquels X, o Z, alors les opérateurs 4,
sont bijectifs. Donc les équations (1%) sont équivalentes aux équations (2%)

(29 ' x + A7 'Bx = A7 'h, .

11 suffit donc de chercher des points fixes de l'application — A4, »1(B, — h,). On
a [|A7'(Bx — hy)| = |4 (¢ + |[B]) £ (2/n) (¢ + |B]) ot les nombres 7 et ¢
ont le méme sens comme dans la démonstration du théoréme 1. Donc, si nous choi-
sissons @o = (2/n) (¢ + |h|), Popérateur A; (B, — h,) applique I'ensemble convexe
B,(0, go) = {x € H,, Hx < 0o} dans lui-méme et par l'application du théoréme
de Brouwer et grice a 'approximation de Galerkin, nous obtenons dans B(0, g,) =
= {xeH, ‘ xn < @0} au moins une solution de I'équation (1).

APPLICATIONS

Nous allons appliquer la théorie donnée & un exemple de la théorie des équations
elliptiques. La non-nécessité de la supposition de la continuité totale de I'opérateur
non-linéaire B nous donne la possibilité de supposer dans le théoréme suivant que
cet opérateur dépend aussi des dérivées d’ordre maximal.

Théoréme 2. Soit Q un ouvert borné de R" ayant une frontiére lipschitzienne I.
Soit donnée I'équation (3)

G |i|,%§k_[gaij(x) 'D"u Dipdx + Y JA:j(x) Diu .

lillil<k Jr

.Divds + Y J' D'v g(x, D'u, nu))dx + Y J‘ D'v.
J 2 lil<k Jr

lil =k

. G{(x, D'u, nau)) ds = '[ of dx + J vF ds,
2 r

ot a;;€ L(Q) pour |i| £ k, |j| £ k, 4; € L°(I) pour |i| < k, |j| < k, gd*» &> 13)
(resp. G+, &;, m;)) sont élements de espace I*(Q) (resp. I(I)), gi(x, *, *) sont des
fonctions continues par rapport a toutes les variables &, n;, |1| < k pour presque
tous x € Q, G{x, *, *) sont des fonctions continues par rapport a toutes les variables
Eis Mis |1| < k pour presque tous x € I', on n(u) signifie toutes les dérivées de la
fonction u d’ordre différent de i. Imposons les hypothéses suivantes (i)—(v):

(i) On suppose Pexistence des fonctions af € IX(Q), Af € IX(T) telles que
4 lLm g(x, &, 1) = af(x) uniformément par rapport d n, pour presque tous
it

x €, ou-x € Q est un point fixe,
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(5) lim G(x, &, m) = Af(x) uniformément par rapport & m; pour presque
Si#too

tous xerl. ,

(ii) On suppose I'existence des fonctions b; € I(Q) et B; € I*(I) telles que
l9(x, &, mi)| S bi(x) presque partout dans Q pour &, n; arbitraire,
|G(x, &, ;)| < Bi(x) presque partout dans I' pour &, n; arbitraire .

(iii) L'ellipticité uniforme de I'opérateur différentiel linéaire: On suppose qu’il

existe une constante ¢ > 0 telle que
Yoay(x) &> ¢ Y |&|? pour tout x€Q et pour tout & = (&), |i| = k.
lil.1il =¥ li[=k

(iv) La symétrie de I'opérateur linéaire:

ay(x) = a;(x) pourtous xeQ, |i|<k, |jjsk
Ai(x) = A;(x) pourtous xel, |i| <k, |j<k.

(v) La monotonie en dérivées d’ordre maximal de lopérateur non-linéaire:
Supposons que I'inégalité [g(x, &Vm) — gilx, &2, n)] [E7 = &P] 2 0 ait lieu
pour tout |i| = k, pour tout x € Q et pour un couple arbitraire des nombres réels
ED KD ot pour n, arbitraire de Iespace euclidien de dimension adéquate.

Supposons que les fonctions f € I*(Q), F € I}(I') remplissent I'inégalité (6):

(6) wa dx + J‘er ds> Y [fn‘+a?(x) Diw dx + .L‘_a,-_(x) Diw ds] +

li[Zk

+ ) [f A (x) D'wds + j A7 (x) D'w ds]
lil<k | Jr,+ ri-
pour tous w de lespace de Sobolev W 5(Q) qui sont les solutions de I'équation
linéaire
Y jaij(x) Diw Dludx + Y 'fA,.,.(x) Diw Diuds = 0,
lilLlilsk J o liLljl<k Jr

ot les familles QF, I'f qui dépendent de la fonction w sont définies de maniére
que Qf ={xeQ, D'w(x)>0}, @ ={xeQ, D'w(x) <0}, analogue I'| =
={xel, D'w(x) > 0}, I'T = {xel, D'w(x) <0}, et u est un élément arbitraire
de l'espace W, 5(Q).

Alors pour telles fonctions f, F il existe au moins une solution de I'équation (3)
dans espace W, ,(2). .

Démonstration. Définissons les opérateurs A4, B qui appliquent I'espace W; ,(£2)
dans lui-méme par les équations”

(du,0) = f‘a,j(x) DuDiv + ¥ J A,f(x) D'u Do ds

liLlilsk J @ lilLll<k Jr
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(Bu,v) = Y, J. gix, D'u,n{u)) D'vdx + Y J D'v G{(x, D'u, n(u))ds,
IHEL K] lil<k Jr
ol u, v sont deux éléments de I'espace W, ,(2).

Nous montrerons maintenant, que ces opérateurs vérifient les hypothéses du
théoréme 1:

I. L’opérateur A a la propriété (S): Soit {u,} une suite dans W, ,(®) et soit u sa
limite faible dans cet espace. Grace au théoréme de la continuité totale de I'injection
canonique de I'espace W, ,(2) dans L,(Q), on voit que la suite {u,} est précompacte
dans W,_ ,(). Alors en extrayant de chaque sous-suite de la suite {u,} une nouvelle
sous-suite convergente, celle-ci a naturellement pour limite I’élément u considéré.
Donc u, — u dans Wk-1,z(9) et, grace au théoreme des traces (tous les opérateurs
des traces sont aussi totalement continus), il suffit de démontrer que la supposition
de la condition (S) implique D'u, — D'u dans I*(Q) pour |i| = k. Mais de la forme
de 'opérateur et de la convergence intégrale des traces et des dérivées d’ordre plus
petit que k il s’ensuit:

Y J. a;; D'(u, — u) D’(u, — u)dx - 0,
liLlil=k J

alors, grace a lellipticité uniforme, nous obtenons

lim Y, J Di(u, — u)*dx =0.
2

n>+ow |i|=k
II. L’opérateur A + B remplit la condition (S): Comme on le voit dans la partie L.,
il suffit de vérifier la convergence des dérivées d’ordre maximal, mais de la sup-
position de la condition (S) et de la convergence des autres dérivées et des traces on
déduit que
lim Y j a;; Di(u, — u) D'(u,— u) dx +
2

n-s+oo |i)]7]=k

+|i|2—k Di(u, — u) [gdx, D'u,, n{(u,)) — gdx, D'u, ni(u))] dx = 0.
= 2

De Pellipticité uniforme de I'opérateur 4 et de la monotonie de I'opérateur B on
déduit que les deux sommes dans cette dernieére expression sont des nombres non-
négatifs. Donc la limite de chacune de ces expressions est 0 et en utilisant Pellitpticité
on déduit notre assertion comme dans la partie 1.

III. Nous montrerons I’existence d’une asymptote faible de 'opérateur B. Défi-
nissons pour w € Ker A:

OEP J'WD"W af (x) dx + .L‘_D"w a7 (x) dx +

+ 3 [r+D‘wA?(x) ds +J.

lij<k r

Dw A (x)ds.

69



Nous affirmons que I(w) est une asymptote faible de 'opérateur B au sens du théo-
réme 1.

Supposons au contraire I'existence des suites {t,}, {w,}, {u,} telles que #, # + o0,
W, = W, u, = u et telles que |(Bu, + t,w,), w,) — I(w,)| > n > 0 pour chaque. n.
Alors un des deux cas doit avoir lieu.

a) 11 existe y > 0 tel qu'on peut déterminer |i| < k et qu’on peut extraire des
sous-suites (nous les notons de nouveau {t,}, {w,}, {1,} de maniére que

J‘ D'w, g{x, D'u, + t, D'w,, D°u, + t, D*w,) dx —
2

- -[ D'w,ai (x) dx — j‘ Diw, a; (x)dx| =y
Qin+ Qin~

(pour tout n), ot @}, = {x € Q, D'w,(x) > 0}, 2}, = {x € Q, D'w,(x) < 0}.
b) 11 existe y > 0 tel qu'on peut déterminer |i| < k et qu'on peut extraire des
sous-suites de maniére que

J‘ D'w, G(x, D'u, + t, D'w,, D*u, + t, D*w,) ds —
r

- J‘ Diw, Af (x)ds — .[ D'w, A7 (x)ds| >y
Cin* ry

=

(pour tout n), ou I'}, = {x €I, D'w,(x) > 0}, I';, = {x € I, D'w,(x) < 0}.

Grace  P'analogie des cas a), b), nous pouvons nous occuper seulement du cas a).
Supposons donc que le cas a) ait lieu pour quelque valeur de l'index i. Grice au
théoréme de Jegorov, il existe un ensemble Q' = Q tel que mes (Q \Q)<doud
est un nombre arbitraire positif choisi d’avance de sorte que la convergence vers la

limite (4) (voir la supposition (i) de ce théoréme) est uniforme aussi par rapport 2 la
variable x, ou x € Q'. Alors nous avons:

(&)

‘[ D'w, g(x, D'u, + t,D'w,, D’u, + t,D°w,) dx —
N\Q’ -

<

- J‘ D'w, a;f (x)dx —j D'w, a;(x) dx
2 : Qin~\Q2’

int\Q’

s ([ - @0+ lare) + lareprax)”
gréce au fait que |w,| = 1.

En vertu de la continuité en mesure de la derniére expression, on peut choisir Q'
de telle maniére que cette expression est plus petite que }y. Alors:

f D'w, g{(x, D'u, + t, D'w,, D*u, + t, D°w,)dx —
o
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/ , . - 3
- f Diw, af (x)dx — '[ Diw,a; (x)dx| 2= 7v.
Qint’ Qin="’ 4
Pour simplifier nous allons désigner les ensembles @', Q%' = Qf n Q' par @, Qf.

Définissons m(c) = sup mes {x € 2, |D'u,(x)| = c} ou N est I'ensemble de tous
neN

les nombres naturels. Grice au fait que la suite {u,} est bornée, nous obtenons:
lim m(c) = 0. Définissons des familles M:

c=>+ o

M, = {x€Q, D'u(x) = c}.

En utilisant la continuité absolue du second membre de I'inégalité (A), nous
choisissons ¢, > 0 de maniére qu’ait lieu I'estimation (B):

(B) ‘ f D'w, g{x, D'u, + t, D'w,, D’u, + t, D*w,)dx —

Myu©

-—J Diw,a; (x)dx —j D'w, a; (x)dx| < Y,
Rint "nMp©o Qin~ nMpuco 4
Définissons encore pour chaque n € N et 3 > 0 des familles
Wy = {xeQ, |D'w(x)| < 9}.
Alors
(© U D'w,g{x, D'u, + t,w,, DU, + t, D*w,)dx —
Wnd
<

- J- D'w, a] (x) dx — J D'w, a; (x) dx
Qun* aW,o Qin™ OW,9

1/2

< ( j o dx)m ( L(b,(x) T ot ()] + Jar ()2 dx) <
< 8(mes ©)'/2 |b; + a | + |a7| [z -

Cette dernire expression est plus petite que 27, si § > 0 est suffisamment petit.
On a donc (D):

(D)

f D'w, g(x, D'u, + t, D'Wa> D*u, + t, D°w,) dx —
DMEo,\W S

- J‘ Diw, a; (x) dx — I Diw, a; (x)dx| =
nm + \Mn“\Wns

Y
Qin” \M, nSO\W,,8 4
Définissons maintenant des fonctions:

@ii(i) = sup {‘gl(x’ éil ni) - a?:(x)l) x € Q" éi € <€; iw)9 r’i € R‘} ’
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ound= n(n" - 1))(n - 1); le symbole <a, —oo), ou a est un nombre réel, désigne
naturellement P’intervalle (— o, a). Alors nous estimons I’expression dans le premier
membre de I'inégatité (D) par I'expression (7):

)] (mes 2)12 [0 (—co + 1,9) + O (co — 1,9)] .
Mais grace a 'uniformité de la limite (4), nous obtenons lim O (¢) = 0. Parce
§=too

que ¢ et 9 sont des constantes positives fixes et #, - + 00, la limite de I'expression (7)
est zéro ce qui est en contradiction avec I'inégalité (D). L'existence de I'asymptote
faible est donc démontrée.

Les autres conditions du théoréme 1 excepté la non-trivialité de Ker A suivent
facilement des suppositions du théoréme 2. Donc, dans le cas ou Ker 4 + {0},
Pexistence d’une solution de I’équation (3) est démontrée. Dans le cas out Ker 4 =
= {0}, nous démontrons I'existence d’une solution de I’équation (3) pour chaque
deuxiéme membre en utilisant la remarque 3.
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