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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 103 (1978), Praha

KONFIGURACE V PROSTORU 4,, ODVOZENE UZITIM
' KONFIGURACI V PROSTORU 4,

JaroMIR KRrYS, Hradec Krélové

(Doslo dne 30. ¢ervna 1976)

Uvod. V tomto &linku nejdfive vytvofime pomoci prostoru A, (afinni bodovy
prostor, jehoZ zam&feni je vektorovy prostor dimenze k nad t&lesem redlnych &isel)
jisty model prostoru 4,,. Potom odvodime konfigurace v A,,; pomoci konfiguraci
v A,. Préce je pokratovanim resp. zobecnénim praci [1] a [2].

Model 4,,,. Necht 4, = {4, Z,, &} je model afinniho bodového prostoru dimenze k
(A je neprazdnd mnoZina, Z, je vektorovy prostor dimenze k a ¢ pfifazeni, které
musi existovat mezi 4 a Z,). UvaZujme m-Slenny kartézsky soudin 4 x 4 x ...

.. A = A’, tj. mnoZinu vSech uspofddanych m-tic prvkti mnoZiny A. Stru¢n& nazna-
¢ime zdkladni mySlenky dikazu, Ze mnoZina té€chto m-tic je pfi vhodné zavedenych
operacich modelem afinniho prostoru dimenze mk. Nejdfive zavedeme oznaleni:
B=[B,B,,...B,la¥ = (%, U, ..., Un), kde Be A',Bie Aproi =1,2,...,m
UeZ, x Zy X ... x Z, (m-Clenny kartézsky soutin), #;€Z, pro i =1,2,...,m
Bod B; budeme nazyvat i-ty obraz bodu B a pravé tak vektor %, je i-ty obraz vek-
toru % pro i =1,2,...,m. V A; zvolime uspofddanou m-tici bdzi: 0, = {0,~,
Uy, Usiy ..., Uy}, proi = 1,2, ..., m. Bodu B = [By, B,, ..., B, ] pfifadime mk-tici
Cisel tak, Ze Cisla na mistech ik, ik + 1, ..., ik + (k — 1) jsou soufadnice bodu B;
v bézi O; (opét pro i = 1,2,...,m). KaZdé uspofddané mk-tici &isel (reélnych)
pfifadime bod, jeho? i-ty obraz m4 za soufadnice v O, &isla na mistech ik, ik + 1, .

., ik + (k — 1). Zfejmé tedy existuje prosté zobrazeni mezi mnoZinou A’ a mnoZi-
nou vech uspofddanych mk-tic &isel — ozna&me ji P,,. Vime, ¢ mnoZinu P,
miZeme pfi vhodném zavedeni pfislus§nych operaci uvaZovat jako aritmeticky model
afinniho prostoru dimenze mk, tj. A,;. Nyni zavedeme, 7e vektory s&itdme tak;, Ze
sefteme pfislu$né obrazy a podobné vektor a bod sedteme tak, Ze sefteme pfislu$né
obrazy. Je zfejmé, Ze uvaZované prosté zobrazeni mezi A’ a P, takto zavedené ope-
race zachovdvd a je tedy izomorfni. Lze tedy A’ uvaZovat jako model bodového
prostoru dimenze mk, jehoZ zaméfeni je vektorovy prostor dimenze mk nad t&lesem
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redlnych &isel. Oznadime: A,y = {A' = Ay X Ay X ... X Ap Zy X Zy % ... X Z;, 8}
a také struCn€ji A, = A X Ay X ... X 4.

Nyni uvaZime co vyplni resp. jak se interpretuji podprostory prostoru Ay Plati
zfejmé, Ze kazdy podprostor prostoru A4, je uspofddani m-tice mnoZin prostoru A,
(i-tou mnozinu tvofi i-té obrazy). Pfenechime &tendfi, aby dokdzal, Ze zfejm& uvaZo-
vané mnoziny jsou podprostory prostoru A,. Oznalime: 4, = [Aup Azigs o os Amin)s
kde 4, je podprostor prostoru A, dimenze s, 4;;, jsou podprostory prostoru 4,
pfidemZ prvni index, tj. j (j = 1,2, ..., m) urCuje, kterym obrazem daného 4, je 4;,,
a druhy index, tj. i, urluje rozmér podprostoru 4;;, (zfejmé p=12..m
aviak &islo i, je &islo z mnoziny {0, 1, ..., k} a &isla i, a i), kde p + p’, nemusi byt
riznd).

Pro nase udely, tj. hleddni konfiguraci, nepotifebujeme znit v§echny moZné typy
podprostorti prostoru 4,,; a proto uvazime jenom ,,pfipustné“ podprostory.

Véta 1. Ka*dou uspofddanou m-tici podprostorit [Ay;, Ay, ... A,i,.] prosto-
ru Ay, pricemz plati iy + i, + ... + i, = s, kdes <mkai,=0,1,..., k miZeme
uvaZovat jako podprostor A; < A,.

Diikaz. Zvolime-li bdzi zam&feni podprostoru Aj;, vektory %;y, U, ..., Uy,
potom zaméfeni A, mlZeme urdit vektory: (% 110,..,0), (%,,0,..., (b),
(10,0, n O) (0,830,000 0 (0 2 00, (B 30,0, .0,
o (0,0,...,0,%;,,0,...,0), (0,...,0,%,,9, (0) - (0,...,0, %_,,,, @)
0.0 0, T), B o 0, Uy (B 2 0, Uy

Zavedeme jest&: %;;, = 0 (0 je nulovy vektor 4,) pravé kdyZ i, = 0. Nyni je zfejmé,
Ze zaméfeni prostoru A je uréeno pravé i; + i, + ... + i, linedrné€ nezdvislymi
vektory a uvaZovany 4, ma dimenzi s

Konfigurace v A4,,, odvozené pomoci konfiguraci v A4,.

Ptiklad. V rovin& 4, je ddna konfigurace K typu (93, 9;) Odvodte v prostoru
= A, x A, x A, konfigurace K; pomoci konfigurace K.

Regeni I. a) Bodem konfigurace K, je uspotddani trojice bodt konfigurace K —
je jich zfejmé& 93 = 729.

b) Pfimkou konfiguracee K; je uspofddand trojice [Ay;, 4,4, A3y pnéemz
pravé jedno i, = 1 a ostatni dv€ jsou rovna nule; 4;;, je prvek konfigurace K.
Vsech pfimek K, je 9. 81 .3 = 2187, nebot v K je 9 pfimek a 81 riiznych uspofida-
nych dvojic bodii a kaZd4 pfimka muZe byt prvnim, druhym resp. tfetim obrazem.
Na kazdé p¥imce v K, leZi zfejmé& pravé tfi body z K.

c) Rovinou konfigurace K, je uspofddand trojice podprostorii konfigurace K:
[4,:; 421, Asi,), pEidemZ pravé jedno i, = 0 a ostatni dv& jsou rovny jedné. Viech
rovin v K, je 81.9.3 = 2187, nebot existuje 81 uspofddanych dvojic pfimek,
bodi je 9 a ka¥dy z nich miZe byt 1., 2., 3. obrazem. Necht [4BC, EFG, H] je rovina
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konfigurace K, jejiZ prvni obraz je pfimka obsahujici body 4, B a C konfigurace K,
druhy obraz pfimka obsahujici body E, F a G a konené tfeti obraz je jediny bod H.
Tato rovina zfejm& obsahuje t&chto dvét bodi: [4, E, H], [4, F, H], [4, G, H],
[B,E H], [B, F,H], [B, G, H], [C,E, H], [C, F, H], [C, G, H]. Dile tato rovina
obsahuje t&hto est pfimek: [4, EFG, H], [B, EFG, H], [C, EFG, H], [ABC, E H],
[ABC, F, H] a [ABC, G, H]. Toto plati zfejm& pro kaZdou rovinu.

- d) Trojrozm&rnym prostorem konfigurace K, je uspofddana trojice [A;1, 421, 43,],

tj. uspofddand trojice ptimek konfigurace K — je jich zfejmé& 9% = 729. V ka%dém
trojrozm&rném prostoru leZi 27 bodi, nebof dany trojrozmérny prostor lze napf.
vyjadfit ve tvaru [ABC, EFG, HKM] a zfejm& po&et bodi tohoto prostoru je roven
trOJnésobku poltu bodit obsaZenych v roving. Prdvé tak v tomto trojrozmérném
prostoru leXi 27 ptimek. [ABC, E, H], [ABC, E, K], [ABC, E, M], [ABC, F, H],
[4BC, F, K], [4BC, F, M], [ABC, G, H], [ABC, G, K], [ABC, G, M] a obdobn&
dostaneme devét pfimek s konstantni pfimkou EFG a pravé tak devét pfimek s pfim-
kou HKM. Z¥ejm& v kaZdém tomto prostoru leZi devét rovin.

€) Ctyfrozmérnym prostorem konfigurace K, je uspofddand trojice [Ai,l, Az
Aj,,] podprostort konfigurace K, pfi¢emZ pravé jedno i, = 2 a ostatni dvé jsou rovny
jedné. Viech uspofddanych dvojic pfimek je 81 a rovina miZe byt prvnim, druhym
resp. tfetim obrazem daného prostoru — tedy viech Ctyfrozmérnych prostori
konfigurace K; je pravé 81.3 = 243. V kaidém &tyfrozmérném prostoru leZi
81 bodi; je to devitindsobek poétu bodi leZicich v rovin&. Nechf dany &tyfrozmérny
prostor je [ABC, EFG, ABCEFGHKM]. V tomto prostoru lezi 27 pfimek s kon-
stantnim prvnim obrazem ABC, 27 pfimek s konstantnim druhym obrazem EFG
a 81 pfimek, jejichZ tfeti obraz je pfimka konfigurace K; leZi tedy v kaZzdém &tyi-
rozmérném prostoru 135 pfimek. V kaZdém &tyfrozmérném prostoru leZi pravé
devédt trojrozmé&rnych prostord — napf. v uvaZovaném prostoru [ABC, EFG,
ABCEFGHKM] leZi jeding trojrozm&mé prostory [ABC, EFG,...], kde tfetim
obrazem je pfimka konfigurace K a t&chto pfimek je pravé devét.

f) Nadrovinou konfigurace K; je uspofddand trojice [A;i,, A4, A3i,], pEiemi
pravé jedno i, je rovno jedné a ostatni dvé jsou rovny dv&€ma. Zfejmé t&chto nadrovin
je 27, nebof rovinou mitZe byt prvni a druhy obraz, prvni a tfeti, druhy a tfeti — zby-
vajici obraz musi byt vZidy pfimkou a téch je pravé devét — tedy 3.9 = 27. V nad-
roving le¥i 243 bodd, nebof je-li napf. [ABCEFGHKM, ABCEFGHKM, ABC],
potom bod leZicich v tomto prostoru a majicich za tfeti obraz bod A4 je 81 a pravé
tak je 81 bodi s tfetim obrazem v bod€ B i C. Polet pfimek obsaZzenych v daném
podprostoru je 567 a sice 81 pfimek ma4 za tfeti obraz pfimku ABC, 243 m4 za prvni
obraz pfimku a zbyvajici dva jsou body a 243 m4 druhy obraz pfimku a zbyvajici
dva jsou body. V daném podprostoru leXi celkem 405 rovin a sice 243 z nich m4 prvni
a druhy obraz pfimku, 81 m4 prvni a tfeti obraz pfimku a 81 md druhy a tfeti obraz
pfimku. Podet trojrozmérnych prostoril leZicich v nadroving je zfejm& 81 a snadno
spolitdme, Ze nadrovina obsahuje prav& 18 &tyfrozm&mych podprostord.
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Cisla na a pod hlavni diagonalou matice konfigurace K, jsme dostali v pfedcha-
zejici uvaze. Pfenechdme Ctendfi, aby ovéfil sprdvnost i ostatnich Cisel, pfi¢emiZ
nezapomeneme, Ze musi platit a,, . ay = a,. a, (je-li s < k, potom pfedchdzejici
zapis &teme: pocet s-rozmérnych prostorit konfigurace ndsobeny poétem k-rozmér-
nych podprostorti prochdzejicich danym s-rozmérnym podprostorem je roven sou-
¢inu s-rozmérnych podprostori obsaZenych v daném k-rozmérném prostoru s poétem
viech k-rozmérnych podprostorii dané konfigurace). Matice konfigurace K :

[ 729 9 27 27 271 9

3 2187 6 9 15 7

9 6 2187 3 1 5

27 27 9 729 3 3

81 135 9 9 243 2
[243 567 405 81 18 27].

Reseni II. a) Bodem, pfimkou a nadrovinou necht je v K, t4% trojice jako v K.

b) Rovinou konfigurace K, je uspofddand trojice podprostorii konfigurace K:
[Ayi,» Aziy A3, ], pFi€emZ prave jedno i, = 2 a ostatni jsou rovny nule. Uspofada-
nych dvojic bodi konfigurace K je pravé 81 a rovina miiZe byt prvnim, druhym resp.
tfetim obrazem dané roviny. VSech rovin konfigurace K, je tedy 81 .3 = 243.

¢) Trojrozm&mnym prostorem je uspofddana trojice [Ay;,, Azy,, A3;,], pEiSemZ
pravé jedno i, = 0, pravé€ jedno i, =1 a pravé jedno i, = 2. Zvolime-li napf.
rovinu jako prvni obraz, dostavame 81 .2 = 162 riiznych trojrozmérnych prostori;
konfigurace K, obsahuje celkem 162 .3 = 486 navzajem riiznych trojrozmérnych
prostori. .

d) Ctyfrozm&rnym prostorem konfigurace K, je uspofddana trojice [A14, 42450
Aj;,], ptiGemZ pravé jedno i, = 0 a ostatni jsou rovny dvéma. Zfejmé& viech téchto
prostori je 27.

Dostali jsme ¢isla na hlavni diagonale matice konfigurace K, a pfenechime &tenafi
ovéfeni spravnosti ostatnich ¢isel matice konfigurace K,:

| 729 9 3 18 3 97
3 2187 1 8 2 7
9 9 243 6 2 6
27 36 3 486 1 4
81 162 18 18 27 3

243 567 54 72 3 21].

Reseni IIL. Bodem, pfimkou, rovinou a nadrovinou v konfiguraci K3 necht je
taZ trojice jako v konfiguraci K;. Trojrozmé&rny a &tyfrozmérny prostor v konfigu-
raci K; necht je taZ trojice jako v konfiguraci K,. Snadno zjistime, %e konfigurace K,
ma matici:
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1729 9 27 18
\ 3 2187 6 8
‘ . 9 6 2187 2
’ 27 36 9 486
81 162 81 18 27
1243 567 405 72 3 27]

—_ e N W

Redeni IV. Necht v konfiguraci K, je rovina a trojrozmérny prostor taZ trojice
jako v konfiguraci K, a ostatni prostory jsou stejné jako v konfiguraci K. Dosta-
vame:

1729 9 3 18 27
3 2187 1 8 15

9 9 243 6 9

27 36 3 486 3
81 135 9 6 243
1243 567 54 72 18 27/

[ NS S NN e

Na pfedchdzejicim pfikladé jsme si ovéfili, Ze zcela jednoduchym (avsak hodné
pracn)"m) zplisobem miiZeme pomoci konfigurace v 4, odvozovat konfigurace v Ag.
Dile jsme vidéli, Ze dostdvame celou fadu moZnosti pro volbu ,,pfipustnych* pod-
prostorfi. Je¥t& poznamendme, Ze nelze volit vSechny moZné kombinace, napf.
étyfrozmérny prostor jako v konfiguraci K,, ostatni jako v konfiguraci K,, nebof
zvoleny &tyfrozmérny prostor neobsahuje Zidny trojrozmérny prostor.

Jedno z moZnych pokradovani tohoto &ldnku by bylo (tak jako v [2]), zcela
obecn€ k dané konfiguraci najit matice pfisluSnych konfiguraci. Pfedchdzejicim
pﬁkladem jsme ukdzali, Ze tato prace by byla znaéné€ rozsihld a proto ukonéime
tento &4nek obecnou vétou.

Vita 2. Necht’ existuje v prostoru A, konfigurace K. V prostoru A, = A, x
X Ay X ... X A, uvaZujme mnoZinu podprostori, pro které plati:

1. JestliZe A; patfi uvafované mnofiné, potom A; = [Ayi, Azip - s Amin)s
pficemZ Ay, eKaij +i, + ... +ip=j.

2. Necht A; a A jsou dva razné podprostory uvaZované mnoZiny a Aj =
= [4,i, A2ips - Apir, ], POtom v souctu iy + iy + ... + i,, lze provést zdménu
scltancii tak, %e plati iy = i}, i, = i}, ..., ip = ij,.

3. KaZdy podprostor uvaZované mnoZiny md vlastni podprostory vSech dimenzi
ndleZejici dané mno%iné.

V.i‘echny podprostory s pFedchdzejicimi vlastnostmi uréuji konfiguraci (oznadme
JiK,) v prostoru Ay = Ay X A; X ... X A,
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Dukaz. Je tieba dokézat, Ze kazdy s-rozmérny podprostor mnoziny K je incident-
ni vZidy s tymZ poétem k-rozmérnych podprostorid mnoZiny K;. KaZdy s-rozmérny
resp. k-rozmérny podprostor konfigurace K je uspofddana m-tice jistych podprostori
konfigurace K. V konfiguraci K plati, Ze kaZdy s'-rozmérny podprostor je incidentni
s tymZ poétem k'-rozmérnych podprostori. Z naseho pfikladu a pfedchazejici uvahy
je vidét, Ze polet s-rozmérnych podprostorti K; incidentnich s k-rozmérnym pod-
prostorem K; vypo¢teme tak, Ze budeme vhodn& ndsobit a s¢itat &isla matice konfi-
gurace K. Z vlastnosti 2) plyne, Ze podet t&hto s-rozmérnych podprostorit incident-
nich s danym k-rozmérnym podprostorem bude vZdy stejny.
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Zusammenfassung

KONFIGURATIONEN IM RAUM 4,,, DIE MIT HILFE
DER KONFGURATIONEN IM RAUM 4; HERGELEITET SIND

JAROMIR KRYS, Hradec Kralové

Sei A, = {4, Z,, ¢} ein Modell eines affinen Punktraumes der Dimension k. Das
m-gliedrige kartesische Produkt A’ = A x 4 X ... X' A kann man als ein Modell
des Raumes A4,,, d. h. des affinen Punktraumes der Dimension mk untersuchen. Ein
Unterraum des Raumes A, ist ein geordnetes m-tupel der Unterrdume des Raumes
A,. Es sei K eine Konfiguration in 4;. Dann kann man die Konfigurationen K;
in A, herleiten, wobei die Unterrdume der Konfigurationen K; passend gewihlte
geordnete m-tupel der Unterrdume der Konfiguration K sind. Wenn diese Ergebnisse
fiir ein Modell gelten, dann gelten sie fiir alle, d. h. die erwédgten Konfigurationen
existieren im affinen Raum gegebener Dimension. ’
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