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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 104 (1979), Praha

VERBANDE VON KERNEN DER ABBILDUNGEN,
DIE ORTHOGONALTREU SIND¥*)

ZDENEK ROZENSKY, Praha

(Eigegangen am 16. Juli 1976)

Dem Andenken an Prof. Jikf FABERA gewidment

1. EINFUHRUNG

In der Arbeit [2] studiert J. HAVRDA Mengen mit einer Relation, welche die iibli-
chen Eigenschaften der Orthogonalititsrelation besitzt. Diese Relationsstrukturen
entstanden aus der konkreten Situation in Vektorrdumen mit einem Skalarprodukt.
Eine natiirliche Analogie von unitiren Abbildungen sind dann die Abbildungen,
welche orthogonaltreu sind (diese Abbildungen bezeichnen wir im Weiteren als
Orthoabbildungen). .

Die Klasse von Mengen mit Orthogonalitit (Objekte) gemeinsam mit Ortho-
abbildungen (Morphismen) bilden eine Kategorie. Im vorliegenden Artikel méchten
wir fiir diese Situation das von T. STURM in [10] formulierte Programm realisieren,
welches fiir den Fall der Kategorie geordneter Mengen und isotoner Abbildungen
in den Arbeiten [5— 8] gestellt und geldst wird.

Es sei eine Kategorie ) gegeben, derer Objekte, z. B. irgendwelche algebraische
Systeme, und derer Morphismen alle iibliche Homomorphismen unter den Objekten
sind (siche [3], Seite 49). Ist o ein X -Objekt, dann ist die 2-Kongruenz auf & so
eine Aquivalenz auf der Trigermenge &, die als Kern**) von irgendeinem aus &/
gehenden X "-Morphismus angesehen werden kann.

Es ist nétig eine Charakterisation derjenigen Aquivalenzen auf den Trigermengen
der X"-Objekte anfiihren, die "-Kongruenzen sind. Weiter ist es nétig, die Analogien
der Sitze iiber den Isomorphismus zu formulieren. Ordnet man das System aller
X -Kongruenzen auf dem gegebenen #™-Objekt durch die Inklusion, dann braucht
man die Eigenschaften dieser geordneten Menge zu untersuchen.

Meinen Berufskollegen Dr. Teo Sturm und Doz. Dr. Jan Havrda bin ich fiir
zahlreiche Ratschlige und Anregungen dankbar.

*) Die Arbeit entstand in einem an der elektrotechnischen Fakultit der TH Prag von Prof.
Jikt FABERA geleiteten Seminar iber mathematische Grundlagen der Quantentheorien.

**) Unter dem Kern der Abbildung f: X— Y verstehen wir eine Aquivalenz ker f =ptf-1/s

d. h. fir x, y € X gilt (x, y) € ker f genau dann, wenn f(x) = f(») ist, siche auch [1], Kap. I, § 3.
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2. GRUNDEIGENSCHAFTEN VON ORTHOKONGRUENZEN

2.1 Bezeichnungen und einleitende Bemerkungen. a) Ist X eine Menge und r eine
bindre Relation, dann bezeichnen wir mit dem Symbol (X, r) eine Relationsstruktur
mit der Tragermenge X, auf der die binire Relation r n (X x X) betrachtet wird.

Weiter definieren wir fiir das Relationssystem (X, r) eine Relation r':ist Y, Z e
€ exp X, dann gilt Yr’' Z genau dann, wenn Y = Z = Qist, oder wenn ye Yund ze Z
so existieren, dass y r z gilt. Es ist klar, dass r’ eine bindre Relation auf exp X ist.

Den Kern ker f einer Abbildung f: X — Y definieren wir im Sinne der Bemerkung
unter dem Strich auf Seite 134. Das Symbol (x, y) bedeutet die gewdhnliche Bezeich-
nung des geordneten Paares. Bei der Bezeichnung der Inklusion unterscheiden wir
die Symbole = und <.

Mit dem Symbol E(X) bezeichnen wir die Menge aller Aquivalenzen auf der
Menge X. Ist o € E(X), dann ist idy < 0, wo idy = {(x, x); x € X} die Identitit auf
der Menge X bedeutet, es gilt 6™! = g, 60 < ¢ und ¢ € X x X. Der Aquivalenz
o € E(X) ordnen wir die sogenannte natiirliche Abbildung nat ¢ : X — X/o folgen-
dermassen zu: ist x € X, dann existiert ein einziges Element Ye X /cr, so dass xe Y
ist, und dann ist nat ¢(x) = Y. Die Bezeichnungen sind gebrauchlich — siehe [1],
Kap. I, § 3.

b) Nach [2] nennen wir die binire Relation L, welche auf einer nichtleeren
Menge Q definiert wird, die Orthogonalitdt genau dann, wenn es gilt:

1. x Ly=y 1 x fiir jedes x, y e Q,

2. in der Menge Q existiert ein Element o (das sogenannte Nullelement), so dass
o L x fiir jedes x € Q gilt,

3. fiir kein Element 0 + x € Q gilt x L x.

Wird auf einer Menge 2 die Orthogonalitit definiert, dann nennen wir die Abbil-
dung f:Q — Q eine Orthoabbildung (oder auch Orthohomomorphismus, bzw.
1-Abbildung) genau dann, wenn die Implikation (x, ye @, x L y) = f(x) L f(y)
(siehe auch [4]) gilt.

¢) Das Trippel (2, 1, 0) bezeichnet ein algebraisches System im Sinne von [3]
mit einer bindren Relation und mit einer Nulloperation. Die Orthoabbildung ist
nach der angefiihrten Definition offenbar ein Homomorphismus dieser algebraischen
Systeme (siche [4], Bemerkung 4.2; deshalb verwenden wir auch den obenangefiihrten
Termin Orthohomomorphismus). Anstatt von (2, L, o) schreiben wir weiter nur
(@, L) und nennen (£, 1) eine Menge mit Orthogonalitdt.

2.2 Definition. Orthokongruenz auf einem System (@, L) wird soeine Aquivalenz
o € E(Q) genannt, fiir welche eine Menge mit Orthogonalitit (©,, L,) und eine
Orthoabbildung f : 2 — 2, aus (2, 1) in (2, 1,) so existieren, dass ¢ = ker f gilt.
Das System aller Orthokongruenzen auf der Menge Q bezeichnen wir mit L(, .L).
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2.3 Satz. (Charakterisation der Elemente aus L(2, 1)). Die Aquivalenz o € E(Q)
is genau dann ein Element aus L(Q, 1), wenn die Bedingung

(1) (XeQlo und 0¢ X) = (Vx,yeX:x Ly)
gilt. Offensichtlich ist L(Q, 1) < E(Q).*)

Beweis. Die Inklusion (2, 1) = E(Q) folgt unmittelbar von der Definition des
Systems L(, L).

I. Die Aquivalenz o erfiille (1). Auf Q[o definieren wir fiir X, Ye Qfo:
X1, YeX1Y,

d.h L, = 1'n(Q).

Es sei X, Ye QJo, X 1, Y. Dann existieren x € X, y € Y, so dass x L y gilt (es ist
Q =+ 0, woraus sich ergibt, dass X, Y # 0 ist). Dann ist auch y L x und daraus folgt
Y 1, X, d. h. die Relation L, ist auf 2/o symmetrisch. Es sei X € 2/, 0 ¢ X, woraus
nach (1) X £’ X folgt und daher ist X [, X.

-Ist 0 € X € Q[o, dann gilt

olo=X1'X=>X1X.

(Die Rolle von o in (2[s, L,) spielt dasjenige X € Q/o, fiir welches o € X ist. Dieses X
bezeichnen wir o,: fiir alle Ye Qo ist offenbar Y L, 0,, denn es ist Y = @, und fiir
alle ye Yist y L o). Also ist (?/o, L,) eine Menge mit Orthogonalitit.

Wir zeigen jetzt, dass die. Surjektion nato :Q — Q[o eine L-Abbildung aus
(@, 1) auf (Q/o, L,) ist. Sind x, ye 2, x L y, dann ist nat o(x) L’ nat o(y), d. h.
nat o(x) L, nat o(y). Es ist ker nat ¢ = ¢ und nach der Definition von L(@, 1) gilt
o =kernatoe L(Q, 1).

II. EsseioeL(Q, L)und X € Q/o, 0 ¢ X. Esist o € L(Q, L) und deswegen existiert
die Menge mit Orthogonalitét (,,1,) und die L-Abbildung f : @— Q, aus (2, L)in
(Q,, 1,), so dass o = ker f ist. Die Behauptung (1) beweisen wir durch einen Wider-
spruch. Existieren x, y € X so, dass x L y ist, dann gilt f(x) L, f(y). Esistx, ye X e
€ Rfkerf, d.h. x kerf y, oder mit anderen Worten ist f(x) = f(y). Folglich ist f(x) L
1 f(y) = f(x), woraus sich ergibt, dass f(x) = o, ist (o, ist das Nullelement in
(2, 1,)). Fiir die .L-Abbildung f ist f(0) = 0, = f(x). Daraus folgt die Implikation

okerfx<oeX,

welche der Voraussetzung o ¢ X widerspricht.
Also fiir alle x, y € X € Qo gilt: ist 0 ¢ X, dann ist x L y, d. h. es gilt (1).

*) Die Bedipgung (1) ist offenbar logisch dquivalent mit folgender Forderung:
Vxe/o)(Vx,yeX)(x Ly=>0eX).

Diese Forderung verwenden wir oft anstatt von (1).
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2.4 Bemerkung. a) Ist ¢ € E(Q) eine Aquivalenz auf Q, dann definieren wir o,
= nato(o) und 1, = 1’ n (Q[o)%.

b) Im Teile I des Beweises vom Satz 2.3 haben wir unter Anderem gezeigt, dass
(@fs, L,) fiir o € L(Q, L) eine Menge mit Orthogonalitit ist und o, ihr Nullelement;
dabei nat ¢ : Q - Qo ist eine L-Abbildung aus (2, 1) in (2/o, L,).

¢) Den Satz 2.3 kann man auch folgendermassen formulieren: die Relation o €
€ L(®, 1) gilt genau dann, wenn (2/, 1,) eine Menge mit Orthogonalitat ist.

2.5 Satz. Es sei o € E(Q) und L, eine Orthogonalitdtsrelation auf Q[e. Dann
gilt:

1. Ist nato : Q —» Qo ein Orthohomomorphismus aus (?, L) auf (2[s, 1,),
dannistoeL(Q, L)und L, = 1,.

2. Ist 1, 1y, dann ist ce L(Q, L) und nato : Q - Q[o ist ein Orthohomo-
morphismus aus (2, 1) auf (2o, 1,).

3. Ist 6e L(Q, 1), dann ist L, = N{Ll,:nate:Q - Qo ist ein Orthohomo-
morphismus aus (Q, 1) auf die Menge mit Orthogonalitdt (2|o, 1,)}.

Beweis. 1. nat ¢ : Q —» Qo ist ein Orthohomomorphismus aus (2, 1) in (2/s, L,),
und deshalb ist 0 = kernatoe L(, 1). Sei X L, Y. Dann gibt es x€X, yeY,
so dass x L y gilt; nat o : Q —» Qo ist ein Orthohomomorphismus und daher folgt,
dass X = nato(x) 1, nato(y) = Yist. Also gilt 1, = 1,.

2. (2/o, 1,) ist eine Menge mit Orthogonalitit und esist L, = 1,. Esseix, y e Q,
x L y. Daraus ergibt sich nat 6(x) L’ nat o(y), woraus nat o(x) L, nat o(y) folgt.
Da 1, c 1, ist, folgt daher ferner, dass nat o(x) L, nat o(y) ist, d. h. nat ¢ ist ein
Orthohomomorphismus aus (2, 1) auf (2/s, L,). Daraus ergibt sich ¢ = ker nato €
e (@, 1).

3. Wir bezeichnen:

K, = {1,:(Q[s, L,) ist eine Menge mit Orthogonalitit, nat ¢ : Q - Qo ist L-
Homomorphismus aus (2, 1) auf (Q/s, L,)}.

Esist o € L{Q, 1) und deshalb gilt nach Absatz2.4b 1,€K,; also ist NK, < L,.

Nach der Behauptung 2.5.1 ist 1, = L, fiir alle 1, €K, und demzufolge gilt
auch die Inklusion 1L, = NK,.

2.6 Satz. Es sei (2, L,) eine Menge mit Orthogonalitdt und f:Q — Q, ein
1-Homomorphismus aus (?, 1) in (2,, L,). Fiir 0 € L(Q,, 1,) definieren wir
J-40) = U{U-X) : X e 2,fa}
Dann ist f_,(¢) € (R, L) und ker f < f_,(0).
Beweis. Unmittelbar aus der Definition der Aquivalenz auf Q folgt, dass f_ J(0)e
€ E(Q) ist. Es sei Ye Q[f_,(c) und o ¢ Y. Dann existiert genau ein Element X € Q, o,
so dass Y = f_,(X) ist; aus den Relationen o ¢ Y und o, = f(o) folgt, dass o, ¢ X

ist. Es sei y;, y,€Y; ist y; L y,, dann ist auch f(y,) L f(y,) und dabei ist f(y,),
f(y:) e X € Q|o, 0, ¢ X. Aber das ist nach dem Satz 2.3 -ausgeschlossen, denn es ist
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o€ L(Q,, 1,) und die Aquivalenz f_,(0) erfiillt also die Bedingung (1) des Satzes
2.3,'d. h. es ist f_,(¢6) e L(?, L). Es sei (x, y)eker f. Dann ist f(x) = f(y). Die
Relation ¢ ist eine Aquivalenz auf Q,, und es existiert also genau ein Element X €
€ 2,0, fiir welches f(x) = f(y) e X gilt. Dann gilt aber (x, ) € (f-1(X))? < f-2(0),
womit die Inklusion ker f < f_ (o) hergeleitet ist.

2.7 Satz. (Kanonische Zerlegung des .-Homomorphismus, eine Analogie des
sogenannten ersten Satzes iiber den Isomorphismus.)

Es sei f: Q2 — Q, eir L-Homomorphismus aus (Q, L) in die Menge mit Ortho-
gonalitdt (24, 1,). Dann ist die Abbildung

f' = natker f: Q — Qfker f

ein surjektiver L-Homomorphismus aus (Q[L) auf (Q[ker f, L,..,), die durch die
Vorschrift

(X eQfker f, xe X) = (f"(X) = f(x))
definierte Abbildung
[ Qfker f - f(Q)

ist ein bijektiver L-Homomorphismus aus (Q[kerf, L,..,) auf (f(Q), L,), die
Abbildung

ST =idgg f(Q) > 2
ist eine L-homomorphe Insertion von (f(Q), L,) in (24, 1,).

Dabei gilt f = f"f"f". :

Beweis. Nach der Voraussetzung iiber die Abbildung f:Q — Q,, ist ker fe
e (2, 1) und es gilt folglich die Behauptung iiber die Abbildung f’: Q — Q/ker f
nach der Bemerkung 2.4b.

Die Abbildung f” : Q[ker f — f(RQ) ist offensichtlich korrekt definiert (der Funk-
tionenwert f”(X) hangt von der Wahl des Representanten x e X nicht ab) und
offensichtlich ist sie eine Bijektion. Es sei X, Ye Q/ker fund X L,.,, Y. Dann existie-
ren solche Elemente x € X und y € Y, dass x L y gilt (siehe die Bemerkung 2.4, es ist
namlich 1,.,, = 1’ n (Q[ker f)?) und es ist also auch f(x) L, f(y). Davon und aus
der Definition von f” ergibt sich, dass auch f"(X) = f(x) L, f(y) = f"(Y) ist, d. h. f”
ist ein L-Homomorphismus aus (Q2/ker f, L,.,,) auf (f(Q), 1,).

Die Behauptung iiber f” und die Gleichheit f = f"f"f’ sind klar.

2.8 Satz. Es sei f:Q — Q, ein L-Homomorphismus aus (2, L) in eine Menge
mit Orthogonalitdt (24, L,). Ist 0 € L(Q, 1) und gilt die Inklusion ¢ < ker f, dann
existiert genau ein L-Homomorphismus g : Qo - 2, aus (Qfs, L,) in (2, L,),
der die Bedingung f = g nat o erfiillt.

Beweis. Unter den angefiihrten Voraussetzungen existiert genau eine Abbildung
g : Qo - Q,, fiir welche f = g nat o gilt (siche z. B. [1]). Wir zeigen, dass g ein
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1-Homomorphismus ist. Es sei X, Ye Qo und X 1, Y. Dann existieren Elemente
xeX und y € Yso, dass x L y ist. Esist g(X) = g(nat o(x)) = (g nat o) (x) = f(x) L,
1, f(y) = (g nat o) (y) = g(nat o(y)) = g(Y), denn f:Q — Q, ist ein .L-Homo-
morphismus. Also folgt fiir X, Ye Q[o von der Relation X 1,Y g(X) L, g(Y),
d.h. g : Q[ —» Q, ist ein Orthohomorphismus aus (2o, L,) in (2, L,).

2.9 Symbolik. Wir erinnern an die folgende liufige Konvention. Sei ¢, o € E(R)
und ¢ € o. Fiir X, Ye Q[ definieren wir X oo Y genau dann, wenn die Elemente
x € X, y € Yso existieren, dass x ¢ y gilt.

Die Relation og ist eine Aquivalenz auf der Faktormenge Q/o.

2.10 Satz. (Eine Analogie des sogenannten dritten Satzes iiber den Isomorphismus).
Es sei g, aeL(Q, 1) und ¢ = 0. Dann existiert genau ein surjektiver L-Homo-
morphismus h : Qo —» Qo aus (Qe, L,) auf (Q[s, L,) und ein bijektiver L-

Homomorphismus k' : (Q[o)/(c]e) - (2[c) aus (2/e)/(cle), (Lo)ese) auf (@o, L,)
so, dass das Diagramm auf der Abb. 1 kommutiert.

natp Q/p nat (cp)
(Qp)/lelp)
nate- |k (i
Qb Abb. 1.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass ((2/e)/(c/e), (L,)./,) eine Menge mit Orthogonali-
tit ist. Es sei 2 € (2[¢)/(c/e) und %(L,),,, . Dann existieren Elemente X, Ye & so,
dass X 1, Y ist, und daraus folgt die Existenz der Elemente x€ X und y €Y, fiir
welche x L y gilt. Dabei ist X, Ye @[, X of¢ Y und es ist also auch x ¢ y. Von der
Vorausetzung ¢ € L(Q, J.) und vom Satz 2.3 bekommt man, dass o e Y& ist (denn
es gilt UZ € Q/o), d. h. es gilt (0,),,, = Z. Nach dem Kriterium (1) aus dem Satz 2.3
ist also ofg € L(Q]o, L,), und deshalb ist nach 2.4 (L,),, eine Orthogonalitéit auf der
Menge (2/e)/(a/o)-

Weitere Behauptungen erweisen sich schon als einfache Folgerungen des Satzes
2.8. Die Existenz und die Eindeutigkeit des Orthomorphismus k folgt aus 2.8, wenn
man im Satz 2.8 f = nato und (2, L,) = (2/o, L,) wihlt, dann ist g = h.

Die Existenz und die Eindeutigkeit des Orthomorphismus h’ folgt aus 2.8, wenn
man im Satz 2.8 anstelle von (£, L) das System (2/e, -L,) wihlt, anstelle von f wahit
man h (die Existenz von h ist im vorangehenden Teile des Beweises gewahrleistet,
es ist ker h = o) und anstelle von (2,, 1,) wahlt man (2[s, L,), dann ist g = k',

e/ale
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3. DER VERBAND (L, 1), €)

In diesem Absatz untersuchen wir die Struktur einer geordneten Menge (L(Q, 1),
<). Die erreichten Ergebnisse werden (mit Ausnahme vom Satz 3.7) im Satz 3.9
zusammengefasst. ' 4

3.1 Hilfssatz. Es sei & < I(Q, 1). Ist & # 0, dann ist inf % = (\%. Es gilt

inf 0= Q2 (L(2,1),5)
w@,1),8)

Beweis. Es sei & + 0. Dann ist nach [5], Absatz 5 oder auch nach [9], § 46,
NZ € E(Q). Wir bezeichnen T = % und zeigen, dass T e L(R, 1) ist. Es sei x € [z
und X 1, X. Dann existieren x, y € X so, dass x L y ist. Dabei ist nach der Definition
von T x o y fiir alle 0 € % und deshalb ist X.= {0, : 0 € Z}. Daraus ergibt sich,
dass auch o € X ist, und es ist also X = o,. Demzufolge ist 7€ L(Q, 1) nach dem

Satz 2.3. Nach [5], Absatz 5 oder auch nach [9], §46, ist z = inf £ und dabei
' (E@), )
gilt (2, 1) < E(Q); esistalso auch t = inf Z. Die Beziehung inf 0 = Q2
(L(2,1),5) (L(2,1),<)
folgt unmittelbar aus dem Satz 2.3 und aus der Definition des Infimums.

3.2 Folgerung. L(Q, L) is ein System abgeschlossener Elemente im Vollstandigen
Verband (E(Q), <). Insbesondere ist (L(2, L), ) ein vollstdndiger Verband.

(Das Symbol V, bzw. A bezeichnet im Weiteren das Supremum, bzw. das Infimum
im vollstindigen Verband (L(®, L), <); das ‘Supremum, bzw. das Infimum in
(E(Q), =) bezeichnen wir wie iiblich mit /g, bzw. Ag).

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung des Hilfs-
satzes 3.1, denn fiir alle & < L(Q, 1) ist AgZ = AZ. Nachdem das System ab-
geschlossener Elemente im vollstandigen Verband (als eine geordnete Teilmenge)
ein vollstindiger Verband ist, gilt auch der zweite Teil der Behauptung, die zu be-
weisen war.

3.3 Hilfssatz. Es sei & < L(R?, L) und sei (%, <) eine Kette. Dann ist V¥ =
= UZ = V& fiir & + 0. Es gilt V@ = idy = V0.

Beweis. Es sei & # . Nach [5], Abs. 7, ist unter unseren Voraussetzungen
UZ € E(Q); bezeichnen wir ferner t = . Es sei X € 2/t und sei X 1, X. Dann
existieren x, y € X so, dass x .L y gilt. Es ist x t y und deshalb, nach der Definition
von 1, existiert g € Z, fiir welches x o y gilt. Esist o € L(Q, 1), und deswegen ist nach
dem Satz 2.3 auch x o 0, d. h. es ist auch x 7 0; daraus folgt X = o,. Also nach 2.3
ist T € L(£2, 1). Davon ergeben sich schon unmittelbar auch die librigen Behauptungen.
Ebenfalls die Beziechung-V@ = id, folgt sofort von der Definition des Supremums
und von dem Satz 2.3, nach dem id, € L(R, L) ist.
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3.4 Folgerung. L(Q, L) ist im vollstindigen Verband (E(Q), ) ein algebraisches
System abgeschlossener Elemente.

Der Beweis folgt sofort aus der Folgerung 3.2 und aus dem Hilfssatz 3.3.

3.5 Bemerkung. In den Absétzen 3.6 und 3.7 wird ein algebraischer Hiillenoperator
betrachtet, welcher auf dem vollstindigen Verband (E(2), <) ein algebraisches
Hiillensystem L(®, L) definiert.

3.6 Hilfssatz. Fiir o € E(Q) definieren wir G = @ U (dom (o(c n L)))>. Dann gilt
d=A{eeel®Q, 1), o co}.

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass & € L(Q, L) ist. Die Relation & ist offensichtlich
reflexiv auf Q und symmetrisch. Ebenfalls ist klar, dass dom ¢ < Q ist, und es ist
also domé = Q. Essei xG y und y G z. Ist x 0 y und y ¢ z, oder ist x(dom (¢(c N
n 1)))? y-und y(dom (6(c N L)))* z, dann ist auch x Gz Es sei xoy und
y(dom (o(¢ N L1)))* z. Dann existieren Elemente y,, u, so, dass die Relation y o y,,
yiouy, yyLuy gilt. Aus der Transivitit von o ergeben sich die Bezichungen
X0y, y10u;, ygLug; also es gilt auch x edom (o(c n L1)). Ebenso ist
zedom (o(c n 1)), und es gilt deshalb x(dom (o(c N L)))? z, d. h. x & z. In dhnli-
cher Weise leiten wir x & z im letzten méglichen Falle x(dom (o(c n 1)))* y, yo z
her. Also ist & € E(Q).

EsseiX e 9/6 und sei X 1; X. Dann existieren Elemente x, y € X so, dass x L y
gilt. Ist x oy, dann ist x&x(c n L)y, yo y(6 n L) x, und deshalb ist auch
x(dom (o(¢ N L)))* y, d.h. es gilt x,yedom (s(c N L)). Wenn x o y nicht gilt,
dann ist notwendigerweise x(dom (o(c n L)))* y, und deswegen gilt wieder x, y €
€ dom (o(c N L)). Gleichzeitig gelten die Beziehungen 2

ocgo, 000, olo,

und es ist also auch o(o(c N L))o, d.h. es ist oedom (o(c N 1)). Darum ist
y (dom (6(c N 1)))* 0 und daraus ergibt sich, dass y & o gilt. Also ist 0 € X. Deswe-
gen nach dem Kriterium 2.3 ist G € L(2, 1).

Ganz gewiss ist ¢ = &, und deshalb — wenn man

o, = {Q;QEL(Q, .L), G'EQ}

bezeichnet — ist & € 6,. Daraus folgt, dass Ao, = (Yo, < 7 gilt.

Sei umgekehrt x &y und xnon ¢ y; dann gilt x, y edom (a(c N L)), und es
existieren also die Elemente uy, u,, v;, v, so, dass die Relation x o 43, u, o v,,
uy L vy, you, u,ov, u, Lo, gilt. Ist ge o, dann ist auch u, ¢ v,, 42 0 v, und
dann ist nach dem Satz 2.3 auch u, ¢ 9, 4; ¢ 0, denn es ist g € (R, L).
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Also ist x g uy, u, ¢ 0, 0 ¢ u,, u, @ y, und deshalb gilt x ¢ y fiir alle ¢ € ;. Damit
ist die Implikation

‘ ((x,»)e(@ — 0))=>(Veea,:(x, y)e0)
hergeleitet, von der ferner die Inklusion
d—o0< o,

folgt. Die Inklusion ¢ = (o, folgt unmittelbar aus der Definition des Systems o,
und deshalb nach der Definition von & ist

=G —-0)usco,.
Daher und vom Obigen bekommt man die zu beweisende Beziechung
G =0, = NAo,.

3.7 Satz. Es sei L eine Orthogonalitdt auf der Menge Q. Dann ist die durch die
Formel
oG =ou(dom(o(c n 1)))*, (ceE(Q)),

definierte Abbildung ein algebraischer Hiillenoperator auf dem vollstindigen
Verband (E(Q), <).
Dabei gilt
LQ,1)={:0eEQ)}.

Beweis. Nach Hilfssatz 3.6 ist ~ : E(2) — E(Q) ein Hiillenoperator auf (E(2), <),
der ein Hiillensystem L(f, L) definiert; dieses System ist nach der Folgerung 3.4
algebraisch und deshalb ist auch der zugehdrige Hiillenoperator ~ : E(Q) — E(Q)
algebraisch.

3.8 Hilfssatz. Es sei ¢,0,t€ L(Q, 1), ¢ S o < 1. Dann existiert ¢’ € L(2, 1)
so, dass die Beziehungen

ecdct, g=0nd, 1=V{o0}
gelten.

Beweis. Es sei X € Q[r. Dann sind ¢ n X? und ¢ n X* Aquivalenzen auf X,
¢ nX? € 0 n X% Fir, YeX/(c n X*) wahlt man Y, e ¥/(¢ n Y?) beliebig, wenn
o ¢ Yist; falls o € Yist, definiert man ¥, = o,.

Bezeichnen wir

. X, = U{Y,: YeX/(c n X?)}
und definieren
’ o =U{X::XeQl}uo.

Wir zeigen, dass ¢’ der Behauptung des Satzes geniigt.
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Aus der Definition von ¢’ folgt o’ € E(Q), ¢ < ¢’. Ist x ¢’ y, dann ist x ¢ y oder
(x, ¥) e U{X3 : X € Q[7}. Ist x ¢ y, dann folgt von ¢ < v die Beziehung x 7 y. Es sei
also (x, y)e U{X5s : X € Q/t}. Dann gibt es X € Q/t so, dass (x, y)e X3. Es gilt
X, = X, und es ist also (x, y) € X?, d. h. auch in diesem Falle ist x 7 y. Daher ist
g =1

Wir zeigen, dass ¢’ € L(®, L) gilt. Wir wahlen die Klasse Z € /¢’ so, dass Z 1’ Z
ist, d. h. es existieren x, y € Z, so dass x L y gilt. Ist x ¢ y, dann gilt (denn
0 € L(Q, 1)) nach 2.3 auch x g o, d. h. es ist auch o€ Z. Es sei (x, ) ¢ ¢, dann ist
x, y € X fiir einige X € Q/. Es ist

(x,y)eXi s X*crel(Q 1),

und also nach Satz 2.3 ist x 7 0, d. h. 0 € X. Dann gilt 0, & X,, und deswegen ist
0 € X,,. Daraus ergibt sich, dass (x, 0) € X3 < o’ gilt.

Wir haben hergeleitet, dass nach 2.3 ¢’ € L(Q, _L) ist. Wir zeigen, dass 6 n ¢’ = ¢
ist. Es gilt ¢ < 0, ¢ < ¢’ und deshalb ¢ = ¢ N ¢'. Es sei (x, y) € 0 N ¢’. Dann ergibt
sich aus (x,y)ed’, dass (x,y)ee ist, (x,y)eU{X;:XeQ/t}. Wenn (x,y)e
e U{X3 : X e Q/7} ist, dann gilt (x, y) e X fiir irgendwelche X € Q/r. Es ist X, =
= U{Y,: Ye X/(c n X?)}, und existieren also ,Y, ,Ye X[(6 n X?) so, dass x€,Y,,
y€,Y, ist.

Es sei ;Y # ,Y; dann gilt x non ¢ y, denn ,Y, ,Y sind zwei verschiedene Klassen
der Zerlegung Qo und es gilt xe Y, < ,Y + ,Y2 ,Y,2y. Das ist aber ausge-
schlossen, da (x, y)e g n ¢’ < o ist. Also ist ;Y = ,Y. Wir bezeichnen Y=Y und
dann ist x, ye ¥, & Ye Qfo. Es ist aber Y, e Y/(¢ n Y?), und es gilt also (x, y)e
€ Y: < o. Daraus ergibt sich, dass in jedem Falle die umgekehrte Inklusion o N ¢’ <
c ¢ gilt. ‘ ‘

Es bleibt iibrig zu zeigen, dass V{0, o'} = 7 ist. Es ist 6,6’ < 7 und also auch
V{o, ¢’} = . Es sei (x, y) e t. Dann existiert X € Q/t, so dass x, y e X ist. Es sei
(x, ) ¢ 0; dann existieren zwei verschiedene Elemente ,Y,,Y aus Qo so, dass

xe, YeX2,Ysy, Y+,Y

gilt und existieren auch ,Z, ,Z € Q¢ so, dass x€,Z < ,Y, y€ ,Z < ,Y gilt. Es gibt
auch ,Y, €,Y, € X, ,¥, < ,Y< X, und es gibt also Xon ,Y £ 0, Xon ,Y %0,
dennesist 1Y, € 1 YN X,, ,¥, € ,YN X,. Wir wihlenu e Y, ve,Y, Esist

(x,u)e Y*<c 0o, (uv)e Y, %, Y, cXscd, (,y)e,Y* <0,
und daraus bekommt man
(x,y)ead'aeU (o v a') = Ve{o,a'} < V{o,a’} .
n=1 X .

Wir zeigten, dass im Falle, wenn (x, y) €1, (x, y) ¢ o gilt, (x, ) € V{o, o'} ist. Ist
aber (x, y) € 7, (%, ¥) € g, dann gilt & fortiori (x, y) € V{0, ¢’}. Damit wird auch die
Inklusion t < V{0, 6’} hergeleitet.
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39 Satz. 1. I, 1) ist ein algebraisches System abgeschlossener Elemente im
vollsténdigen Verband (E(R), <).
2. ((Q, 1), ) ist ein vollstindiger und relativ komplementdrer Verband.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar von den Absétzen 3.2, 3.4 und 3.8.

3.10 Bemerkung. Im Gegenteil zur Theorie der Verbdnde von Kernen isotoner Ab-
bildungen (siehe [5]) sind unsere Verbinde (L(, 1), ) stets relativ komplementir.

4. EINIGE WEITERE EIGENSCHAFTEN DES VERBANDES e, ), <)

In diesem Absatz zeigen wir, dass der vollstindige Verband (L(Q, L), <) relativ
atomar und dual relativ atomar ist. Daraus ergeben sich einige Folgerungen fiir
maximale Ketten in diesem Verband.

4.1 Hilfssatz. Es sei g, o € E(Q). Dann istg in (E(2), <) genau dann vom Element ¢
bedeckt, wenn folgende Bedingungen erfiillt werden:

a) Fiir jedes X € Qg existiert genau ein Ye Q[o derart, dass X < Y ist.
b) Es existiert Y, € Qo und es existieren X, X1 € Q|0 so, dass X, + X, und
XouX, =Y, gilt. ’
- ©) Fiir Yy, Xo, X, aus b) gilt: Qo — {Yo} = Qfo — {X,, X,}.

Beweis. Es handelt sich um eine wohl bekannte Behauptung aus der Theorie der
Verbinde von Aquivalenzen, siehe z. B. [9], Seite 163.

4.2 Bezeichnung. Fiir g, 0 € L(R, 1) bezeichnet die Relation ¢ < ¢, dass ¢ = @
ist, und fiir jedes te L(Q, L) mitg =t S o folgt 0 = 7.

4.3 Satz. Es sei g, 0 € L(Q, _L)._ Dann gilt ¢ < o genau 'dann, wenn die Bedingun-
gen a), b), c) des Hilfssatzes 4.1 gelten.

Beweis. L Es sei ¢ < 0. Dann ist ¢ = o und es gilt also offensichtlich a). Es ist
¢ * o, und deshalb existiert Y’ € Q/o derart, dass Y’ ¢ Q/p ist. Dann gibt es wenig-
stens zwei verschiedene Elemente X', X" e 2[p, so dass X' UX" = Y’ gilt. Wir
bezeichnen

: ¥ ={X:XeQlo, X Y};
esistcard ' 2 2.

Es sei card @’ > 2. Daraus leiten wir. einen Widerspruch her. Es ist entweder
oeY oder o¢ Y'. Ist o€ Y’, dann wihlen wir Y; €%’ so, dass 0¢ Y, und Y, =
= (U®’) — Y, gilt. Von der Voraussetzung card ¥’ > 2 folgt Y; + 0, ¥, € Q¢
und Y, + 0, wobei X' Y, fiir jedes Element X € @', X #+ Y; gilt; es ist
card (@ — {Y;}) = 2. Davon ergibt sich Y, ¢ Q[o. Wir setzen dann 7 = Y2 U Y U
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U p. Offenbar ist 7 eine Aquivalenz auf Q. Es ist auch o < 1, denn einerseits existiert
Ye QJr fiir alle X € Qf¢ so, dass X = Y(d. h. ¢ < ) ist, und andererseits existieren
mindestens zwei verschiedene Elemente X,, X, € Q/o, fiir die X, UX; < Y, € Q[
gilt (d. h. es gilt ¢ % 7). Die Inklusion 7 = ¢ folgt sofort von der Konstruktion von .

Wir zeigen, dass te L(Q, 1) ist. Ist Ze Q/t und Z 1’ Z, dann ist Z = Y, oder
Z =Y, (fir Z #+Y,, Y, ist nimlich Z € Qfs, 0 ¢ Z, und weil o€ L(Q, L) ist, gilt
nach 2.3 Z L’ Z). Es ist Y, €Q[o, 0¢ Y; ¢e L(?, L), und also Y; £’ Y;. Von der
Beziehung Z 1’ Z, Z € Q|7 folgt deshalb Z = Y,; esist oe ¥, denn es gilt o€ ¥’ =
=U%',Y, =Y ~ Y;,0¢Y;), und deswegen nach 2.3 ist r € L(, L). Also in diesem
Fall ist ¢ K o, da es ein Element t € L(Q, L) gibt, dass ¢ = 7 < o ist.

Wenn o ¢ Y’ ist, dann erweist sich die Situation als einfacher. Wir wahlen Y; ¢ %’
beliebig, Y, = Y’ — Y; und 7 = Y} U Y7 U o. Wiederum zeigen wir, dass ¢ = t
c 0, 1€ L(, 1) ist und demzufolge ist ¢ K o.

Wir haben hergeleitet, dass unter der Bedingung ¢ < o fiir alle Ye Q/a das System

¥ ={X:XeQo, X <Y}

hochstens zwei Elemente enthélt. Setzen wir voraus, dass Y’, Y” eQ/a existieren,
fiir welche Y’ % Y” gilt und dass %', %" zweielementige Systeme sind. Aus dieser
Voraussetzung leiten wir einen Widerspruch her. Es geniigt nahmlich = = (Y’)?u e
zu wihlen und dann ist wieder ¢ = © = 0. Von 2.3 folgt dann, dass 7 e L(2, 1) ist.
Also gilt ¢ ¥ 0. _

Wir haben hergeleitet, dass unter der Voraussetzung ¢ < o hochstens ein Y’ € Qfo
existiert,  fiir welches das System %’ zweiclementig ist, wobei Qo — {Y'} =
= Q/g — %' ist. Aber es ist 9 % o und es existiert also Y, € Q/a — Q/Q, wobei — wie
obenangefiihrt — ein eniziges Element Y, derart existiert, dass %, ein zweielementiges
System ist. Damit sind auch die Bedingungen b) und c) hergeleitet.

II. Gelten fiir ¢, o € I(®, ) die Bedingungen a) bis c), dann ist ¢ nach dem Absatz
4.2 mit dem Element ¢ in (L(2, L), =) bedeckt; es gilt L(?, 1) < E(2) und es ist
ebensfalls ¢ < 0.

4.4 Folgerung. Es sei g, 0 € L(Q, 1). Dann gilt ¢ < ¢ genau dann, wenn ¢ der
untere Nachbar von o in (E(Q), <) ist, d. h. die Relation < ist eine Teilmenge der
Relation ,,... ist der untere Nachbar ... in (E(2), <)*.

Der Beweis folgt sofort aus dem Hilfssatz 4.1 und aus dem Satz 4.3.

4.5 Hilfssatz. Es sei ¢, 0 € L(Q, 1), ¢ < 6. Dann existiert te L(, L) so, dass
@ € © < o gilt. (D. h. der Verband (L(%2, L), <) ist dual relativ atomistisch).

Beweis. Es ist ¢ © o und deshalb gilt
a) zu jedem X € Q/e gibt es genau ein YeQ[o, X < Y;
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b) es existieren Y, € /¢ und X, X, € Qfp, X; * X, und X; U X, € Y,. Dann
wahlen wir eine solche Beziehung, dass o ¢ X, in b) ist. Definieren wir

y t=X{u (Y - X, ve.

Es ist ¢ € © = 0, nach der Konstruktion von 7 und nach dem Satz 2.3 ist
7€ I8, 1) und nach dem Satz 4.3 gilt t < 0.

4.6 Hilfssatz. Es sei ¢, 0€ L(Q, L), ¢ = 0. Dann existiert Te L(Q, L) so, dass
¢ <t < o gilt. (D. h. der Verband (L(Q, 1), <) is relativ atomisch.)

Beweis. Es ist ¢ = o und es gilt also: a) fiir jedes X € Q/¢ existiert genau ein
" YeQo, X < Y; b) es existieren Y, € Q[o und X,,X,€Q[o, X; +X, und X; U
uX,cY,.

Ist o ¢ Y, in b), dann definieren wir 7; = (X; U X,)* U o. Ist 0 € Y,, dann gilt
0, c Y, und die Bezichung wahlen wir derart, dass X, # o, ist, und definieren in
diesem Fall 7, = (o, U X,)* U 0.

Esist 7, 1, € E(Q), ¢ = 7; S 0, ¢ = 7, < 0. Wir zeigen z. B. dass, 1, € (2, 1)
ist. Ist X € @/t und X 1’ X, dann gilt entweder X € Qo — {X, X,}, dann ist aber
- 0, = X, denn es ist ¢ € L(Q, L) (siehe Satz 2.3), oder gilt X = X; U X,. Dann haben
wirX; UX, c YoeQo,0e (2, 1), 0¢ Y,, und deshalbgilt x L y firallex, ye Y,
nach dem Satz 2.3, insbesondere ist (X, U X,) £’ (X; U X,). Der FallX = X, U X,,
X 1’ X ist also ausgeschlossen.

Wir zeigten, dass o,, = X im Fall X € Q[r;, X L’ X gilt, d. h. nach dem Satz 2.3
ist 1, € L(, 1).

Es ist :
Qlty = (Rfe — {X1, Xo)) v (X uX,)

und nach dem Satz 4.3 gilt ¢ < 7,.
In gleicher Weise leiten wir her, dass ¢ < 7, = ¢ im Falle o € Y, gilt.

4.7 Bemerkung. Eine Analogie des Hilfssatzes 4.6 und des Satzes 4.10 in Verbanden
von Kernen isotoner Abbildungen gilt allgemein nicht.

4.8 Satz. Es sei R eine maximale Kette im Verband ({2, 1), <). Dann ist R
auch im Verband (E(R), <) eine maximale Kette.

Beweis. Es sei R eine maximale Kette in (L(, 1), <) und sei ¢ € E(Q) so, dass
(R v {6}, <) eine Kette ist. Wir zeigen, dass dann ¢ € L(Q, 1) gilt. Wir bezeichnen

'Rl(a)-,—‘:{a:QeR,gga}, Ry(o) ={ec:c€R, o = ¢},
¢=VRy0), B=ARy o).

Nach dem Hilfssatz 3.1 ist § = () R(0), denn es ist Q2 € R,(c) und deshalb auch
Ry(0) #+ 0. Ist R,(0) * 0, dann ist nach dem Hilfssatz 3.3 « = {J Ry(0). Stets gilt
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idg € Ry(c) und deswegen ist Ry(¢) # 0. Die Beziehung « < f folgt unmittelbar von
der Definition des Supremums und Infimums.

Von der Beziehung o = |J R(0) folgt « = ¢ und aus B = () Ry(¢) kommt die
Beziehung ¢ < B. Ist & = B, dann existiert nach dem Hilfssatz 4.5 y e L(Q, L) so,
dass @ < y < B. Die Kette R ist in (L(®2, 1), =) maximal und deswegen ist a, f € R
und y = B. Also gilt « < f und « = ¢ = B. Nach der Folgerung 4.4 ist « = ¢ oder
B = o, d. h. im Falle « = B gilt o € R. Ist aber « = f, dann folgt von den obenange-
fithrten Inklusionen « = ¢ < B, dass 6 = « gilt, d. h. es ist wieder g € R,

Wir haben hergeleitet, dass fiir die maximale Kette R in (L(@, 1), <) Folgendes
gilt: ist o € E(Q) und o ein mit allen Elementen aus R < — vergleichbares Element,
dann ist o € R. Das heisst aber, dass R eine maximale Kette in (E(Q), <) ist.

4.9 Hilfssatz. Es sei & = (L, £) ein vollstindiger Verband, der die folgende
Bedingung erfiillt: fiir jedes x, y € L gilt

x<y=>(azeL:x§z§y)*).

Dann gilt folgende Behauptung: ist R = L und ist (R, <) cine wohlgeordnete
Kette, dann existiert eine maximale Kette S in & so, dass R < S ist, und (S <) eine
wohlgeordnete Kette ist.

Der Beweis ist in [5] (Absatz 30 und 31, Seite 135, 136) enthalten.

4.9’ Hilfssatz. Es sei & = (L, <) ein vollstandiger Verband, der die zur Bedin-
gung aus 4.9 duale Bedingung erfiillt. Dann gilt Folgendes: ist R = L und ist
(R, g) eine wohlgeordnete Kette, dann existiert eine maximale Kette S in & so,
dass R < S gilt, und (S, Z) eine wohlgeordnete Kette ist.

Beweis. Die Behauptung ist zum Hilfssatz 4.9 dual.

4.10 Satz. Es sei R < L(?, 1) und (R, <) sei eine wohlgeordnete Kette. Dann
existiert soeine maximale Kette S in (L(?, 1), <), dass R < S gilt und (S, <) eine
wohlgeordnete Kette ist.

Der Beweis folgt unmittelbar von den Hilfssdtzen 4.6 und 4.9.
4.11 Satz. Es sei R < L(Q, 1) und (R, 2) sei eine wohlgeordnete Kette. Dann

existiert soeine maximale Kette S in (L(?, L), <), dass R < S gilt und (S, 2) eine
wohlgeordnete Kette ist. '

Der Beweis folgt sofort von den Hilfssétzen 4.5 und 4.9'.

*) a < b bezeichnet, dass g ein unterer Nachbar von b' in 2 ist.
4
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