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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 104 (1979), Praha 

VERBÄNDE VON KERNEN DER ABBILDUNGEN, 
DIE ORTHOGONALTREU SIND*) 

ZDENIK ROZENSK* , Praha 

(Eigegangen am 16. Juli 1976) 

Dem Andenken an Prof JiSi FÄBERA gewidment 

1. EINFÜHRUNG 

In der Arbeit [2] studiert J. HAVRDA Mengen mit einer Relation, welche die übli­
chen Eigenschaften der Orthogonalitätsrelation besitzt. Diese Relationsstrukturen 
entstanden aus der konkreten Situation in Vektorräumen mit einem Skalarprodukt. 
Eine natürliche Analogie von unitären Abbildungen sind dann die Abbildungen, 
welche orthogonaltreu sind (diese Abbildungen bezeichnen wir im Weiteren als 
Orthoabbildungen). 

Die Klasse von Mengen mit Orthogonalität (Objekte) gemeinsam mit Ortho­
abbildungen (Morphismen) bilden eine Kategorie. Im vorhegenden Artikel möchten 
wir für diese Situation das von T. STURM in [10] formulierte Programm realisieren, 
welches für den Fall der Kategorie geordneter Mengen und isotoner Abbildungen 
in den Arbeiten [5 — 8] gestellt und gelöst wird. 

Es sei eine Kategorie X gegeben, derer Objekte, z. B. irgendwelche algebraische 
Systeme, und derer Morphismen alle übliche Homomorphismen unter den Objekten 
sind (siehe [3], Seite 49). Ist st ein X-Objekt, dann ist die Jf-Kongruenz auf st so 
eine Äquivalenz auf der Trägermenge st, die als Kern**) von irgendeinem aus st 
gehenden /^"-Morphismus angesehen werden kann. 

Es ist nötig eine Charakterisation derjenigen Äquivalenzen auf den Trägermengen 
der X-Objekte anführen, die X-Kongruenzen sind. Weiter ist es nötig, die Analogien 
der Sätze über den Isomorphismus zu formulieren. Ordnet man das System aller 
X-Kongruenzen auf dem gegebenen X-Objekt durch die Inklusion, dann braucht 
man die Eigenschaften dieser geordneten Menge zu untersuchen. 

Meinen Berufskollegen Dr. Teo Sturm und Doz. Dr. Jan Havrda bin ich für 
zahlreiche Ratschläge und Anregungen dankbar. 

*) Die Arbeit entstand in einem an der elektrotechnischen Fakultät der TH Prag von Prof. 
Jifti FÄBERA geleiteten Seminar über mathematische Grundlagen der Quantentheorien. 

**) Unter dem Kern der Abbildung /: _¥-> Y verstehen wir eine Äquivalenz ker/---D f / . 1 / 
d. h. für x, y e X gilt (JC, y) 6 ker/genau dann, wenn/(JC) = f{y) ist, siehe auch [1], Kap. I, § 3. 
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2. GRUNDEIGENSCHAFTEN VON ORTHOKONGRUENZEN 

2.1 Bezeichnungen und einleitende Bemerkungen, a) Ist X eine Menge und r eine 
binäre Relation, dann bezeichnen wir mit dem Symbol (X, r) eine Relationsstruktur 
mit der Trägermenge X, auf der die binäre Relation r n(X x X) betrachtet wird. 

Weiter definieren wir für das Relationssystem (X, r) eine Relation r'\ ist Y, Ze 
e expX, dann gilt Yr' Z genau dann, wenn Y = Z = 0 ist, oder wenn y e Yund zeZ 
so existieren, dass y r z gilt. Es ist klar, dass r' eine binäre Relation auf exp X ist. 

Den Kern ker/ einer Abbildung/: X -* Y definieren wir im Sinne der Bemerkung 
unter dem Strich auf Seite 134. Das Symbol (x, y) bedeutet die gewöhnliche Bezeich­
nung des geordneten Paares. Bei der Bezeichnung der Inklusion unterscheiden wir 
die Symbole er und £ . 

Mit dem Symbol E(X) bezeichnen wir die Menge aller Äquivalenzen auf der 
Menge X. Ist a e E(X), dann ist id^ c a, wo idx = {(x, x); xeX} die Identität auf 
der Menge X bedeutet, es gilt a~l = a, aa c a und a ^ X x X. Der Äquivalenz 
a e E(X) ordnen wir die sogenannte natürliche Abbildung nat a : X -• Xja folgen-
dermassen zu: ist xeX, dann existiert ein einziges Element YeXja, so dass xeY 
ist, und dann ist nat a(x) = 7. Die Bezeichnungen sind gebrauchlich — siehe [1], 
Kap. I, § 3. 

b) Nach [2] nennen wir die binäre Relation ±, welche auf einer nichtleeren 
Menge Q definiert wird, die Orthogonalität genau dann, wenn es gilt: 

1. x ± y => y ± x für jedes x,yeQ, 
2. in der Menge Q existiert ein Element o (das sogenannte Nullelement), so dass 

o ± x für jedes xeQ gilt, 
3. für kein Element o + xeQ gilt x ± x. 

Wird auf einer Menge Q die Orthogonalität definiert, dann nennen wir die Abbil­
dung / : Q -» Q eine Orthoabbildung (oder auch Orthohomomorphismus, bzw. 
±-Abbildung) genau dann, wenn die Implikation (x, yeQ, x JL y) =>/(x) ±f(y) 
(siehe auch [4]) gilt. 

c) Das Trippel (Q, ±, 6) bezeichnet ein algebraisches System im Sinne von [3] 
mit einer binären Relation und mit einer Nulloperation. Die Orthoabbildung ist 
nach der angeführten Definition offenbar ein Homomorphismus dieser algebraischen 
Systeme (siehe [4], Bemerkung 4.2; deshalb verwenden wir auch den obenangeführten 
Termin Orthohomomorphismus). Anstatt von (Q, ±, o) schreiben wir weiter nur 
(Q, ±) und nennen (Q, ±) eine Menge mit Orthogonalität. 

2.2 Definition. Orthokongruenz auf einem System (Q, ±) wird soeine Äquivalenz 
aeE(Q) genannt, für welche eine Menge mit Orthogonalität (Qly ±x) und eine 
Orthoabbildung/: ß -* Qt aus (Q, ±) in (ß1$ ±t) so existieren, dass a = ker/ gilt. 

Das System aller Orthokongruenzen auf der Menge Q bezeichnen wir mit L(ß, ±). 
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2.3 Satz. (Charakterisation der Elemente aus L(ß, ±)). Die Äquivalenz a e E(Q) 
is genau dann ein Element aus L(ß, ±), wenn die Bedingung 

(1) (X6Qja und o$X)=>(Vx9yeX:xJLy) 

gilt. Offensichtlich ist L(ß, ±) £ L(ß).*) 

Beweis. Die Inklusion L(ß, ±) £ E(Q) folgt unmittelbar von der Definition des 
Systems L(ß, ±). 

I. Die Äquivalenz a erfülle (1). Auf Qja definieren wir für X9YG Qja: 

X laYoX TY9 

d. h. ±„ - ±' n (Qja)2. 
Es sei X9 Ye Qja9 X la Y. Dann existieren x eX9 y e Y9 so dass x 1 y gilt (es ist 

ß + 0, woraus sich ergibt, dass X9 Y 4= 0 ist). Dann ist auch y ± x und daraus folgt 
Yla X9 d. h. die Relation la ist auf Qja symmetrisch. Es sei X e Qja, o$X9 woraus 
nach (1) X JL' X folgt und daher ist X JLa X. 

IstoeXe Qja9 dann gilt 
olo=>XVX=>XlaX. 

(Die Rolle von o in (Qja9 la) spielt dasjenigeX e Qja9 für welches oeX ist. DiesesX 
bezeichnen wir oa: für alle Ye Qja ist offenbar Yla oa9 denn es ist Y 4= 0, und für 
alle y e 7 ist }> ± 6). Also ist (ß/<r, ±ff) eine Menge mit Orthogonalität. 

Wir zeigen jetzt, dass die Surjektion nat a : Q -> Qja eine ±-Abbildung aus 
(ß, ±) auf (Qja9 la) ist. Sind x, y e ß, x 1 y9 dann ist nat a(x) ±' nat a(y)9 d. h. 
nat a(x) la nat a(y). Es ist ker nat a = er und nach der Definition von L(ß, ±) gilt 
a -= ker nat a e L(ß, ±). 

II. Es sei <r e L(ß, ±) und _Y 6 Qja9 o$X.Es ist c e L(ß, ±) und deswegen existiert 
die Menge mit Orthogonalität (Ql911) und die ±-Abbildung/: ß - • Q± aus (ß, ±) in 
(ß l 5 ±i), so dass a = ker/ist. Die Behauptung (1) beweisen wir durch einen Wider­
spruch. Existieren x9 yeX so, dass x 1 y ist, dann gilt f(x) ltf(y). Es ist x9 y eX e 
6 ß/ker/, d. h. x ker/ y, oder mit anderen Worten ist f(x) =f(y). Folglich ist f(x) 1 
lf(y) = /(x), woraus sich ergibt, dass f(x) = ot ist (oj, ist das Nullelement in 
(Qu lt)). Für die ±-Abbildung/ist/(o) = ot =/(x). Daraus folgt die Implikation 

oketfxooeX9 

welche der Voraussetzung o $ X widerspricht. 
Also für alle x9yeXe Qja gilt: ist o $X9 dann ist x JL y9d. h. es gilt (1). 

*) Die Bedingung (1) ist offenbar logisch äquivalent mit folgender Forderung: 

(SXeQla) (yx9yeX)(xly=>oeX). 

Diese Forderung verwenden wir oft anstatt von (1). 
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2.4 Bemerkung, a) Ist a e E(Q) eine Äquivalenz auf ß, dann definieren wir oa = 
= nat 0(0) und la =- 1' n (ß/tx)2. 

b) Im Teile I des Beweises vom Satz 2.3 haben wir unter Anderem gezeigt, dass 
(Q\a, la) für a e L(ß, 1) eine Menge mit Orthogonalität ist und oa ihr Nullelement; 
dabei nat a : Q -+ Q\a ist eine ±-Abbildung aus (ß, 1) in (Q\a, la). 

c) Den Satz 2.3 kann man auch folgendermassen formulieren: die Relation a e 
e L(Q, 1) gilt genau dann, wenn (Q\a, la) eine Menge mit Orthogonalität ist. 

2.5 Satz. Es sei aeE(Q) und l t eine Orthogonalitätsrelation auf Q\a. Dann 
gilt: 

1. Ist nat a : Q -> Q\a ein Orthohomomorphismus aus (Q, l) auf (Q\a, ±x), 
dann ist a e L(ß, 1) und la <= lx. 

2. Ist la £ ll9 dann ist aeL(Q, 1) und natcx : ß -+ Q\a ist ein Orthohomo­
morphismus aus (Q, 1) auf (Q\a, 1^). 

3. Ist a EL(Q, 1), dann ist la = f|{---2 - nat a : Q -> Q\a ist ein Orthohomo­
morphismus aus (Q, 1) auf die Menge mit Orthogonalität (Q\a, J-2)}. 

Beweis. 1. nat a : Q -» Q\a ist ein Orthohomomorphismus aus (ß, _L) in (Q\a, 1^), 
und deshalb ist a = ker nat a e L(Q, 1). Sei X la Y. Dann gibt es x e X, y eY, 
so dass x 1 y gilt; nat a : Q -• Q\a ist ein Orthohomomorphismus und daher folgt, 
dass X = nat a(x) 1± nat a(y) = Yist. Also gilt la c it, 

2. (Q\a, 1±) ist eine Menge mit Orthogonalität und es ist la £ lt. Es sei x, yeQ, 
x 1 y. Daraus ergibt sich nat a(x) l9 nat a(y), woraus nat a(x) la nat a(y) folgt. 
Da la £ ±! ist, folgt daher ferner, dass nat a(x) lx nat a(y) ist, d. h. nat a ist ein 
Orthohomomorphismus aus (ß, 1) auf (Q\a, 1^). Daraus ergibt sich a = ker nat a e 
eL(Q, 1). 

3. Wir bezeichnen: 
Ka = {±2 : (Qja, 12) ist eine Menge mit Orthogonalität, nat a : ß -> ß/cr ist 1-

Homomorphismus aus (ß, 1) auf (ß/o-, 12)}. 
Es ist a 6 L(ß, 1) und deshalb gilt nach Absatz 2.4 b ±ff e Ka; also ist f|-Ka e ±„. 
Nach der Behauptung 2.5.1 ist la c 1 2 für alle l2sKa und demzufolge gilt 

auch die Inklusion la c (\Ka. 

2.6 Satz. £s sei (Ql9 ±x) eine Menge mit Orthogonalität und f: Q -• ßx ein 
1-Homomorphismus aus (ß, ±) in (ß t , l i ) . F«r (T eL(ßi, 1^) definieren wir 

f-2(c) = {j{(f^(X))2:XEQ1\a}. 

Dann ist f-2(<r) e L(ß, 1) und ker/ £ f-2(a). 

Beweis. Unmittelbar aus der Definition der Äquivalenz auf ß folgt, dass/_2(<x) e 
e £(ß) ist. Es sei Ye Q\f-2(<?) und 0 $ Y. Dann existiert genau ein Element X e Qx\a, 
so dass Y=*f-i(X) ist; aus den Relationen 0$ Y und 0X « / (o ) folgt, dass ot $X 
ist. Es sei yu y2 € y; ist yt 1 y2f dann ist auch f(y^) lf(y2) und dabei ist f(yt), 
f(y2)eXe Q\at ot $X. Aber das ist nach dem Satz 2.3 ausgeschlossen, denn es ist 

137 



aeL(Qu lt) und die Äquivalenz/_2(cr) erfüllt also die Bedingung (1) des Satzes 
2.3, d.h. es ist/_2(a)eL(ß, ±). Es sei (x9y)ekerf. Dann ist f(x) = f(y). Die 
Relation o ist eine Äquivalenz auf Qu und es existiert also genau ein Element X e 
e Qx\oy für welches/(x) = f(y) e X gilt. Dann gilt aber (x, y) e (f.^X))2 s /^2(cr), 
womit die Inklusion ker/ £ /_2(<x) hergeleitet ist. 

2.7 Satz. (Kanonische Zerlegung des ±-Homomorphismus, eine Analogie des 
sogenannten ersten Satzes über den Isomorphismus.) 

Es sei f: Q -+ Qt ein ±-Homomorphismus aus (ß, ±) in die Menge mit Ortho-
gonalität (Qu ± t). Dann ist die Abbildung 

/ ' = nat ker/: ß -* ß/ker/ 

ein surjektwer ^-Homomorphismus aus (ß/±) auf (ß/ker/, ±kcr/), die durch die 
Vorschrift 

(X e ß/ker/, x e X) *> (f"(X) = /(*)) 

definierte Abbildung 
/": ß / k e r / - / ( ß ) 

isf dn bijektiver ^-Homomorphismus aus (ß/ker/, ±kcr/) aw/ (/(ß), ±i), die 
.<4bbj7dwn0 

/ " = i d / ( ß ) : / ( ß ) ^ ß 1 

ist eine L-homomorphe Insertion von (/(ß), ±i) in (Qu ± t). 
Dabei gilt f^f-ff. 

Beweis. Nach der Voraussetzung über die Abbildung / : ß -* Qu ist ker/e 
eL(Q, ±) und es gilt folglich die Behauptung über die Abbildung / ' : ß -> ß/ker/ 
nach der Bemerkung 2.4b. 

Die Abbildung/* : ß/ker/-*/(ß) ist offensichtlich korrekt definiert (der Funk­
tionenwert f"(X) hängt von der Wahl des Representanten xeX nicht ab) und 
offensichtlich ist sie eine Bijektion. Es sei X, Ye ß/ker/ und X ±ker/ Y. Dann existie­
ren solche Elemente xeX und y e Y, dass x 1 y gilt (siehe die Bemerkung 2.4, es ist 
nämlich ±kcr/ = ±' n (ß/ker/)2) und es ist also auch/(x) ±1/(.y). Davon und aus 
der Definition von/" ergibt sich, dass auch/^X) =-= f(x) ±x / (y) = fn(Y) ist, d. h./" 
ist ein ±-Homomorphismus aus (ß/ker/, ±ker/) auf (/(ß), ±x). 

Die Behauptung über/'" und die Gleichheit/ = fmf"f' sind klar. 

2.8 Satz. Es sei f: Q -+ Qt ein L-Homomorphismus aus (ß, ±) in eine Menge 
mit Orthogonalität (Qu lt). Ist o e L(ß, ±) und gilt die Inklusion o £ ker/, dann 
existiert genau ein 1-Homomorphismus g : Qjo -> ßx aus (ß/<x, ±.c) in (Qu lx)9 

der die Bedingung f = g nat <r erfüllt. 

Beweis. Unter den angeführten Voraussetzungen existiert genau eine Abbildung 
g : Q\a -* Qu für welche / = g nat a gilt (siehe z. B. [1]). Wir zeigen, dass g ein 
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^-Homomorphismus ist. Es sei X, Ye Q\o und X La Y. Dann existieren Elemente 
xeX und y e Yso, dass x ± y ist. Es ist g(X) = #(nat o(x)) = (g nat o)(x) = f(x) ±x 

±i/(y ) = (g nat o) (y) = #(nat o(y)) = #(7), denn f: Q -+ Qx ist ein ±-Homo­
morphismus. Also folgt für X, YeQ\o von der Relation X ±aY g(X) lx g(Y), 
d. h. g : Q\o -> Qt ist ein Orthohomorphismus aus (Q\o, la) in (Ql9 lt). 

2.9 Symbolik. Wir erinnern an die folgende läufige Konvention. Sei Q, G e E(Q) 
und Q £ o. Für X, Y e Q\Q definieren wir X G\Q Y genau dann, wenn die Elemente 
xeX, y e Y so existieren, dass xo y gilt. 

Die Relation G\Q ist eine Äquivalenz auf der Faktormenge Q\Q. 

2.10 Satz. (Eine Analogie des sogenannten dritten Satzes über den Isomorphismus). 
Es sei Q, o e L(Q9 ±) und Q £ o. Dann existiert genau ein surjektiver L-Homo-
morphismus h : Q\Q -> Qjo aus (Q\Q, 1Q) auf (Q\o, JLa) und ein bijektiver J_-
Homomorphismus h! : (Q\Q)I(O\Q) -* (Q\o) aus ((Q\Q)\(G\Q), (±Q)a/Q) auf (Q\o, la) 
so, dass das Diagramm auf der Abb. 1 kommutiert. 

Q 
natp n/P 

not (o/p) 

(ù/p)/(c-/p) 

Ùh-
AҺЬ. 1. 

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass ((Q\Q)I(G\Q), (l.Q\/Q) eine Menge mit Orthogonali-
tät ist. Es sei X e (Q\Q)\(G\Q) und X(LQ\/Q 9C. Dann existieren Elemente X, Ye SC so, 
dass X ±QY ist, und daraus folgt die Existenz der Elemente xeX und yeY, für 
welche x Ly gilt. Dabei ist X, Ye Q\Q, X G\Q Y und es ist also auch x o y. Von der 
Vorausetzung o e L(Q, 1) und vom Satz 2.3 bekommt man, dass o e \J2£ ist (denn 
es gilt U^ e Q\o), d. h. es gilt (oQ)a/Q = 3C. Nach dem Kriterium (1) aus dem Satz 2.3 
ist also G\Q e L(Q\Q, 1Q), und deshalb ist nach 2.4 (-LQ)a/Q eine Orthogonalität auf der 
Menge (Q\Q)\(O\Q). 

Weitere Behauptungen erweisen sich schon als einfache Folgerungen des Satzes 
2.8. Die Existenz und die Eindeutigkeit des Orthomorphismus h folgt aus 2.8, wenn 
man im Satz 2.8 / = nat o und (Ql9 J-i) = (Q\o, ±9) wählt, dann ist g = h. 

Die Existenz und die Eindeutigkeit des Orthomorphismus h' folgt aus 2.8, wenn 
man im Satz 2.8 anstelle von (ß, ±) das System (Q\Q, 1Q) wählt, anstelle von/wählt 
man h (die Existenz von h ist im vorangehenden Teile des Beweises gewährleistet, 
es ist ker h = O\Q) und anstelle von (Qt, l x ) wählt man (Q\o, 1,), dann ist g = h!. 
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3. DER VERBAND (L{Q, 1 ) , c ) 

In diesem Absatz untersuchen wir die Struktur einer geordneten Menge (L(ß, _L), 
£) . Die erreichten Ergebnisse werden (mit Ausnahme vom Satz 3.7) im Satz 3.9 
zusammengefasst. 

3.1 Hilfssatz. Es sei 3C £ L(ß, 1). Ist 3C 4= 0, dann ist inf 3C = (\SC. Es gilt 
inf 0 = ß2 . (Kß.D.s) 

(L(ß,±),£) 

Beweis. Es sei #* 4= 0. Dann ist nach [5], Absatz 5 oder auch nach [9], §46, 
(\3C e E(Q). Wir bezeichnen T = f)SC und zeigen, dass T e L(ß, 1) ist. Es sei x e ß/T 
und X l t X. Dann existieren x j e l so, dass x ± y ist. Dabei ist nach der Definition 
von r 'xay für alle a e3C und deshalb ist X = C\{°o '-aedC). Daraus ergibt sich, 
dass auch oeX ist, und es ist also X = ox. Demzufolge ist TEL(ß, 1) nach dem 
Satz 2.3. Nach [5], Absatz 5 oder auch nach [9], § 46, ist T = inf ^ und dabei 

(£(.Q),£) 

gilt L(ß, ±) £ L(ß); es ist also auch T = inf 3C. Die Beziehung inf 0 = ß 2 

(L(ß,±),S) (L(fl,±),.= ) 
folgt unmittelbar aus dem Satz 2.3 und aus der Definition des Infimums. 

3.2 Folgerung. L(ß, ±) is ein System abgeschlossener Elemente im Vollständigen 
Verband (E(Q)9 c ) . Insbesondere ist (L(ß, ±), s ) ein vollständiger Verband. 

(Das Symbol V> bzw. A bezeichnet im Weiteren das Supremum, bzw. das Infimum 
im vollständigen Verband (L(ß, 1), c ) ; das Supremum, bzw. das Infimum in 
(£(ß), c ) bezeichnen wir wie üblich mit \/E9 bzw. Ais)-

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist eine unmittelbare Folgerung des Hilfs­
satzes 3.1, denn für alle 3C e L(ß, ±) ist f\E3C = f\3C. Nachdem das System ab­
geschlossener Elemente im vollständigen Verband (als eine geordnete Teilmenge) 
ein vollständiger Verband ist, gilt auch der zweite Teil der Behauptung, die zu be­
weisen war. 

3.3 Hilfssatz. Es sei 9C £ L(ß, l ) und sei (3C9 s ) eine Kette. Dann ist \J3C = 
- U # - Vi&fi<r SC 4= 0. Es gilt V0 = idß - VE0. 

Beweis. Es sei SC 4= 0. Nach [5], Abs. 7, ist unter unseren Voraussetzungen 
\J3C e E(Q)\ bezeichnen wir ferner T = \J3C. Es sei X e Q\x und sei X 1T X. Dann 
existieren x, y e X so, dass x ± y gilt. Es ist x T y und deshalb, nach der Definition 
von T, existiert ae3C9 für welches xa y gilt. Es ist a e L(ß, ±), und deswegen ist nach 
dem Satz 2.3 auch x a o9 d. h. es ist auch x T o; daraus folgt X = ot. Also nach 2.3 
ist T e L(ß, -L). Davon ergeben sich schon unmittelbar auch die übrigen Behauptungen. 
Ebenfalls die Beziehung *V0 = idß folgt sofort von der Definition des Supremums 
und von dem Satz 2.3, nach dem idß e L(ß, i.) ist. 
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3.4 Folgerung. L(Q, ±) ist im vollständigen Verband (E(Q)9 £ ) ein algebraisches 
System abgeschlossener Elemente. 

Der Beweis folgt sofort aus der Folgerung 3.2 und aus dem Hilfssatz 3.3. 

3.5 Bemerkung. In den Absätzen 3.6 und 3.7 wird ein algebraischer Hüllenoperator 
betrachtet, welcher auf dem vollständigen Verband (E(Q)9 s ) ein algebraisches 
Hüllensystem L(Q, ±) definiert. 

3.6 Hilfssatz. Für o e E(Q) definieren wir ö == o u (dorn (o(o n -L)))2. Dann gilt 

<j = A{e;oeL(ß, 1), OCZQ}. 

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass ö eL(Q, ±) ist. Die Relation ö ist offensichtlich 
reflexiv auf Q und symmetrisch. Ebenfalls ist klar, dass dorn ö £ Q ist, und es ist 
also dorn ö = Q. Es sei x ö y und y ö z. Ist x o y und y o z9 oder ist x(dom (o(o n 
n _L)))2 y und y(dom (o(o n ±)))2 z, dann ist auch xoz. Es sei x o y und 
}>(dom (o(o n J-)))2 z. Dann existieren Elemente yl9 u1 so, dass die Relation y o yx, 
yiGUi> yi -L ui gilt. Aus der Transivität von o ergeben sich die Beziehungen 
* ° yi> yi G ui> yi -L ul9 also es gilt auch x e dorn (o(o n ±)). Ebenso ist 
z e dorn (o(o n ±)), und es gilt deshalb x(dom (o(o n l)))2 z, d.h. x ö z. In ähnli­
cher Weise leiten wir x ö z im letzten möglichen Falle x(dom (o(o n ±)))2 y, yo z 
her. Also ist o e E(Q). 

Es sei X G Q\o und sei X 1-.X. Dann existieren Elemente x j e l so, dass x ± y 
gilt. Ist x o y, dann ist x ö x(o n ±) y, y o y(o n 1) x, und deshalb ist auch 
x(dom (o(o n ±)))2 y, d. h. es gilt x, y e dorn (o(o n i.)). Wenn x o )> nicht gilt, 
dann ist notwendigerweise x(dom (o(o n i-)))2 y9 und deswegen gilt wieder x9y e 
e dorn (o(o n ±)). Gleichzeitig gelten die Beziehungen 

oo o , oo o , o ±o , 

und es ist also auch o(o(o n ±)) o, d. h. es ist o e dorn (o(o n ±)). Darum ist 
y (dorn (o(o n J-)))2 o und daraus ergibt sich, dass y o o gilt. Also ist osX. Deswe­
gen nach dem Kriterium 2.3 ist o € L(Q, ±). 

Ganz gewiss ist o c o, und deshalb — wenn man 

ox = {Q-.QeUß, ±), o £Q} 

bezeichnet — ist ö e ö±. Daraus folgt, dass A^x = f\<r± £ ^ gilt. 
Sei umgekehrt x ö y und x non o y; dann gilt x, y e dorn (o(o n l)) , und es 

existieren also die Elemente ul9 u29 vl9 v2 so, dass die Relation x o ui, ut o vl9 

ut ±vl9 yo u2, u2 o v2, u2 ± v2 gilt. Ist Q e al9 dann ist auch ut Q vl9 u2 Q v2 und 
dann ist nach dem Satz 2.3 auch ut QO,U2Q O, denn es ist Q e L(Q, ±). 
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Also ist x Q ui9 ux Q o, o Q u2, u2 Q y, und deshalb gilt x Q y für alle Q e oL. Damit 
ist die Implikation 

((x, y) e (ö - o)) => (Vg e o± : (x, y) e Q) 

hergeleitet, von der ferner die Inklusion 

Ö — O £ f)(j± 

folgt. Die Inklusion o £ f)a± folgt unmittelbar aus der Definition des Systems o±, 
und deshalb nach der Definition von o ist 

er = (ö — o) u o £ fit7± . 

Daher und vom Obigen bekommt man die zu beweisende Beziehung 

d = (>± = A<x± . 

3.7 Satz. Es sei L eine Orthogonalität auf der Menge Q. Dann ist die durch die 
Formel 

(THä = (Tu (dorn (0(0 n l)))2 , (o e E(Q)) , 

definierte Abbildung ein algebraischer Hüllenoperator auf dem vollständigen 
Verband (E(Q), s=). 

Dabei gilt 
L(ß,±) = {ö:oeE(Q)}. 

Beweis. Nach Hilfssatz 3.6 ist " : E(Q) -• E(Q) ein Hüllenoperator auf (E(Q), c ) , 
der ein Hüllensystem L{Q, 1) definiert; dieses System ist nach der Folgerung 3.4 
algebraisch und deshalb ist auch der zugehörige Hüllenoperator " : E(Q) -• E(Q) 
algebraisch. 

3.8 Hilfssatz. Es sei Q,o,re L(ß, ±), Q £ <j c T. Dann existiert o' e U(Q, 1) 
50, dass die Beziehungen 

ß C f f ' c T , Q = o no', T = y{o, o'} 
gelten. 

Beweis. Es sei XeQ/x. Dann sind QnX2 und onX2 Äquivalenzen auf X, 
QnX2 conX2. Für, YeXj(o nX2) wählt man YQe Y\(Q n Y2) beliebig, wenn 
0 4 Yist; falls o e Y ist, definiert man YQ = oQ. 

Bezeichnen wir 
X0 = \j{YQ:YeXl(onX2)} 

und definieren 
, o' = \J{Xl:XeQJT}vQ. 

Wir zeigen, dass o' der Behauptung des Satzes genügt. 
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Aus der Definition von o' folgt o' e E(Q), Q £ a'. Ist x o' y, dann ist x Q y oder 
(x, y) e U{-*o : -X" e O/T}. Ist x e >>, dann folgt von Q £ T die Beziehung x T y. Es sei 
also (x,y)e\J{X0

l :XEQ\T}. Dann gibt es XGQ\T SO, dass (x, y)eXl. Es gilt 
K0 £ K, und es ist also (x, y) e X2, d. h. auch in diesem Falle ist XT y. Daher ist 
o' £ T. 

Wir zeigen, dass <x' e ^Q, ±) gilt. Wir wählen die Klasse Z e Q\o' so, dass Z 1 ' Z 
ist, d. h. es existieren x, y e Z, so dass x ± y gilt. Ist x Q y, dann gilt (denn 
Q e ^Q, ±)) nach 2.3 auch x o o, d. h. es ist auch oeZ. Es sei (x, y) $ Q, dann ist 
x, y e X% für einige X e Q\T. ES ist 

(x,y)eX2c:X2c=Te^,±), 

und also nach Satz 2.3 ist x T o, d. h. o 6 X. Dann gilt oQ £ X0, und deswegen ist 
oeX0. Daraus ergibt sich, dass (x, o) e Z 0 £ <x' gilt. 

Wir haben hergeleitet, dass nach 2.3 o' e ^Q, ±) ist. Wir zeigen, dass o n o' = Q 
ist. Es gilt ljCdjßCff' und deshalb Q ^ o n o'.Es sei (x, j j e a n <r'. Dann ergibt 
sich aus (x,y)eof, dass (x,y)eQ ist, (x, >>)e (j{-^o m-XeQ\T}. Wenn (x, y )e 
€ U{-*o : X 6 Q\T} ist, dann gilt (x, y) e X0 für irgendwelche X e Q/T. Es ist X0 = 
= \J{YQ: YeX\(o n X2)}, und existieren also tY, 2YeX\(o n K2) so, dass x e XYQ, 
ys2YQ ist. 

Es sei XY 4= 2Y; dann gilt x non o y, denn !Y, 2Y sind zwei verschiedene Klassen 
der Zerlegung Qjo und es gilt x e XYQ £ 1 7 - | - 2 - / 2 2*V9y- Das ist aber ausge­
schlossen, da (x, y)eo n o' ^ o ist. Also ist tY = 2y. Wir bezeichnen Y= i Fund 
dann ist x, y e YQ £ y e ß/cr. Es ist aber yff e Y\(Q n y2), und es gilt also (x, y) e 
e Y2 £ £. Daraus ergibt sich, dass in jedem Falle die umgekehrte Inklusion o n o' £ 
.= £ gilt. 

Es bleibt übrig zu zeigen, dass \/{<T, O'} = T ist. Es ist o, o' £ T und also auch 
Vi0"» ff'} --- T. Es sei (x, y) e T. Dann existiert X e Q\T, SO dass x, yeX ist. Es sei 
(x, y)$o; dann existieren zwei verschiedene Elemente iY, 2Y aus Q\o so, dass 

xe^czX^ 2Y3y, tY # 2 y 

gilt und existieren auch XZ, 2Z G Q\Q so, dass x e XZ £ ty f y e 2Z £ 2 y gilt. Es gibt 
auch XYQ £ j ^ <= X, 2Y, s 2 7 £ X, und es gibt also X0 n a y 4= 0, X0 n 2 7 + 0, 
denn es ist ^ £ tYn X0, 2YQ £ 2 Y n X0. Wir wählen w e ±YQ9 v e 2YQ. Es ist 

( x , w ) e 1 y 2 £ ( j , ( i i - ^ e i ^ x 2y, £ X ? £ (x\ (i>, y )e 2Y
2 £ o, 

und daraus bekommt man 
00 

(x, >>) e aa'a e U (ff u aj = V*{ff, ff'} £ Vfa. *'} • 
n -=l 

Wir zeigten, dass im Falle, wenn (x, y) e T, (X, y) $ o gilt, (x, y) e Vfa, <*'} ist. Ist 
aber (x, y) e T, (X, y) e er, dann gilt ä fortiori (x, y) e Vfc, Ö"'}. Damit wird auch die 
Inklusion T £ Vfa» ff'} hergeleitet. 
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3.9 Satz. 1. L(ß, JL) ist ein algebraisches System abgeschlossener Elemente im 
vollständigen Verband (E(Q)9 s ) . 

2. (L(ß, 1), e ) ist ein vollständiger und relativ komplementärer Verband. 

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar von den Absätzen 3.2, 3.4 und 3.8. 

3.10 Bemerkung. Im Gegenteil zur Theorie der Verbände von Kernen isotoner Ab­
bildungen (siehe [5]) sind unsere Verbände (L(ß, ±), e ) stets relativ komplementär. 

4. EINIGE WEITERE EIGENSCHAFTEN DES VERBANDES (L(ß, 1 ) , £ ) 

In diesem Absatz zeigen wir, dass der vollständige Verband (L(ß, J_), s ) relativ 
atomar und dual relativ atomar ist. Daraus ergeben sich einige Folgerungen für 
maximale Ketten in diesem Verband. 

4.1 Hilfssatz. Es sei Q9 aeE(Q). Dann istg in (E(Q)9 s)genau dann vom Element a 
bedeckt, wenn folgende Bedingungen erfüllt werden: 

a) Für jedes X e Q\Q existiert genau ein Ye Q\a derart, dass X £ Yist. 
b) Es existiert Y0 e Q\a und es existieren X0, Xt e Q\Q SO, dass X0 4= Xt und 

X0KJX1^Y0 gilt. 
c) Für Y0%X09XX aus b) gilt: Q\a - {Y0} = Q\Q - {X09Xt}. 

Beweis. Es handelt sich um eine wohl bekannte Behauptung aus der Theorie der 
Verbände von Äquivalenzen, siehe z. B. [9], Seite 163. 

4.2 Bezeichnung. Für Q, a e L(ß, ±) bezeichnet die Relation Q <a9 dass Q C a 
ist, und für jedes T e L(ß, JL) mit Q C T e <j folgt a = T. 

4.3 Satz. Es sei Q9ae L(ß, 1). Dann gilt Q <a genau dann9 wenn die Bedingun­
gen a), b), c) des Hilfssatzes 4.1 gelten. 

Beweis. I. Es sei Q < a. Dann ist Q C a und es gilt also offensichtlich a). Es ist 
Q # a9 und deshalb existiert Y' e ß/c derart, dass Y' $ Q\Q ist. Dann gibt es wenig­
stens zwei verschiedene Elemente X'9X"eQ\Q9 SO dass I ' u l ' c Y' gilt. Wir 
bezeichnen 

. <&' = {X\XeQ\Q9X^Y'}\ 

es ist card <&' ;> 2. 
Es sei card <&' > 2. Daraus leiten wir einen Widerspruch her. Es ist entweder 

oeY' oder o 4 Y'. Ist o e Y'9 dann wählen wir Yt e <&' so, dass otYi und Y2 = 
« (U^O - Ti gilt. Von der Voraussetzung card &' > 2 folgt Yt # 0, Yt e Q\Q 
und Y2 + 0, wobei X c Y2 für jedes Element Xe<3/'9 X * Yt gilt; es ist 
card (<8T - {Yj) £ 2. Davon ergibt sich Y2 £ Q\Q. Wir setzen dann t « Yx

2 u Y2
2 u 
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u Q. Offenbar ist T eine Äquivalenz auf fl. Es ist auch ljcr, denn einerseits existiert 
y e A/T für alle X G Q\Q SO, dass X £ Y (d. h. Q £ T) ist, und andererseits existieren 
mindestens zwei verschiedene Elemente X2, X3 e Q\Q, für die X2 u X3 £ Y2 e Qjx 
gilt (d. h. es gilt Q =f= T). Die Inklusion x a o folgt sofort von der Konstruktion von T. 

Wir zeigen, dass x e L(fl, 1 ) ist. Ist Z G A/T und Z JL' Z, dann ist Z = Yx oder 
Z = Y2 (für Z 4= Ylf y2 ist nämlich Zefl/cr, o £ Z , und weil (xeL(fl, 1 ) ist, gilt 
nach 2.3 Z /.' Z). Es ist Yx e Q\Q, O$YX QS L(fl, 1) , und also Yt JL9 Y±. Von der 
Beziehung Z ±' Z, ZeQ\x folgt deshalb Z = y2; es ist o e Y2 denn es gilt oeY' = 
= (J^'> y2 = y — yi, 0 $ Yt), und deswegen nach 2.3 ist T G L(fl, 1). Also in diesem 
Fall ist Q -K a, da es ein Element T G L(fl, 1 ) gibt, dass g <= T C er ist. 

Wenn o£Y' ist, dann erweist sich die Situation als einfacher. Wir wählen Yt £ <&' 
beliebig, Y2 = Y' — Yi und x = Y2 u Y2 u o. Wiederum zeigen wir, dass l j c i c 
<= a, x e L(fl, ± ) ist und demzufolge ist Q -K a. 

Wir haben hergeleitet, dass unter der Bedingung Q < a für alle YG Q\o das System 

^ = [X : X G Q/(jf X s Y} 

höchstens zwei Elemente enthält. Setzen wir voraus, dass Y', Y" G Q\a existieren, 
für welche Y' # Y" gilt und dass %/', %/" zweielementige Systeme sind. Aus dieser 
Voraussetzung leiten wir einen Widerspruch her. Es genügt nähmlich x = (Y')2 u Q 
zu wählen und dann ist wieder Q C T C a. Von 2.3 folgt dann, dass x e L(Q, _L) ist. 
Also gilt Q -K a. 

Wir haben hergeleitet, dass unter der Voraussetzung Q <a höchstens ein Y' e Q]a 
existiert, für welches das System <&' zweielementig ist, wobei Q\a — {Y'} = 
= Q\Q — <2/' ist. Aber es ist Q 4= a und es existiert also Y0 G Q\a — fl/^, wobei — wie 
obenangeführt — ein eniziges Element Y0 derart existiert, dass <W0 ein zweielementiges 
System ist. Damit sind auch die Bedingungen b) und c) hergeleitet. 

IL Gelten für Q, a G L(fl, ±) die Bedingungen a) bis c), dann ist Q nach dem Absatz 
4.2 mit dem Element a in (L(fl, 1), c ) bedeckt; es gilt L(fl, 1 ) £ £(fl) und es ist 
ebensfalls Q < a. 

4.4 Folgerung. Es sei Q, aeL(Q, ±). Dann gilt Q <a genau dann, wenn Q der 
untere Nachbar von a in (E(Q), £ ) ist, d. h. die Relation < ist eine Teilmenge der 
Relation „ . . . ist der untere Nachbar ... in (E(Q), e )" . 

Der Beweis folgt sofort aus dem Hilfssatz 4.1 und aus dem Satz 4.3. 

4.5 Hilfssatz. Es sei Q,ae L(fl, 1 ) , Q C a. Dann existiert x e L(Q9 ±) so, dass 
Q £ T -< a gilt. (D. h. der Verband (L(fl, 1), s ) ist dual relativ atomistisch). 

Beweis. Es ist Q C a und deshalb gilt 

a) zu jedem X e Q\Q gibt es genau ein Ye Qja, X £ Y; 
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b) es existieren Y0 e Q\a und Xl9 X2 e QJQ, X1 4= X2 und Xt u X2 cz y0. Dann 
wählen wir eine solche Beziehung, dass o $ Xt in b) ist. Definieren wir 

T = X{ u (Y0 - X,)2 u e . 

Es ist Q £ T c a, nach der Konstruktion von T und nach dem Satz 2.3 ist 
T e ^Q9 ±) und nach dem Satz 4.3 gilt T -< a. 

4.6 Hilfssatz. £s sei Q9 a e L(Q9 ±), Q CZ a. Dann existiert % e L(Q, 1) so, dass 
Q -< T cz a gilt. (D. h. der Verband (L(Q, 1), cz) is relativ atomisch.) 

Beweis. Es ist Q CZ a und es gilt also: a) für jedes X GQ/Q existiert genau ein 
Ye Qja, X cz Y; b) es existieren Y0 e Qja und Xl9 X2 e QJQ, X± # X2 und Xt u 
u l 2 c Y0. 

Ist o £ y0 in b), dann definieren wir xt = (X± u X2)2 u Q. Ist o e Y0, dann gilt 
otf c Y0 und die Beziehung wählen wir derart, dass Xx =t= oQ ist, und definieren in 
diesem Fall T2 = (oQ u Xt)

2 u Q. 
Es ist xl9 T2 6 oE(O), Q cz xx cz a9 Q cz x2 cz a. Wir zeigen z. B. dass, Tt e L(0,1) 

ist. Ist X e O/T und X JL' .Y, dann gilt entweder X e QJQ — {Xi9 X2}9 dann ist aber 
oQ = ,Y, denn es ist Q e L(Q9JL) (siehe Satz 2.3), oder gilt .1 = 1 ^ X2. Dann haben 
wir XXKJ X2 cz Y0e Qja, a e ^Q9.1), o £ y0, und deshalb gilt x JL y für alle x j e y 0 

nach dem Satz 2.3, insbesondere ist (Xt u X2) JL' (Xx u X2). Der Fall X = Xtu X2, 
X ±' .X ist also ausgeschlossen. 

Wir zeigten, dass otl = .K im Fall X e 0/T1? X JL' X gilt, d. h. nach dem Satz 2.3 
ist Tj 6 L(0, ±). 

Es ist 
0/TX - (QJQ - {Xlf X2}) u (Zx u X2) 

und nach dem Satz 4.3 gilt Q -< T1B 

In gleicher Weise leiten wir her, dass Q < T2 CZ er im Falle o € 70 gilt. 

4.7 Bemerkung. Eine Analogie des Hilfssatzes 4.6 und des Satzes 4.10 in Verbänden 
von Kernen isotoner Abbildungen gilt allgemein nicht. 

4.8 Satz. Es sei R eine maximale Kette im Verband (Ufi91), cz). Dann ist R 
auch im Verband (E(Q)9 cz) eine maximale Kette. 

Beweis. Es sei R ejne maximale Kette in fäQ91), £ ) und sei a e E(Q) so, dass 
(R U {a}9 cz) eine Kette ist. Wir zeigen, dass dann a e ^Q91) gilt. Wir bezeichnen 

Ri(a) Ä {Q :Q6 R> Q £ a) > R2(°) =^{Q:QGR9 o cz Q},, 

Z-VR&), ß = ARi(o)- . 

Nach dem Hilfssatz 3.1 ist ß = 0 ^2(0)» denn es ist Q2 e R2(a) und deshalb auch 
R2(ci) # 0. Ist Rx(a) # 0, dann ist nach dem Hilfssatz 3.3 a = (J Äi(cr). Stets gilt 
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idn e Ri(o) und deswegen ist -Ri(<r) 4= 0. Die Beziehung a £ ß folgt unmittelbar von 
der Definition des Supremums und Infimums. 

Von der Beziehung a = \J -Ri(ff) folgt a g ^ und aus ß = () Ri(°) kommt die 
Beziehung o c: ß. Ist a c /?, dann existiert nach dem Hilfssatz 4.5 y G L(Q, ±) so, 
dass <x <y ^ ß. Die Kette aR ist in (L(Q, 1), s ) maximal und deswegen ist oc, ße R 
und y = /?. Also gilt a -< /? und a g: & c /}. Nach der Folgerung 4.4 ist a = o oder 
j? = a, d. h. im Falle a c j 5 gilt tr G JR. Ist aber a = /?, dann folgt von den obenange­
führten Inklusionen a £ c c: /?, dass er = a gilt, d. h. es ist wieder <xe R. 

Wir haben hergeleitet, dass für die maximale Kette R in (L(Q, 1), £ ) Folgendes 
gilt: ist <T G L(ß) und o ein mit allen Elementen aus R c: — vergleichbares Element, 
dann ist <JGÄ. Das heisst aber, dass JR eine maximale Kette in (E(Q), g ) ist. 

4.9 Hilfssatz. Es sei JSf = (L, g ) ein vollständiger Verband, der die folgende 
Bedingung erfüllt: für jedes x, y e Lgilt 

x < y => (3z G L: x < z <; y)*) . 

Dann gilt folgende Behauptung: ist R £ L und ist (R, <̂ ) eine wohlgeordnete 
Kette, dann existiert eine maximale Kette S in S£ so, dass R ^ S ist, und (S, ^) eine 
wohlgeordnete Kette ist. 

Der Beweis ist in [5] (Absatz 30 und 31, Seite 135, 136) enthalten. 

4.9' Hilfssatz. Es sei S£ = (L, g ) ein vollständiger Verband, der die zur Bedin­
gung aus 4.9 duale Bedingung erfüllt. Dann gilt Folgendes: ist R £ L und ist 
(R, ^ ) eine wohlgeordnete Kette, dann existiert eine maximale Kette S in SP so, 
dass R c: S gilt, und (S, ^ ) eine wohlgeordnete Kette ist. 

Beweis. Die Behauptung ist zum Hilfssatz 4.9 dual. 

4.10 Satz. Es sei R c L(Q, L) und (R, c:) sei eine wohlgeordnete Kette. Dann 
existiert soeine maximale Kette S in (L(Q, JL), £) , dass R c: S gilt und (S, c ) eine 
wohlgeordnete Kette ist. 

Der Beweis folgt unmittelbar von den Hilfssätzen 4.6 und 4.9. 

4.11 Satz. Es sei R c: L(ß, 1) und (R, 2 ) sei eine wohlgeordnete Kette. Dann 
existiert soeine maximale Kette S in (L(Q, ±), s ) , dass R c: S gilt und (S, 2 ) eine 
wohlgeordnete Kette ist. 

Der Beweis folgt sofort von den Hilfssätzen 4.5 und 4.9'. 

*) a -< b bezeichnet, dass a ein unterer Nachbar von b in & ist. 
st 
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