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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 104 (1979), Praha

HOMOMORPHISMEN UND PSEUDOHOMOMORPHISMEN
DER TERNARRINGE UND HOMOMORPHISMEN
SCHWACHER PSEUDOEBENEN

FRANTISEK MACHALA, Olomouc

(Eingegangen am 2. November 1976)

M. HALL bewies in [2], daB jede projektive Ebene durch einen Terndrkdrper
algebraisch beschreibbar ist. In den Arbeiten [4], [7] werden solche Inzidenzstruktu-
ren studiert, die vermittels algemeineren Terndrstrukturen koordinatisierbar sind.
In vorliegender Arbeit versteht man unter schwacher Pseudoebene (kurz SP-Ebene)
eine solche Inzidenzstruktur, die sich durch einen Ternirring (Deﬁnition 1) ko-
ordinatisieren 1a8t. ' ’

L. A. SKORNJAKOV beschrieb in [6] alle Homomorphismen einer projektiven Ebene
durch T-Homomorphismen des zugehérigen Ternirkorpers und in [5] werden einige
Ergebnisse iiber Homomorphismen der sog. Pseudoebenen angefiihrt. In vorliegender
Arbeit werden die Ergebnisse aus [6] auf SP-Ebenen verallgemeinert. Dabei werden
die Homomorphismen der Ternirringe, Ideale in den Ternirringen und Rest-
klassen-Ternérringe angewendet, die in [3] eingefiihrt sind.

Im Paragraphen 1 werden Pseudohomomorpshimen eines Ternirringes definiert
" und es wird gezeigt, daB fiir einen Ternirkorper die Definitionen des Pseudohomo-
morphismus und T-Homomorphismus dquivalent sind.

Im Paragraphen 2 werden SP-Ebenen durch Anwendung der Ergebnisse aus [4]
und [7] erklart. Auf Grund des klassischen Verfahrens wird zu jeder SP-Ebene . ein
Ternarring T, und zu jedem Terndrring T eine SP-Ebene ., konstruiert.

Im Paragraphen 3 werden v-Homomorphismen einer SP-Ebene. .# auf eine SP-
Ebene .#' untersucht. Es wird gezeigt, daB jeder v-Homomorphismus von 4 auf .’
vermittels des Homomorphismus des Ternérringes T, auf T ,. beschreibbar ist. Fiir
eine SP-Ebene .# werden mit Hilfe der Restklassen-Ternarringe von T, alle ihre
v-Homomorphismen (bis auf einen Isomorphismus) beschrieben.

Im Paragraphen 4 untersucht man Homomorphismen einer SP-Ebene, die keine
vsHomomorphismen sind. Es wird gezeigt, daB jeder Homomorphismus einer
SP-Ebene # auf eine SP-Ebene ' vermittels eines Pseudohomomorphismus von T,
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beschreibbar ist. Mit Hilfe jedes Pseudohomomorphismus eines Ternarringes T auf
einen Ternirring 7" 148t sich umgekehrt ein Homomorphismus der SP-Ebene 1
auf die SP-Ebene .# ;. bestimmen.

§ 1. Homomorphismen und Pseudohomomorphismen der Terniirringe

Definition 1. Ein Terndrring T ist ein Paar (R, t), wo R eine Menge, ¢ eine Ternar-
operation iiber R sind, wobei gilt:

(K1) Es existieren zwei verschiedene Elemente 0, 1 € R mit (0, a, b) = #(a, 0, b) =
= b, (1, a,0) = t(a, 1,0) = a fiir alle a, be R.

(K2) Zu je drei Elementen a, b, ¢ € R existiert genau ein x € R mit ¢ = #(a, b, x).

Bemerkung 1. In jedem Ternirring T = (R, t) gibt es nach Satz 1, [3] genau ein
Paar (0, 1), welches (K1) erfiillt. Die Elemente 0, 1 € R aus (K1) werden ausgezeichne-
te Elemente von T genannt.

Definition 2. Es seien T = (R, ¢) und T" = (R’, t') Ternérringe. Eine Abbildung ¢
der Menge R auf die Menge R’ heiBt Homomorphismus des Ternarringes T auf den
Ternérring T, falls [#(a, b, ¢)]® = '(a%, b®, ¢®) fiir alle a, b, c € R gilt. Der Homo-
morphismus von Tauf T* heit Isomorphismus, falls ¢ eine bijektive Abbildung von R
auf R’ ist. Gibt es einen Isomorphismus von T'auf T’, dann heilen Tund T” isomorph.

Satz 1. Sind T = (R, t) und T' = (R, t') Terndrringe mit ausgezeichneten Ele-
menten 0, 1 und 0', 1’ und ist ¢ ein Homomorphismus von T auf T', dann 0° = Q'
und 1° =1'.

Beweis. Es seien a’, b’ zwei Elemente aus R’. Dann gibt es zwei Elemente a, b
aus R mit a® = a', b® = b’ Es gilt [(0, a, b)]* = [#(a, 0, b)]® = b® = ¢'(0°, a%, b®) =
= t(a®, 0°, b°) = ¢'(0°, a’, b’) = ¢'(a’, 0°, b’) = b’ und zugleich [¢(1, a, 0)]° =
= [#(a, 1,0)]° = a® = (1%, a’, 0°) = ¢'(a’, 1°,0°) = a’. Nach Bemerkung 1 ist
also 0° = 0’ und 1° = 1", ‘ .

Definition 3. Ein Ternérring T = (R, ¢) heiBit Ternarkorper, wenn gilt:

(K3) Zu je vier Elementen a, b,c,deR mit @ + ¢ gibt es genau ein x € R mit
t(x, a, b) = 1(x, c, d).

(K4) Zu je vier Elementen a, b, ¢, d € R mit a # c gibt es genau ein Paar (x, y) €
€R x Rmit b = t(a, x, y) und d = t(c, x, y).

Definition 4. Ein Ternarring T = (R, 1) heiBt Pseudo‘terné'rké'rper, wenn gilt:

(K’3) Zu je drei Elementen a, b, c € R mit @ # 0 gibt es genau ein x € R mit ¢ =

= (x, a, b).

(K'4). Zu je drei Elementen a, b,ce R mit a #+ 0 gibt es genau ein x € R mit
¢ = t(a, x, b).
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Definition 5. Ein Ternirring T = (R, t) heiBt Semiterndrkdrper, wenn gilt: Zu
jedem Element x € R mit x =+ 0 gibt es genau ein m € R mit 1 = #(x, m, 0).

Bemerkung 2. Jeder Terndrkorper stellt einen Pseudoterndrkorper dar und jeder
Pseudoternarkorper ist zugleich ein Semiternarkérper.

Definition 6. Es sei T = (R, t) ein Terndrring und R, eine Teilmenge aus R. Wir v
setzen a @r = t(l, a, r) Vae R Vre R, R, heiBt Ideal des Ternérringes T, wenn
folgendes gilt:

(i) 0eRy, Ry + R

(ii) Gilt b = a @ r fiir a,be R, r e Ry, so existiert ein ' e R, mit a = b @ r'.

(iii) Fir alle a,b,ceR und ry, 75, 73 € R, existiert ein r' € Ry, mit tla @ ry,
b®ry,c®dry)=1tabc)dr.

(iv) Gilt «(a, b, x’) = t(a, b, x) @ r fiir a,b,x,x'€R, reR,, so existiert ein
reRomitx’ = x @ r.

Bemerkung 3. In jedem Ternirring ist {0} ein Ideal ([3], Satz 2).

Satz 2. In jedem Semiterndrkorper ist genau ein Ideal {0} enthalten.

Beweis. R, sei ein Ideal in einem Semiternirkdrper T = (R, t) mit R, #+ {0}.
Ist r € R, ein von Null verschiedenes Element, dann existiert nach Definition 5 ein
meR mit 1 = #(r,m,0). Es gilt 1 = #(r,m,0) = {0 & r, m & 0, 0 ® 0) und nach
(iii) gibt es ein " e Ry Mit {0 D r, mD 0,0 0) =0, m, 0)Dr =0 r =7,
was 1€ R, bedeutet. Fiir ein belibiges Element d € R gilt gemaB (K1) d = (1, d, 0)
und wegen 0, 1 € R, erhalt man nach (iii) d € R,. Daraus folgt R0 = R und nach
Definition 6 ist R, kein Ideal in T.

Satz 3. R sei ein Ideal des Terndrringes T = (R, t). Setzen wira = {a @ r | r € R,}
fiir jedes a € R und R|R, = {a I a € R}, dann ist R[R, eine Zerlegung der Menge R.
Setzen wir weiter i(a, b, ¢) = t(a, b, c) fiir alle a, b, ¢ aus R[R,, dann ist I eine
Terndroperation tiber R|R, und das Paar T = (R[R, i) stellt einen Terndrring dar.

Zum Beweis siche die Beweise der Satze 4 und 5, [3].
Definition 7. Es sei R, ein Ideal des Ternarringes T = (R, t). Der im Satz 3 be-
schriebene Ternirring T = (R/Ry, ?) heiBt durch das Ideal R, bestimmter Rest-

klassen-Terndrring von T.

Bemerkung 4. Ist T der durch das Ideal {0} bestimmte Restklassen-Ternirring
von T,dann T=T.
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Satz 4. Es sei T = (R|Ry, ) ein durch ein Ideal R, des Terndrringes T = (R, t)
bestimmter Restklassen-Terndrring von T. Dann ist die Abbildung ¢ :a — a
Va € R ein Homomorphismus des Terndrringes T auf den Terndrring T.

2. Es sei ¢ ein Homomorphismus des Terndrringes T = (R t) auf den Terndrring
T' = (R, t). Dann ist R, = {a€R I a® = 0"‘} ein Ideal in T und die Terndirringe
T = (R[Ry, i), T’ sind isomorph.

Zum Beweis siche den Beweis von Satz 6, [3].

Definition 8. T = (R, t), T' = (R, t’) seien Ternirringe mit ausgezeichneten Ele-
menten 0, 1 bzw. 0’, 1’ und u’ sei ein in der Menge R’ nicht enthaltenes Element.
Eine Abbildung ¢ der Menge R auf die Menge Q' = R' u {u’} heiBt Pseudohomo-
morphismus des Ternérringes T auf den Ternirring T', wenn gilt:

(P0) 0°¢ R".

(P1) Aus a®, b%, c® € R’ folgt [#(a, b, ¢)]° = t'(a®, b°, c?).

(P2) Aus a® = u’, c®€ R’ und [#(a, b, ¢)]? € R’ folgt b® = 0'.

(P3) Aus b® = ', c®€ R’ und [#(a, b, ¢)]° € R’ folgt a® = 0'.

(P4) Gilt [¢(a, b, ¢)]° € R" und ¢® = ’, so ist entweder a® = u’ oder b® = u’.

(P5) Gilt d.= #(a, by, ¢,) = t(a, b, c,) mit a® = d®° = u’ und ¢, c e R’, so ist
b? = B2

(P6) Gilt d, = t(ay, b, ¢), d, = t(as, b, ¢) mit b® = ¢® = u’ und df, d} € R’, so
ist af = aj.

(P7) Es sei d = (a, b, c) fiir a®,d°eR’, b®* =c® =u' und y = {(x, b, ¢) fiir
x? = y® = u'. Aus y = t(x, m, k) folgt entweder m® = u’ oder k® = u'.

Bemerkung 5. In der Arbeit [6] wird folgende Definition angefiihrt: Sind T = (R, ),
T' = (R’, t') Ternirkorper und u’ ¢ R, dann heiBt eine Abbildung ¢ der Menge R
auf die Menge Q' = R’ v {u’} ein T-Homomorphismus, wenn die Forderungen
(P1)—(P4) und folgende (5)—(7) erfiillt sind:

(5) Aus d = t(a, by, ¢;) = t(a, b;,0) und a® = d® = v’, ¢f e R’ folgt b = b3.

(6) Aus dy = t(ay, b, ¢), 0 = #(a;, b, c) und b® = ¢® = ', df e R’ folgt a} = a$.

(7) Bs sei y =t(x,b,c) = t(x, m, 0) und 0 = t(a, b,c) mit b® =¢® =x° =
= y® = u’. Dann gilt entweder m® = u’ oder a® = u’.

Satz 5. Es seien T = (R, t), T' = (R', t') Ternirkorper. Eine Abbildung ist ein
Pseudohomomorphismus von T auf T’ genau dann, wenn sie ein T-Homomorphis-
mus ist.

Beweis. 1. ¢ sei ein Pseudohomomorphismus von.T. Wir beweisen, daB ¢ den
Forderungen (5)—(7) geniigt.

Ad (5) Nach (P0) ist 0° € R’. Setzt man in (P5) ¢, = 0, dann erhalt man b{ = b3,
also die Behauptung (5).

Ad (6) Setzt man in (P6) d, = 0, so gilt af = af
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Ad (7) Es sei 1(x,b,¢) = t(x,m,0) = y, 0 = f(a, b, c), wo x® = y® = b® = u’.
Aus a® € R’ folgt wegen 0% € R’ nach (P7) m® = u’. Es gilt daher entweder m® = u’
odera® =u'. ~

2. ¢ sei ein T-Homomorphismus. Nach [6] gilt 0° = 0’. Wir beweisen, daB
(P5)—(P7) aus Definition 8 gelten.

Ad (P5) Es sei d = t(a, by, ¢,) = 1(a, by, ¢;) mit a° = d® = v’ und c{,cfeR"
Wegen 0° = 0’ und a® = u’ gilt a % 0. Nach (K'4) gibt es ein einziges Element
neR mit d = t(a, n,0) und aus den Gleichheiten d = #(a, b,, ¢,) = #(a, n,0) =
= t(a, b,, c,) folgt gemiB (5) bY = n® = b3. .

Ad (P6) Es sei d; = t(ay, b, ¢), d; = t(a,, b, ¢) mit b® = ¢® = v’ und df, d5 e R".
Wegen b # 0 gibt es nach (K’3) ein einziges Element a € R mit 0 = t(a, b, c). Aus
den Beziehungen dy = (a4, b, ¢), 0 = #(a, b, ¢) bzw. d, = t(a,, b, c), 0 = t(a, b, c)
folgt dann gemaB (6) af = a® = aj.

Ad (P7) Es seid = t(a, b, c), y = 1(x, b, c) mit a®,d*€ R’ und b°® = ¢ = x? =
=y? =, .

a) Es sei y = #(x, m, 0) fiir ein m € R. Wegen b® = v’ gilt b + 0 und nach (K'3)
gibt es ein einziges Element ne R mit 0 = #(n, b, c). Aus den Bezichungen d =
= #(a, b, c), 0 = t(n, b, ¢) mit b® = ¢ = v’ und 0%, d® e R’ folgt nach (6) a® = n®.
Wegen a® € R’ ergibt sich also n® e R'. Aus y = #(x, b, ¢) = t(x, m,0), 0 = t(n, b, c)
erhdlt man nach (7) entweder m® = u’ oder n® = u’. Wegen n®e R’ gilt m® = u'.

b) Es sei nun y = #(x, m, k) mit k® € R’. Nach (K'4) gibt es ein einziges Element
n e R mit y = #(x, n, 0) und nach Fall a) gilt n® = u’. Da y = t(x, m, k) = 1(x, n, 0)
und x® = y® =u', 0% k®e R’ ist, erhalten wir gemiB (5) m® = n® =u’. Aus
y = t(x; m, k) folgt also entweder m® = u’ oder k® = u’.

Bemerkung 6. Aus dem vorhergehenden Beweis folgt, daB der Satz 5 auch im alge-
meineren Fall gilt, falls T nur ein Pseudoternarkérper und T ein Ternérring sind.

Satz 6. Es gebe einen Pseudohomdmorphismus @ des Terndrringes T = (R, t)
auf den Terndrring T' = (R',t') und sei M = {xeR|x°eR’}, U= {xeR|
| x* = w}. Das Paar 7 = (M, 1) ist ein Terndrring und die Einschrdnkung ¢ | M
der Abbildung ¢ auf die Menge M ist ein Homomorphismus des Terndrringes I
auf T'. '

Beweis. Es sei T = (R, t) ein Ternarring mit ausgezeichneten Elementen 0, 1 und
sei ¢ ein Pseudohomomorphismus von T auf T". Nach (P1) ist die Terndroperation ¢
auf der Menge M abgeschlossen und nach (P0) gilt 0 € M. Setzen wir 1 € U voraus.
Da ¢ eine Abbildung auf die Menge Q' = R’ u {u'} ist, gibt es in R ein Element b
mit b* % 0'. Dann gilt-b = «(1, b, 0) und [¢(1, b, 0)]* = 5° =+ 0, was ein Wider-
spruch zur Forderung (P2) ist. Es gilt also 1 € M. Da die Forderung (K1) fir alle
Elemente a, b aus R erfiillt ist, ist sie auch fiir alle a, b aus M erfiilit.

Es seien a, b, d aus M. GemaB (K2) existiert genau ein Element ce R mit d =
= t(a, b, c¢). Wird ce U angenommen, so gilt nach (P4) entweder a® = u’ oder
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b® = u’, was aber ein Widerspruch ist. Somit ergibt sich ce M und J bildet einen
Terndrring. Nach (P1) ist ¢ | M ein Homomorphismus des Ternérringes J~ auf T'.

Bemerkung 7. ¢ sei ein Pseudohomomorphismus des Ternérringes T = (R, t) auf
den Ternérring T' = (R’, t'). Nach Sitzen 4 und 6 ist R, = {x e R | x® = 0'} ein
Idealin 7 = (M, 1).Ist 7 = (M|R,, i) der durch das Ideal R, bestimmte Resklassen-
Ternirring von J, dann sind 7 und T’ isomorph.

§ 2. Schwache Pseudoebenen und Terniirringe

Definition 9. Eine Inzidenzstruktur . = (P, L,I) (vgl. [1]) heiBt schwache
Pseudoebene, kiirzlich SP-Ebene, wenn gilt:

(Ml) Es existieren vier Punkte o, e, u, v aus P, von denen keine drei auf einer
Geraden aus L liegen und es existiert genau eine Gerade a, die mit o, e inzidiert.

(M2) Zu jedem Punkt x mit x ¥ u existiert genau eine Gerade, die mit x, u
inzidiert.

(M3) Zu jedem Punkt x mit x % v existiert genau eine Gerade, die mit x, v
inzidiert.

(M4) Geht eine Gerade p durch den Punkt u, so existiert genau.ein Punkt, der
mit p, a inzidiert.

(M5) Geht eine Gerade p durch den Punkt v und ist ¢ eine mit p verschledenc
Gerade, so existiert genau ein Punkt, der mit p, q inzidiert.

(M6) Ist g eine Gerade, die mit v, e inzidiert und gxlt m 1 g, so existiert genau eine
Gerade, die mit o, m inzidiert.

(M7) Ist r eine Gerade, die mit u, v inzidiert und sind m, n Punkte mit m I r,
nnon I, so existiert genau eine Gerade, die mit m, n inzidiert.

Bemerkung 8. Sei 4 eine SP-Ebene. Geht durch die Punkte x, y genau eine
Gerade p, so schreibt man p = xy. Haben die Geraden p, g genau einen Punkt x
gemeinsam, so schreibt man x = p[7] q.

Definition 10. Das Quadrupel £ = (o, ¢, u, v) von Punkten aus (M1) heiBt Ko-
ordinatenviereck der SP-Ebene 4.

’

Definition 11. Eine SP-Ebene  heit Semiebene, wenn gilt:

(M8) Ist m I eu, so existiert genau eine Gerade om.. -
Bemerkung 9. Jede projektive Ebene [2] ist zugleich eine Semiebene. Je vier Punkte

einer projektiven Ebene .#, von denen keine drei auf einer Geraden liegen, bilden
ein Koordinatenviereck von 4.

159



Definition 12. Es seien #, .#' zwei SP-Ebenen mit den Koordinatenvierecken
2 =(o,e,u,v) und &' = (0, ¢, ', v'). Ein Homomorphismus x der Inzidenz-
struktur .4 auf die Inzidenzstruktur .#'([1]) heiBt Homomorphismus der SP-Ebene
A auf die SP-Ebene #', wenn ox = o', ex = e, ux = u', vx = v (kurz By = @’)
gilt. Ist % ein Isomorphismus der Inzidenzstruktur . auf die Inzidenzstruktur ',
der zugleich ein Homomorphismus der SP-Ebene .# auf die SP-Ebene .4 ist, dann
ist % ein Isomorphismus der SP-Ebenen #, .#'.

Bemerkung 10. Es seien 4, .#' die SP-Ebenen. Unter einem Homomorphismus
von # auf A’ (kurz x : M — #') wird weiter stets ein Homomorphismus der SP-
Ebene .# auf die SP-Ebene .#’ verstanden.

Sei 4 = (P, L,I) eine SP-Ebene mit dem Koordinatenviereck 2 = (o, e, u, v).
Wir setzen Q = {xeP|xIou}, R=Q\{u} und definieren eine Abbildung
¢:(R x R)u Q — P durch folgende Vorschriften (A1) und (A2):

(A1) Fiir (x, y)e R x Rsetzenwirw = a[Jvy,s = xvo[Juwund s = (x, y)‘
(A2) Fiir xe Q setzen wir n = xv[ a, n’ =nu[]ve,s =on' [Tuvund s = x°.

Mit Anwendung der Axiome (M1)—(M?7) 1aBt sich zeigen, daB ¢ eine bijektive
Abbildung der Menge (R x R) u Q auf P ist.

Weiter definieren wir eine Abbildung n : (R x R) U Q — L durch folgende Vor-
schriften (B1) und (B2):

(B1) Fiir (m, k)e R x R setzen wit n = mv[] a, n’ = nu[Jve, p = on' [ uy,
z=kv[Na,q=uz[lov,r= pgundr = (m,k)".
(B2) Fiir m € Q setzen wir r = mv und m" = r.

Die Abbildung 7 ist eine bijektive Abbildung der Menge (R x R) u Q auf die
Menge L.

Wir setzen (x, y)* = [x, y] und (x, y)' = <x, y> fiir alle Paare (x,y)eR x R
und x% = [x], x" = ¢x) fiir alle xe Q. Aus den Konstruktionen (A1) und (B2)
folgt [x, y] I{x) fiir alle x, y € R und aus (A2), (B1) folgt [m]I{m, k) fiir alle
m, ke R. Nach (A2), (B2) ergibt sich [m]I<u) und [u] I<m) fiir alle me Q.
Setzt man y = t(x, m, k) <> [x, y] I <{m, k), so t ist eine Terndroperation iiber der
Menge R.

Mit den Axiomen (M1)—(M7) 1aBt sich unter Anwendung der Verfahren aus [2],
[4], [7] beweisen, daB der folgende Satz gilt: .

Satz 7. Es sei M eine SP-Ebene mit dem Koordinatenviereck # = (o, e, u, v).
Ist t die oben beschriebene Terndroperation iiber R = {x | x 1 ou, x # u}, dann ist

Tx = (R, 1) ein Terndrring.

Bemerkung 11. Der zu einer Semiebene .# gehorige Ternirring T, ist ein Semi-
terndrkdrper.
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Sei T= (R, t) ein Ternirring und u ein Element mit u ¢ R. Wir setzen Q =
= R U {u}. Ferner seien P, L elementfremde Mengen und ¢, » bijektive Abbildungen
der Menge (R x R)u Q auf die Mengen P und L. Wir setzen (x, y)* = [x, y],
(x, 9" =<(x,»> ¥(x,y)eR x R, x* =[x], x" =(x) Vxe Q und erkliren eine
Inzidenzrelation I « P x L durch

[x, Y] 1<m, k) <> y = t(x, m, k),
[x, y]I<{x) Vx,y€eR,

[m]I<m, k) Vm, keR,
[m]1<u) Vme Q,

[u]I<{m) Vme Q.

Satz 8. Das Tripel M = (P,L,I) aus der vorherigen Konstruktion ist eine
SP-Ebene mit dem Koordinatenviereck & = ([0, 0], [1, 1], [0], [«]).

Zum Beweis muB man die Giiltigkeit der Forderungen (M1) bis (M7) nachweisen.
Bemerkung 12. Ist T = (R, t) ein Semiterndrkdrper, dann ist 4 eine Semiebene.

Definition 13. Es sei 4 eine SP-Ebene. Sind T 4 ein Restklassen-Ternirring von T 4
und Az, die zu T . gehorige SP-Ebene, dann Mr , heiBt Restklassen-SP-Ebene
von .

§ 3. v-Homomorphismen der SP-Ebenen und Homomorphismen der Ternirringe

Definition 14. Es seien ., .#’ SP-Ebenen mit den Koordinatenvierecken # =
= (0, e,u,v), &' = (o', ¢, w',v'). Ein Homomorphismus x von .# auf .4’ heiBt
v-Homomorphismus, wenn xx = v’ = x = v,

Satz 9. Es seien # = (P,L,1), #' = (P', L,1') die SP-Ebenen mit den Koordi-
natenvierecken # = (0, e,u,v), # = (o', ¢, w',v') und x ein Homomorphismus
von M auf M'. x ist ein v-Homomorphismus genau dann, wenn gilt: Ist r eine
Gerade mit rx = u'v’, so folgt r = uv.

Beweis. 1. Sei % ein v-Homomorphismus und nehmen wir an, daB eine Gerade r
mit 7 #+ uv und rx = u'v’ existiert. Gilt vnon I r, so gibt es nach (MS5) einen Punkt
m = r[] ov, wo m % v. Da x ein Homomorphismus ist und rx = u'v’ gilt, so ergibt
sich mx I’ u'v’ und gleichzeitig mx» I’ o'v’. Daraus folgt aber mx = ¢’, also ein
Widerspruch, denn » ist ein v-HomomorphxsmUs. Es sei v1r. Dann gibt es einen
Punkt m = r [ a, wobei m non I uv. Wegen rx = u'v’ ergibt sich dabei m» I’ u'v’
Es gibt eine Gerade p = um mit p 4 uv und aus mx» I’ u'v’ folgt px = u'v’. Setzt
man n = p [ ov, so gilt n £ v und nx I' u'v’. Wegen nx I’ o’v’ erhdlt man nx = v’,
also wieder ein Widerspruch. -

161



2, Nehmen wir an, daB rx = u'v' = r = up gilt. Es sei x ein Punkt mit x # v,
xx = v’. Dann gilt x 0 und x + u. Aus xnonIuv folgt ux # uv und wegen
xx% = v’ erhdlt mah (ux) x = u't’, also ein Widerspruch. Nehmen wir also x I v an.
Wegen x # v erhdlt man ox # ov und es gibt einen Punkt m = ox [] ve, wobei
m % v. Aus xx = v’ folgt dann (ox) x = o’v’ und mx = vx. Somit gilt um # uv
und (um) x = u'v’, was wieder ein Widerspruch ist.

Satz 10. Jeder v-Homomorphismus einer SP-Ebene # auf eine SP-Ebene #'
induziert einen Homomorphismus des Terndrringes T, auf den Terndrring T 4.

Beweis. Es seien .# = (P, L, 1), #’ = (P, L, I') die SP-Ebenen mit den Koordi-
natenvierecken & = (0, e, u,v), &' = (0, ¢, w',v’) und T4 = (R, 1), Tp = (R, 1)
die zu # und #' gehérige Ternarringe. x sei ein v-Homomorphismus von .#
auf #'. Nach Satz 9 und nach (A1), (B1) gilt [x, y] x = [xx, yx] und <{x, y) % =
= (xx, yx) fiir alle x, ye R. Es sei y = 1(x, m, k), also [x, y] I {m, k). Daraus
folgt [x, y]x X' <m, k> x, [xx, yx]I' {mx, kx) und yx = ¢t(xx, mx, kx). Die
Abbildung ¢ : R - R’ mit x? = xx» Vx € R ist also ein Homomorphismus von T,
auf T,.. '

Bemerkung 13. Sind die SP-Ebenen .#, .#’ isomorph, dann sind auch T, und T,
isomorph.

Satz 11. Jeder Homomorphismus des Terndrringes T auf den Terndrring T’
induziert einen v-Homomorphismus von M auf M.

Beweis. Es sei ¢ ein Homomorphismus des Ternirringes T = (R, t) auf den
Ternarring T = (R’, ') und seien 4y = (P, L, 1), M. = (P, L, 1’) die zugehdri-
gen SP-Ebenen, wo P = {[x,y]|(x,¥)e R x R} u {[x]|xeR} u {[u]}, L=
= {(m, k) |(m k)eR x R} u {(m)|meR}u {Kud}, P ={[x,y]|(x,y)e
eR x R} u{[x]|x eR}u {u)}, L={m,k)|(m, k)eR x R} uU
U {{m') | m’' e R} U {¢u')} mit u ¢ R und u’ ¢ R’. Wir definieren eine Abbildung »
von P v L auf P’ v L durch

[x, y]% = [x%¥°], <x, 0> % =<x%y%,
[m] = = [m?], (myx =(m®y,
[u]* =[], OFERCHP
Es 148t sich leicht nachpriifen, daB so definierte x ein v-Homomorphismus von .7

auf A ist.

Bemerkung 14. Sind dié Terndrringe T, T’ isomorph, so sind auch g, .y
isomorph.
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Satz 12. Es sei x ein v-Homomorphismus der SP-Ebene # auf die SP-Ebene #'.
Dann existieren eine Resklassen-SP-Ebene A" von #, ein v-Homomorphismus
0: M — N und ein Isomorphismus ¢ : /" — M’ mit x = go.

Beweis. Es seien # = (P,L,1), #' = (P’, L,T’) die SP-Ebenen mit den Ko-
ordinatenvierecken # = (0, e,u,v), # = (0’,€¢/,u’,v’) und % ein v-Homomor-
phismus von # auf .#’. Nach Beweis von Satz 10 ist die Abbildung ¢ mit x® = x»
VxeR = {xeP|xIou, x + u} ein Homomorphismus von T, = (R, t) auf T,
Dabei gilt
[x, y] % = [x% y°], <%, ¥)> % =<x% y®> ¥(x,y)eR x R,

[m] x = [m®], <m) » = {m®) VmeR,

[u] x = [w], <udx = <ud.

Nach Satz 4 gibt es einen Resklassen-Ternarring T, = (R, ) von T, der zu T,. -
isomorph ist. Ein Isomorphismus ¢ von T, T, 1dBt sich dann durch die Vorschrift

£:% —» x® VYxeR erkliren. Wir wihlen ein Element # ¢ R und definieren eine
Abbildung ¢ mit

[x,y]e = [% 7], <x p> e = <% 7> Y(x, ) eR x R,
[m]e = [@], <m) e = (m> YmeR,
[u]le = [a], <ude = <@).

¢ ist ein v-Homomorphismus von .« auf .#r . Zugleich ist die Abbildung a:

[% 7] o = [5% %], <X, 7> o = (x5 y%) V(%, 7)eR x R,
[M] o = [mf], <m) o = (m*) VmeR,

[@]o =[], <@ o= >

ein Isomorphismus von .#r , auf /’.

Nach den Definitionen von ¢ und o ergibt sich [x, y] eo = [, 7] o = [x%, y*] =
= [x® y®] = [x, y] % V(x, y) € R x R usw., also x = go.

Bemerkung 15. Jede SP-Ebene .# ist zu #1 , isomorph.

Satz 13. Jeder v-Homomorphismus einer Semiebene auf eine SP-Ebene ist ein
Isomorphismus.

Beweis. Sei » ein v-Homomorphismus einer Semiebene A auf eine SP-Ebene 4’
und seien T, = (R, 1), T4 = (R, t') die zu 4 und A’ gehdrigen Ternirringe.
Die Abbildung ¢ : R - R’ mit x® = x»¥ Vxe€ R ist ein Homomorphismus des
Ternérringes T, auf T, und R, = {xeR I x® = o'} ist ein Ideal in T,. Nach
Bemerkung 11 ist T, ein Semiternirkérper und nach Satz 2 gilt R, = {0}. Die
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Ternérringe T, T4 = (R/R,, ?) sind also isomorph und die im Satz 12 beschriebe-
nen Abbildungen ¢: . # — My ,0: My o = #’ sind Isomorphismen und mithin
ist auch % = pg, ein Isomorphismus.

Bemerkung 16. Sei » ein Homomorphismus einer projektiven Ebene .4 auf eine
SP-Ebene. Gilt yx = xx = y = x fiir einen Punkt x aus .#, so ist x nach Bemerkung
9 und nach Satz 13 ein Isomorphismus.

§ 4. Homomorphismen der SP-Ebenen und Pseudohomomorphismeh
der Ternérringe

In diesem Paragraphen werden solche Homomorphismen der SP-Ebenen unter-
sucht, die keine v-Homomorphismen sind.

Es seien # = (P, L, 1), #' = (P, L, I') SP-Ebenen mit den Koordinatenvierecken
B =(0,eu,v), B =(¢,u,v). Setzen wir Q = {xeP | xTou}, R = Q~\{u},
Q={xeP|xTouw}, R =Q\{u}

Satz 14. Es sei ¥ ein Homomorphismus der SP-Ebene # auf die SP-Ebene 4’
und sei U = {xeRlxn =u'},M =R\U = {xeR|xneR’} gesetzt.

1. Fiir einen Punkt s = [x, y] € P gilt
a) x,ye M <>sxnonl u'v/,
b) xeU, sx +u' = yeU,
c) sx=1v=yeU.
2. Es sei r = {m, k) eine Gerade aus L. Setzt man nach (B1) r = pq, dann gilt
a) pr=v'<>mel,
b) gx =v' <> keU,
o) I'rk=>meUv keU.
Beweis. Nach (A1) gilt s = [x, y] non Iuv. Wir setzen w = yv [ ¢ = su[7 a.

a) Esseix, ye M, d. h. xx * ', y» + u'. Daraus folgt (yv) » + u’v’ und wxnon I’
non I’ w'v’, (uw)% + u'v’. Nach (A1) ist s = xv[]uw und wegen (uw)x + u'v’
erhilt man sx non I’ u’v'. Durch umgekehrtes Verfahren 1dB8t sich sx non I’ u’'v’ =
= x, y € M beweisen. ' '

b) Es sei xe U und sx + u'. Wegen xx = u' gilt. (xv) ¥ = u't/, woraus sich nach
(A1) sxI' u'v’ ergibt. Wegen sx # u’ ist (su)x = s ux = u'v’. Aus wlsu folgt
wx I’ u'v’ und (vw) % = u'v’. Nach (A1) gilt dann y = vw [ ou, also y € U.

¢) Gilt sx = v'; 50 (su) %= u'v’ und wx I’ u'v’, (vw) x = u'v’. Wegen y = ou [ ow
ergibt sich y» = u’, also ye U.
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2. GemaB (B1) gilt r = {m, k) = vnonIr.

a) Essei px = v'. Setzt man n’ = op[Jve,n = n'u[] a,s0on'% = v’ und nx I' u'v'.
Da nach (B1) m = vn[1ou gilt, ergibt sich daraus mx = u’, also meU. Gilt
m € U, so 1aBt sich durch umgekehrtes Verfahren px = v’ beweisen.

b) Es sei g% = v'. Dann gilt (qu) = u'v’, zx I' w'v’, (vz) % = w'v’, wo z = uq [ a.
Nach (B1) ist k = vz [7] ou und mithin k € U. Durch umgekehrtes Verfahren beweisen
wir, daBl ke U = gx = v’ gilt.

c) Nehmen wir an, daB v’ I’ rx und gleichzeitig m, k € M gilt. Nach a) und b) ist
px + v’ und gx =+ v', woraus v’ non I’ rx, also ein Widerspruch, folgt.

Satz 15. Es sei x ein Homomorphismus der SP-Ebene # = (P, L,1) auf die SP-
Ebene M' = (P', L, I’). Die Abbildung ¢ : R, — Q' mit x® = xx VxeR ist ein
Pseudohomomorphismus des Terndrringes T, auf den Terndrring T,..

Beweis. Es sei wieder U = {xe R | xx = u'}, M = R\U. Da % kein v-Homo-
morphismus ist, gilt U # 0; da » ein Homomorphismus auf .#’ ist, ist ¢ eine Ab-
bildung auf die Menge Q'. Wir wollen beweisen, daB ¢ den Forderungen (P0) — (P7)
der Definition 8 geniigt.

Ad (P0) Wegen #x = &' gilt ox = o’ und daher 0% # u’, also 0’ € R'.

Ad (P1) Es seien x,m,ke M und sei y = t(x, m, k). Setzt man s = [x, y] und
r = {m, k), so gilt sIr. Da » ein Homomorphismus ist, ergibt sich daraus sx I' rx .
und aus (A1) und (B1) folgt dann sx = [xx, yx] = [x°, ¥*], e = (mx, kx) =
= (m®, k®>. Wegen x°®, m?, k® € R’ erhdlt man y® = [t(x, m, k)]° = t/(x®, m®, k°),

Ad (P2) Nehmen wir an, daB xe U, ke M und y = t(x, m, k) € M gilt. Setzt man
s =[x, y] und r = {m, k) = pq, so sIr und nach Satz 14 gilt sx = u’. Wegen
pIuv und sx I' rx erhilt man daraus px = u’. GemaB (B1) gilt dann m» = o’ und
mithin m® = o'.

Ad (P3) Es sei meU, keM und y = t(x, m, k)€ M. Setzt man s = [x,y], r =
= {(m, k) = pq, so sIr. Aus unseren Voraussetzungen ergibt sich nach Satz 14
sx v, px =1, qx % v'. GemaB (B1) gilt dann rx = o'v’. Wegen sx I' rx ist
(vs) ® = o'v’. Nach (A1) ergibt sich daraus x® = o'.

Ad (P4) Es sei ke U und y = t(x, m, k)€ M. Setzt man wieder s = [x,y], r =
= {m, k) = pq, so gilt sIr und nach Satz 14 ist gx = v’. Wir setzen x, me M
voraus. Nach Satz 14 gilt dann sx non I’ u’v’ und px % v’. Wegen gx = v’, sx non I
nonI’ u'v’ und sx I’ rx folgt v’ I’ rx, rx & u'v’, was px = v’ bedeutet. Nach Satz 14
gilt dann m € U im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Es gilt also entweder
xeU oder meU.

Ad (PS) Es sei y = f(x, my, kx) = t(x, my, kz), wo x, ye U, k,, k, € M. Setzt man
s =[x, y], ry = {my, ky) = p1qy, 12 = {my, k3D = P24, dann gilt nach Satz 14
skl'u'v’, q% +v', g% +v'. Daraus folgt ryx * u'v’ und r,x % u'v’. Wegen
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sIr,, sIr, ergibtsich sx I’ ry%, sx I’ ry% und wegen sx I’ w'v’, ryx & u'v’, ryx £ u'v’
gilt p,x = p,»x = s. Nach (B1) ergibt sich dann m,x = myx, also m{ = m3.

Ad (P6) Es sei yy = t(xy, m; k), y, = t(x;, m, k), wo m, kel und y,, y,€ M.
Setzt man s, =[xy, ¥1}, 52 = [x2¥2), ¥ = {(m, k) = pg, dann gilt s;, s, Ir.
Nach Satz 14 erhélt man v’ I' 1, s;% % v/, s,% % v’ und daraus folgt (vs,) x =
= (vs;) x = rx. GemaB (Al) gilt x,x = x,, also x{ = x3.

Ad (P7) Es sei d = t(a, b,c) mit a,de M, b,ceU und y = t(x, b, c) mit x, ye U
und y = t(x, m, k). Setzt man w = [a,d] und r = {b, c), so wlr. Nach Satz 14
gilt dabei wxnonI’ u'v’ und v’ I’ rx. Wegen wx I' rx ergibt sich rx # u'v’. Wird
s = [x, y] gesetzt, dann auch s I r. Wegen x, y € U gilt sx I’ u’v’ und wegen sx 1’ rx,
r% & u'v', v' I rx ist sx = o', Setzt man r; = {m, k), dann unserer Voraussetzung
y = t(x, m, k) nach, gilt sIr,. Wegen sx I’ r% ist v’ I' r;x und nach Satz 14 gilt
entweder me U oder ke U.

Bemerkung 17. Nach Satz 6 ist 7 = (M, t) ein Ternirring und die Einschrinkung
7] | M ist ein Homomorphismus des Ternarringes J auf T,.. Dann ist R, =
={xeR | x? = o'} ein Ideal im Ternarring 7 und nach Satz 4 sind die Ternérrin-
ge 7 = (M|Ry, i), T4 isomorph. Nach Bemerkung 14 sind die SP-Ebenen .z,
Mt ,. isomorph. Nach Bemerkung 15 sind auch die SP-Ebenen .4, 4 ,, isomorph,
woraus folgt, daB die SP-Ebenen #7, ' isomorph sind.

Es seien T = (R, t), T' = (R’, t') Ternarringe mit den ausgezeichneten Elementen
0, 1 bzw. 0, 1’ und u’ sei ein Element mit u’ ¢ R’. Wir setzen Q' = R’ u {u'}. @ sei
ein Pseudohomomorphismus des Terndrringes T auf den Ternarring T'. Ferner
wihlen wir ein Element u mit u ¢ R, bezeichnen wir @ = R U {u} und setzen wir
formell u® = u’. Es sei U = {xe R|x® = u’}, M = R\U. Nach Satz 8 erkliren
wir die SP-Ebenen 1 = (P, L,1), #y. = (P, L, I'). Durch ¢ definieren wir eine
Abbildung x: P u L— P’ u L und weiter beweisen wir, daB » ein Homomorphismus
von #y auf M. ist:

[x, y]% = [x% y*] ¥(x, y)e M x M,
[x] % = [x*] Vxe Q,
[x,y]x =[0'] VxeU VyeM,
[x,y]% = [u'] Yxe M VyeU,
[x, y] % = [m®], wenn x, ye U und wenn es ke M, me R derart gibt, daB y =
= t(x, m, k)
[x, y]% = [u"], wenn x, y € U und wenn fiir ein behebxges meRaus y = t(x, m, k)
stets ke U folgt.
<m, k> % = (m®, k?) ¥(m, k)e M x M,
. M) % = {(m*) Yme 0,
M, k)% = (0’ VmeU VkeM,

166



{mk>x=<u> YmeM VYkeU,

{m, k) x = {(x®>, wenn m, ke U und wenn es x € R, be M derart gibt, daB b =
= 1(x, m, k).

{m, k) » = {u’), wenn m, k € U und wenn fiir ein beliebiges x € Raus b = t(x, m, k)
stets b e U folgt.

Satz 16. Die oben beschriebene Abbildung x ist ein Homomorphismus der
SP-Ebene # 1 auf die SP-Ebene M ;..

Beweis. I. Zunéchst zeigen wir, da » wohl definiert ist.

a) Die Einschrinkung x | P ist eine Abbildung: Es geniigt nur den Fall [x, y] fiir
x, y € U nachzupriifen. Gilt y = #(x, m, k) = ke U fiir alle meR, so [x, y]x =
= [u’]. Nehmen wir an, daB es ein k € M derart gibt, daB y = #(x, m, k) fiir ein
m e R gilt. Dann [x, y]» = [m®]. Gilt y = t(x, m,, k,) fir k, e M, m; € R, dann
ist nach unserer Vorschrift [x, y] x = [m{]. GemaB (P5) ergibt sich aber m{ = m®,
b) Die Einschrinkung x l L ist eine Abbildung: Es geniigt nur den Fall {(m, k) fiir
m, k € U nachzupriifen. Gilt b = #(x, m, k) = b e U fiir alle x € R, dann {m, k) x =
= <u’). Nehmen wir an, daB es ein b e M derart gibt, daB b = #(x, m, k) fiir ein
xeR gilt. Dann {(m, k) x = {x*). Gilt zugleich b, = #(x,, m, k) fiir byeM,
x; € R, dann ist {m, k) x = {(x{). GemiB (P6) ergibt sich aber x* = x"’

II. Nach Satz 8 ist & = ([0, 0], [1, 1], [0], [u]) bzw. &' = ([0, 0], [1’, '], [0’],
[«']) die Koordinatenvierecken von .# 1 bzw. . 1.. Nach Sitzen 6 und 1 gilt 0° = 0’
und 1° = 1'. Daraus erhélt man [0, 0] x = [0%,0°] = [0, 0'], [1, 1] » = [1°, 1°] =
=[1, 1], [0] % = [0], [u] % = [w].

III. Wir beweisen, daB sIr=>sx1'rx Vse P Vre L gilt. Es sei also sIr. Zuerst
nehmen wir § = [x, y], r = {m, k), also y = t(x, m, k), an.

1. Es sei (x, )€ M x M. Dann gilt [x, y] 2 = [x%, y*].

a) Es seien m, ke M. Nach (P1) ergibt sich y = 1(x, m, k) = y® = ¢/(x°, m®, k®),
woraus [x?, y°]I' {m®, k®) und [x, y] » I' {m, k) » folgt.

b) Es seien m € M, k € U. Dann folgt aus (P4) entweder x € U oder m € U, was ein
Widerspruch ist. Dieser Fall kann also nicht eintreten.

c) Es seien me U, ke M. Dann gilt {m, k) »x = <0’) und aus y = t(x, m, k) folgt
nach (P3) x® = 0". Wegen [0, y®] I’ {0') ergibt sich [x, y] » I {m, k> .

d) Es seien m, ke U. Da y = t(x, m, k) mit y € M gilt, ergibt sich (m, k) x = {x®)
und [x®, y°] I’ (x®), was [x, y] % I’ {m, k) x bedeutet.

2. Esseixe M, ye U. Dann gilt [x, y] x = [u'].
a) Es seien m, k € M. Nach (P1) gilt #(x, m, k) € M, was ein Widerspruch zu unserer
Voraussetzung y e U ist. Dieser Fall kann also nicht eintreten.
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b) Es seien me M, ke U. Dann erhilt man {m, k) x = {u’). Wegen [u']I' (u’)
gilt [x, y] x I' <m, k) x.

c) Es seien me U, ¥ € M. Dann erhalt man {m, k) x = 0’). Wegen [u'] I’ (0")
gilt [x, y]» I’ {m, k) x.

d) Es seien m, k € U. Dann gilt {m, k) x = {x’) mit x’ € Q' und wegen [u'] T’ {x">
ergibt sich [x, y] %I’ (m, k) %.

3. Essei x€ U, y € M. Dann gilt [x, y] x = [0']. _

a) Es seien m, ke M. Nach (P2) folgt m® = 0’ und wegen [0'] I’ <0’, k®) ergibt
sich [x, y]# I’ {m, k) %.

- b) Es seien m e M, k e U. Dann gilt {m, k) x = (u’) und wegen [0'] I’ (u’) ergibt

sich [x, y] %I’ {m, k) ».

c) Es seien me U, ke M. Nach (P2) folgt aus der Gleichheit y = #(x, m, k), daB

m® = (', Dies ist aber ein Widerspruch, denn me U.

d) Es seien m, ke U. Wegen y = t(x, m, k) mit ye M gilt {m, k) x = (x*) =
= {u'). Aus [0'] I’ {u’) folgt dann [x, y] x I' {m, k) ».

4. Essei x,yeU.

a) Es seien m, ke M. Aus y = #(x, m, k) mit k e M folgt [x, y] x = [m®]. Wegen
[m?] T (m®, k®) ergibt sich [x, y] % I’ <m, k) x.

b) Esseien m e M, k € U. Dann ist {m, k) x = <{u’). Wegen x, y € U gilt [x, y] x =
= [n*], wo ne Q. Aus [n*] T’ (u’) folgt [x, y] % I' <m, k) x.

c) Es scien me U, ke M. Dann ist {m, k) » = {0’). Wegen y = t(x m, k) mit
ke M ergibt sich [x, y] x = [m®] = [w']. Aus [u 11 (0’) folgt dann [x, y]x I’
I' {m, k) x.

d) Es seien m, ke U.

a) Nehmen wir an, daB Elemente a, be M mit b = t(a, m, k) existieren. Dann gilt
{m, k) x = {a®). Gilt zugleich y = #(x, m,, k;) = k, € U fiir alle m; e R, so ist
[*, y] ® = [u']. Gibt es ein k, € M mit y = #(x, m,, kl), dann gilt [x, y] » = [m{].
Aus b = t(a, m, k), y = t(x, m, k) und y = t(x, my, k,) folgt nach (P7) m,eU,
was wieder [x, y] x = [u'] bedeutet. Wegen [u'] I' (a®) ergibt sxch also [x, y]x =
= {(m, k) x.

B) Nehmen wir an, daB aus b = #(a, m, k) entweder a € U oder b e U folgt. Dann
gilt {m, k) x = (u'). Wegen x, ye U ist [x, y] x = [n"’] mit n e Q. Aus [n®] I’ (')
folgt dann [x, y] » I’ {m, k) x.

Es sei nun s = [x, y], r = {x). Dann gilt {x) x = {x*).
a) Aus x, ye M folgt [x, y}% = [x*, »*] und wegen [x®, y*]I' (x*) ergibt sich
[x, y] 2 X' <x) 2.
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b) Aus xe U, ye M folgt [x, y] » = [0"] und wegen [07]I' <u’) ergibt sich
[x, y]2T (x) %. ~

c) Aus xeM, yeU folgt [x, y]» = [u’] und wegen [u']T (x®) ergibt sich
[x, ]2 1 {x) .

d) Aus x,yeU folgt [x,y]» =[m®] mit me Q und <{x)>x = {u’). Wegen
[m®] I’ Cu’) ergibt sich [x, y] x I {x) . '

Es sei s = [m], r = (m, k). Dann gilt [m] x = [m®].
a) Es seien m, k € M. Aus [m®] I’ {m?®, k®) folgt [m] x I’ {m, k) x.

b) Es seien m e U, k € M. Dann gilt {m, k) x = {0’) und wegen [u'] I’ {0’) ergxbt
sich [m] % I' {m, k) .

c) Es seien me M, ke U. Dann gilt {m, k) = (u > und wegen [m"] I' {u") ergibt
sich [m] x I’ {m, k) x.

d) Es seien m, ke U. Dann gilt {m, k) x = {(x®) mit xe Q. Aus [u']I' (x*) folgt
[m] =T {m, k) %.

Gilt [m] I<u) mit m € Q, dann [m] x = [m?], {u) » = <u’) und wegen [m*] I’
I' Cu’) ergibt sich [m] % I’ (u) %. Gilt [u] I’ {m) mit m e Q, dann folgt aus [u'] V'
I' (m®) die Beziehung [u] x I' {m) x.
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