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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 104 (1978), Praha

EIN BEITRAG ZUR THEORIE DER ORTHOGONALITAT AUF MENGEN

ZpENEK ROZENsKY, Praha

(Eingegangen am 18. Februar 1977)

1. EINFUHRUNG

Der Begriff der Orthogonalitit spielt eine wichtige Rolle in den mathematischen
Grundlagen von Quantentheorien. In einem von Prof. JIRf FABERA an der Elektro-
technischen Fakultdt der TH Prag geleiteten Seminar, das sich mit diesen Grundlagen
beschiftigt, wird unter Anderem auch diesem Begriff grosse Aufmerksamkeit ge-
widmet. In der Arbeit [1] hat J. HAVRDA die Orthogonalitétsrelation auf Mengen als
eine natiirliche Verallgemeinerung der z. B. aus der Theorie des Hilbertschen Raumes
bekannten Orthogonalitit eingefiihrt. '

In diesem Artikel gehen wir von der obenerwahnten Arbeit aus und untersuchen
einige Enigenschaften der Orthogonalitit auf Mengen. Vor allem zeigen wir eine
gewisse Verallgemeinerung des bekannten Schmidtschen Orthogonalisationsver-
fahrens. Weiter filhren wir zwei Abbildungen ein: die sog. I-Abbildung als eine
Veraalgemeinerung der stetigen linearen Abbildung im Hilbertraum und die sog.
1-Abbildung (Orthoabbildung) als eine orthogonaltreue Abbildung und untersuchen
einige ihre Eigenschaften.

2. GRUNDBEGRIFFE UND BEZEICHNUNGEN

Nach [1] nennen wir eine auf einer nichtleeren Menge Q definierte binare Relation
L Orthogonalitdt auf der Menge Q genau dann, wenn sie folgende Bedingungen
erfiillt:

a) Ist x,yeQ, x L y, dann gilt y L x.
b) Es existiert ein Element o € Q so, dass o L x fiir alle x € 2 gilt.
¢) Wenn x L x fiir xe Q gilt, dann ist x = o.

Uber die Elemente x, y € Q, fiir welche x L y gilt, sagt man, dass sie untereinander
orthogonal sind. Wir bezeichnen weiter fiir 0 + 4 = Q,

A' ={xeQ:Vyed x Ly}.
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Anstelle von (A4*)" schreibt man A**. Ausser des Begriffes der Orthogonalitit
brauchen wir noch den Begriff der grdsseren Orthogonalitit (>-Orthogonalitit),
wie sie in der Arbeit [2] eingefiihrt wird. Zu derer Einfiihrung ist es notig zwei Axiome
annehmen, die wir mit o und B bezeichnen (im Artikel [1] sind sie mit A und V
bezeichnet). Setzen wir stets voraus, dass auf einer Menge © eine Orthogonalitat L
definiert wird, und es sei & =(S,S,2, 1), wo S={4cQ:4+0, 4 = A"}
ist, ein durch diese Orthogonalitat induzierter vollstindiger Verband.

Axiom a: Fiir jedes Element x € 2, x #* o gilt, dass {x}** ein Atom in & ist.

AxiomB: Ist xe Q, x ¢ 4, x ¢ A, {0} + A e S, dann existieren Atome 4;, 4, in &,
A, c A, A, c A*so,dassxe A, v A, ist.

Jetzt konnen wir schon definieren: Auf der Menge Q wird eine >-0rthogonalitdt
genau dann definiert, wenn auf dieser Menge die Orthogonalitidt L definiert wird,
der Verband & = (S, <, Q, L) orthomodular ist und wenn er die Axiome « und B
erfiillt.

Im Weiteren verwenden wir folgende Bezeichnung. Es bedeute f eine Abbildung
der Menge Q in die Menge 9, es sei A = Q; dann haben die Symbole f;(4) und
f-1(4) folgende Bedeutung:

fi(4) = {f(a):ae 4}, f_,(4)={xeQ:f(x)eA}.

3. DAS SCHMIDTSCHE ORTHOGONALISATIONSYERFAHREN

In diesem Absatz zeigen wir, wie man das bekannte Schmidtsche Orthogonalisa-
tionsverfahren verallgemeinern kann. Wir setzen voraus, dass auf einer Menge Q
die >-Orthogonalitiat definiert wird und benutzen weiter die Folgerung 5.8 aus der
Arbeit [2]: Ist & = (S, <, Q, 1) ein orthomodulirer Verband, dann geniigt er
genau dem Axiom B, wenn fiir alle solche x € Q, fiir welche x € 4, x ¢ A* gilt,
({x}** v 4Y 0 4, ({x}** v 4) n A* Atome in & sind, wo 4 € S beliebig ist und
{o} + 4 + Qgilt. '

Wir fiihren vor allem den Begriff der unabhingigkeit der Elemente aus der Menge Q
ein.

3.1. Definition. Das Element X, € Q nennt man genau dann unabhdngig, wenn
x; ¥+ o ist; die Elemente x,, x, € 2 nennen wir genau dann unabhdngig, wenn
x; ¢ {x;}** und x, ¢ {x,}** ist; die Elemente x,, x,, ..., X, € Q nennen wir genau
dann unabhéngig, wenn

xpd{x 3t v ot v (et v e v ()t

fiir alle j = 1,2, ..., n gilt. Eine Folge von Elementen x,, X,, ... € 2 nennen wir
genau dann unabhdngig, wenn fir n = 1, 2, ... gilt, dass die Elemente xy, X5, .++» X
unabhingig sind.
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3.2. Satz. Sind die Elemente x,, X,, ..., X, € Q unabhdngig, dann gilt x; + o,
j=12,..,n.

Der Beweis ergibt sich leicht durch einen Widerspruch.

3.3. Satz. Sind x,, x,, ..., X, € Qunabhdngigund 1 < k < n,dann sind x, x,, ...
..., X; unabhdngig.

Der Beweis (wieder durch einen Widerspruch) ist evident.

3.4. Satz. (Schmidt). Es sei xy, x,, ... € Q eine unanhdngige Folge von Elementen.
Dann existiert eine Folge von Elementen y,, y,,...€ 2 so, dass y; L y; fiir i % j,
i,j=1,2,... gilt und dass fiir n = 1,2, ...

{x 3" voov Gttt = v v
ist.

Beweis (durch vollstindige Induktion). Fiir n = 1 legen wir y; = x,.

Setzen wir nun voraus, dass {x,}** v ... v {x}** = {y,}** v ... v {p}** gilt,
wo y; & y; fir i+j i,j=12,..,nist. Wenn x,,; Ly; j=12,..,n gil,
dann ist x,,, € {y;}* j = 1,2, ..., n, woraus folgt, dass

Xn+1 € {.Vf}l N...Nn {y”}l = ({)’1}“' V...V {y"}l..l.)_L ,

also gilt x,,, L {y}** v ... v{p}**. Im Gegenteil wenn x,,, L {y}** v ...
v v {y}*t ist, dann ist x,.;€{y}* n... 0 {y,}* und deswegen gilt x,,, €
e{y}t firj=1,2,...,n, d h.esist x,4; L y; fir j = 1,2,..., n. In diesem Fall
setzen Wil y,4q = Xp41-

Es sei deshalb x,., ¢ {y,}* n ... n {y,}*. Esist auch

X1 6({yi} 00 ) =

= {x 3 voLov {1

Weil auf Q die >-Orthogonalitat definiert wird, existiert z, € {x,}** v ... v {x,}'%,
z, % o, und weiter existiert y,., € {y1}* 0 ... 0 {3}5, Yus1 + 0 s0, dass x,,, €
€{z,}** v {ya+1}** gilt. Daraus ergibt sich, dass {x,+}** < {z,}** v {Ppes}*t
gilt, woraus

={y}*v..v{n

({xt v oo v ) v {xae = (3 v

VAR E% ) VAR £-7) Sl VAR 0V el (B2 S VNS VAR £ S VAR § 90Y

folgt. Bezeichnet man A4 = {x,}** v ... v {x,}**, dann bekommt man 4'n
A(AV {xe 1)) S A" A (A V {(Pps1}*) = {(Pasa}™ denn es gilt {y,+ }'t =
c At '
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Wenn {0} = A* N (4 v {x,,,}**) wiire, dann hétten wir von 4 = 4 v {x,,,}**
auch A v {x,4,}** =4 v [4' n (4 v {x,+1}*")] = 4 oder auch {x,,,}** < 4,
das bedeutet aber x,,, € A und diese Tatsache widerspricht der Voraussetzung.

Daraus und aus dem Axiom « ergibt sich, dass A* N (4 v {x,+}*") = {yar ™t
gilt,d. h.esist 4 v {x,4;}*" = 4 v {y,+,}*", und damit ist der Satz bewiesen.

4. DIE [-ABBILDUNG

Aus der Theorie des Hilbertschen Raumes ist bekannt, dass das Original eines
jeden seiner (abgeschlossenen) Unterraume bei einer stetigen linearen Abbildung
wieder ein Unterrraum des Hilbertschen Raumes ist. Dabei induziert die tiblicher-
weise im Hilbertschen Raume definierte Orthogonalitat einen Verband der Unter-
rdume dieses Raumes. Eine auf der Menge mit Orthogonalitit (R, 1) definierte
Abbildung f, die die. angedeutete Eigenschaft einer linearen stetigen Abbildung
besitzt, nahmlich dass das Original von Elementen des induzierten Verbandes mit
Orthogonalitit wieder ein Element des induzierten Verbandes mit Orthogonalitét ist,
bezeichnen wir als die sog. I-Abbildung und leiten einige ihre Eigenschaften her.

4.1. Definition. Es sei auf einer Menge Q; die Orthogonalitit L; definiert, &; =
=(Si =, Q, 1;) sei der entsprechende induzierte Verband mit Orthogonalitit,
i = 1, 2. Dann nennen wir die Abbildung f: Q, —» Q, genau dann eine I-Abbildung,
wenn f_,(A) € S, fiir jedes 4 € S, ist.*)

4.2. Satz. Ist f eine I-Abbildung von der Definition 4.1, dann ist f(o,) = o,,
wo o; das ,,Nullelement in Q,, i = 1, 2 bedeutet.
Beweis. Weil {0,} € S, ist, gilt nach der Definition 4.1 f_,({0,}) € S,. Da aber
0, € A fiir jedes A € S, ist, gilt auch o, € f_,({0,}), also ist f(0,) = 0,.
4.3. Bemerkung. Es sei A, BéSz. Nachdem 4 = A v, B, B< A v, B ist, gilt
f-A(A) sf-(Av,B), f4(B)sf-1(Av,B).

Daraus folgt, dass f_,(4) v, f-,(B) < f-,(4 v, B) ist, aber hier — im Gegenteil
zu der allgemein geltenden Beziehung f_,(4 n B) = f_,(4) n f-,(B) — braucht
keine Gleichheit vorzukommen. Ist A € S;, braucht f;(4) € S, nicht zu gelten. Das
folgende Beispiel, in dem wir einfachheitshalber

‘21:92:9, l1=_l.2=_L, .5"1=.5’2=y=(s,g,9,_1.)
wihlen, illustriert diese Behauptung.

*) Im weiteren Text untei‘scheiden wir mit Hilfe von Indexen i= 1, 2 auch die ,,Nullelemente*,
in Q; und die Verbandsoperationen.
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4.4. Beispiel. Es sei Q = {0, ,, 0,, 0;, w4}. Die Orthogonalitat sei durch den
Graphen auf der Abb. 4.1 (das Element o ist ausgelassen ebenso wie bei den restlichen
Beispielen in diesem Absatz).

Dann ist S = {{o}, @, {0, w,}, {0, w,, w3, w,}, {0, w3}, {0, w,, w,}, {0, w,},
{0, w,, w3}}.

(1)

1 Y.

Abb. 4.1.
UZ

Die Abbildung f:Q — Q sei folgendermassen definiert: f(0) = o, f(®,) = w,,
f(@,) = 0y, f(w;) = w,, f(w,) = ®,. Man sieht sofort, dass f eine I-Abbildung ist.
Dabei gilt

B Tl @) v T-({o 02 04)) = {0, 01, 03,04
f—l({os wJ} v {0, @3, w4}) = f—l(g) =Q
fi{o, w3}) = {0, w,} ¢S.

4.5. Bemerkung. Ist die I-Abbildung f: Q — Q injektiv (auch hier gilt die Bezeich-
nung vom Schluss der Bemerkung 4.3), dann gilt nach Satz 4.2 f_,({o}) = {o}. Ist f
ausserdem noch eine surjektive Abbildung, dann braucht f,(4) € S fiir 4 € S eben-

falls nicht zu gelten. Dies zeigt das weitere Beispiel (wieder bei der schon beniitzten
Bezeichnung).

wahrend

ist. Ferner gilt

c:2 G:, o'o Cy c'z

______ o o ° ? T e ———-

—————— o o lL J) (L--—-—- Abb. 4.2
% 4 % 2 [

4.6. Beispiel. Es sei Q = {o,...,0_4, 04,0y, ..., Ty, To» Ty, ...} und die Ortho-
gonalitiat L sei durch den Graphen auf der Abb. 4.2 gegeben.

Dann ist S = {{0}, @, {0, 6o}, {0, 70}, {0, 01}, {0,74},...}. Definieren wir die
Abbildung f : @ —» & folgendermassen: f(0) = o, f(¢}) = 0:-1, f(z;)) = 7, fiir alle
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ganze Zahlen i. Die Abbildung f ist eine bijektive I-Abbildung und dabei gilt
fi{o, 00}) = {0,0_,} €S.

4.7. Satz. Es sei f:Q, - Q, eine bijektive Abbildung. Ist f eine l-Abbildung
und f~* auch eine 1-Abbildung (d. h. fiir jedes A€ S, gilt f(4) € S,), dann gilt
f—l(A) v lf—l(B) =f-1(A VvV, B)
fiir jedes A, Be S, und

£(©) Va2 fi(D) = fi(C v, D)
fiir jedes C,De S,.

Beweis. Ist Ce S, und gilt f_,(4) = C, f_,(B) = C, dann ist

A =fi(f-1(4) € f(C), B=f(f-4(B)) /().

Davon ergibt sich 4 v, B = f,(C), so dass f_,(4 v, B) = f_,(fi(C)) = C ist.
Nach der Bemerkung 4.3 gilt aber f_,(4) v, f_,(B) = f-,(4 v, B), also nach der
Definition von Supremum v, ist f_,(4) v, f_,(B) = f_4(4 v, B). Die zweite
Behauptung kann man ganz analogisch beweisen.

4.8. Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.7, wenn man
QI=QZ=Q’ -L1=-L2=.L, yl=y2=y

wahlt, gilt f_,(4) v f_,(4*) = fi(4) v f,(4*) = Q fiir A€ S. Dabei ist f_,(4) N
N f-1(4*) = f1(4) 0 f,1(4*) = {0}, so dass f_,(4") ein Komplement zu f_,(A4)
und f_,(4*) ein Komplement zu f,(A4) ist. Es muss sich aber um keine Orthokomple-
mente handeln, wie das folgende Beispiel zeigt.

W, W,
f 7

{0w}
wo, uj Abb. 4.3a. ' { } : Abb. 4.3b.

4.9. Beispiel. Es sei Q = {0, ®;, ®,, ®3, w,} und die Orthogonalitat L sei durch
den Graphen auf der Abbildung 4.3a gegeben. Dann ist

S = {{0}, 0, {0’ ml}’ {0’ wz}: {0’ (D3}, {0’ w4}} .
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Der Graph des Verbandes & ist auf Abb. 4.3b zu sehen. Die Abbildung f:Q —» Q
sei folgendermassen gegeben: f(0) = o, f(w,) = w;, f(w,) = w,, f(w;) = o,
f(w,) = w,. Die Abbildungen f und f~! sind l-Abbildungen. Wir wahlen 4 =
= {0, ,}. Es gilt

At = {o, 0}, f-,(4) = {o, w3},
f-1(44) = {o,®,} und {o, w3}* = {0, w,} * {0, w,} .

Eine analogische Situation zeigt sich fiir die Abbildung f;.

4.10. Satz. Es sei f:Q, - Q, eine bijektive Abbildung. Sind f und f~! I-Ab-
bildungen, A€ S, ein Atom in &,, dann ist f,(A) auch ein Atom in &,.Ist A€ S,
ein Atom in &,, dann ist auch f_,(A) ein Atom in &,.

Beweis. Essei{o,} + Be S,, B < f,(4). Dannist {o,} + f_,(B) = f-,(f1(4)) =
= A, also es gilt f_,(B) = A. Davon ergibt sich B = f,(f_,(B)) = fy(4). Den
zweiten Teil der Behauptung beweist man ganz analogisch.

5. DIE 1-ABBILDUNG

In diesem Absatz untersuchen wir eine auf Mengen mit Orthogonalitdt definierte
Abbildung, die orthogonaltreu ist, analogisch wie z. B. ein unitdrer Operator im
Hilbertschen Raum.

5.1. Definition. Es sei auf einer Menge Q; die Orthogonalitdt L; definiert, &; =
= (S;, <, @, 1) sei der induzierte Verband mit Orthogonalitit, i = 1,2. Dann
nennen wir eine Abbildung f : Q, — Q, genau dann L-Abbildung (Orthoabbildung),
wenn die Implikation

(xyeQy, x Ly y)=f(x) L2 f(y)
gilt.

5.2. Satz. Es sei f : Q, — Q, eine L-Abbildung. Dann gilt:
1.Ist A,B< Q,, A+ 0+ Bund A = B, dann ist f,(4) < f,(B)**.
2. Ist f surjektiv und A < Q,, A + 0, dann gilt f_,(A)** = f_,(4").

Beweis. 1. Diese Behauptung ist evident.

2. Ist x e f_,(A4)*', dann ist x L, y fiir alle y e f_,(4), d. h. es gilt f(x) L, f(y)
fiir alle y € f_,(A), woraus f(x) € [ f,(f-1(4))]** folgt. Da f eine surjektive Abbildung
ist, gilt f,(f-;(A4)) = 4, also ist f(x) € 4** und daher ist x & f_,(4*?).
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5.3. Folgerung. Ist 0 &= A < Q, und ist f : 2, —» Q, eine L-Abbildung, dann ist
f1(4) € fi(4*)** und auch f,(A*") < f,(A)*>. Ist A,BeS,, AL, B, dann gilt

f1(A) L, f,(B).“Alle diese Behauptungen ergeben sich aus der Behauptung 1 des
Satzes 5.2.

5.4. Bemerkung, Ist auf den Mengen Q; eine Orthogonalitat 1; definiert, ist
& = (S, <, Q;, L)) der induzierte Verband und ist f : Q, — Q, eine L-Abbildung,
dann braucht ™! keine L-Abbildung zu sein, und ist 4 € S;, dann muss f,(4"") =
= f,(A)** nicht gelten. Diese Tatsachen zeigt das Beispiel 5.5, wo wir einfachheits-
halber (ahnlich wie in den Beispielen des vorkommenden Absatzes) Q, = Q, = Q,
Li=L=1%=9=2=(52c,Q 1) legen.

5.5. Beispiel. Es sei 2 = {0, o, ..., w_,, ®_{, 0y, @y, ...} und die Orthogonali-
tdt sei durch den Graphen auf der Abb. 5.1 (wieder mit Auslassung des Nullelemen-
tes — siehe die Graphen im Absatz 4) gegeben.

W Abb. 5.1.

Dann ist S = {{o}, 2, {0, 0}, {0, ), w;, ®,,...}}. Definieren wir f(o) = o,
f(@) = o, f(w;) = w4y, iist eine ganze Zahl. Es ist ® L ,, aber es gilt f~*(w) =
=0 Loy = o) * '

Wiihlen wir weiter A = {0, w}. Dann gilt

fl(A) = {0, w} ’ A-L = {0, g, Wy, "-} ’
f1i(4Y) = {0, 0y, 05, ..}, f1(A)' = {0, @y, @y, ...},
so dass zwar fi(4") < f,(A4)" gilt, aber f,(4") + f,(4)" ist.

5.6. Satz. Es sei f: 0, —» Q, eine bijektive 1-Abbildung. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent. .

1. f~% ist eine L-Abbildung. _
2. Firalle A< Q,, A+ 0, gilt f,(4") = f,(A)*~.

*) o L w_, bedeutet, dass » und w_; untereinander nicht in der Relation L sind.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass 2 aus 1 folgt. Ist A < Q,, 4 + 0, dann gilt nach
Folgerung 5.3 f1(4*") € f,(4)**. Wir beweisen die umgekehrte Inklusion. Es sei
also x € f,(A4)"". Dann ist x L, f(g) fiir alle y € 4. Es existiert genau ein Element
xo € 2 so, dass x = f(x,) ist. Aus der Beziehung f(x,) L, f() fiir alle y € 4 und
angesichts der Voraussetzung, dass f ! eine L-Abbildung ist, bekommt man x, L, y
fiir alle y € A. Es ist demzufolge x, € A", woraus x = f(xo) € f;(4*") folgt, d. h. es
gilt f1(A4)** < f,(4*"'). Damit ist die zweite Aussage bewiesen.

Wir beweisen nun, dass 1 aus 2 folgt. Es seien x, y € Q,, und f(x) L, f(y). Sollte
x L, y nicht gelten, dann ware x ¢ {y}*', d. h. f(x) ¢ fi({y}*’). Nach der Voraus-

setzung ist f,({y}*") = f1({y})** = {f(»)}** demzufolge ist f(x) ¢ {f(»)}'?, so dass
f(x) L, f(y) nicht gilt. Dies widerspricht aber der Voraussetzung.

5.7. Satz. Es sei f: Q, = Q, eine bijektive L-Abbildung und f~! sei ebenfalls
eine L-Abbildung. Dann ist f, : S; - S, (bzw. f_, : S, = S,) ein Isomorphismus
des vollstindigen Verbandes mit Orthogonalitit &, = (S;, <, Q,, 1,) auf den
vollstindigen Verband mit Orthogonalitdt &, = (S, S, @, L,) (bzw. &, auf &,).

Beweis. Es sei 4 € S;. Nach Satz 5.6 gilt
fl(A)J.z = fl(Atl) , d. h. fl(A)J.zJ.z — fl(All)lz =fl(A.L1.l.z) = fl(A) ,

wo die letzte Gleichheit infolge dessen gilt, dass 4 € S ist. Nachdem aber f,(4)'*** =
= f,(4) ist, gilt f,(4) € S,. Demzufolge ist f~* eine I-Abbildung. Analogisch zeigt
man, dass auch f eine I-Abbildung ist.

Sind nun 4;€S,, iel % 0, nach Satz 4.7 (den man offenbar fiir eine beliebige
Verbindung verallgemeinern kann) gilt:

f1( Vll Ai) = YszI(A:)-

Die Beziehung
fl(_ﬂIAc) = Olfl(Ai)

ist klar. Zusitz)ich haben wir nach Satz 5.6 f,(4"") = f,(A)** fir A€ S,.

Auf gleiche Weise kann man analogische Beziehungen fiir die Abbildung f_,
beweisen. Damit ist der Satz bewiesen.

5.8. Satz. Es sei f:Q, - Q, eine bijektive 1-Abbildung. Gilt f_,(A*?) =
= f_,(A4)** fiir alle A€S,, dann ist f_, : S, » S, ein Isomorphismus des voll-
standigen Verbandes mit Orthogonalitit &, auf den vollstindigen Verband mit
Orthogonalitit & ,.

Beweis. Ist A€ S,, dann ist A*?€ S,, also gilt
f-1(4) = fo,(47) = f_ (4™ e sy,
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d. h. f ist eine I-Abbildung. Wir zeigen, dass auch f~! eine l-Abbildung ist. Es sei
A€S,. Dann ist f,(4) < f,(A)***?€ S,. Es existiert das kleinste (im Sinne der
Mengeninklusion) Element Be S, so, dass f;(4) < B < f,(4)**** ist; es ist ein
Durchschnitt aller solchen C € S,, fiir die f,(4) = C gilt. Eins von solchen Elemen-
ten C ist f,(4)***2. Offensichtlich ist f,(4)** € B** = f,(4)**. Davon und nach der
Folgerung 5.3 haben wir f,(4*') < f,(4)** = B*2 Es ist also 4™ < f_,(B*?) und
weil 4 = f_,(B) gilt, bekommen wir f_,(B)** < A** = f_,(B"?). Da BeS, ist,
nach Voraussetzung f_,(B)** = f_,(B*?), d. h. f_,(B)** = A™* gilt und weil f eine
I-Abbildung ist, ist auch f_,(B) € S, also es gilt f_,(B)*'*" = f;(B). Da A €S, ist,
gilt ahnlicherweise A*'** = A. Davon und aus der Gleichheit f_,(B)*' = 4™
ergibt sich f_,(B) = 4, d. h. es ist B = f,(4). Da Be S, gilt, ist auch f,(4) € S,.
Deshalb ist f ~! auch eine I-Abbildung.

Die Behauptung des Satzes folgt nun leicht vom Satz 4.7 und aus den Voraus-
setzungen.

5.9. Bemerkung. Im Zusammenhang mit dem Satz 5.7 entstecht die Frage, ob
dann — unter den Voraussetzungen, dass f eine bijektive L-Abbildung ist, f und f~*
l-Abbildungen sind — f~! eine Ll-Abbildung ist. Im folgenden Beispiel (wo wir
dhnlich wie im Beispiel 5.5

‘21:‘22:9, .L1=_L2=_L, y1=y2=y=(s,g,g,l)

wihlen) zeigen wir, dass dieses allgemein nicht zu gelten braucht.
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Abb. 5.2.

5.10. Beispiel. Es sei 2 = {o, ..., o_;, @y, @y, ..., T_y, To, Ty, ...} und die Ortho-
gonalitit 1 sei folgendermassen gegeben (siche auch die Abb. 5.2): w; L 7, fiir
j =i,i—1,i— 2,..., und natiirlich o 1 7;, 0 L w,, i ist eine ganze Zahl.

Fiir die Tragermenge S des Verbandes & = (S, <, 2, L) haben wir dann:

S={{o},Q ..{. . t_nt_p,0}, {1010} {0,0,w0,..},..}.
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Definieren wir f(0) = o, f(t;) = 1,, f(®;) = @;4y, Wo i eine ganze Zahl ist. Leicht
sicht man, dass f eine L-Abbildung ist, f und f ~! I-Abbildungen sind. Dagegen aber
ist 7, L o, wihrend f™(t0) = 1o L @_, = f~!(,) gilt. D.h. £~ ist keine L-
Abbildung.

Es ist interressant zu bemerken, dass der Verband aus diesem Beispiel nicht einmal
ein Atom enthilt. Wie man ferner sehen wird, sieht die Situation anders aus, wenn
der Verband & dem Axiom o aus dem Absatz 2 geniigt. Jetzt beweisen wir folgenden

5.11. Satz. Es sei f : Q, — Q, eine bijektive L-Abbildung und eine I-Abbildung
und sei f~' auch eine I-Abbildung. Erfiillt der Verband & = (S, <, 2, 1,)
den Axiom o aus dem Absatz 2, dann gilt

T((H) = AR = Ay

fiir jedes x € Q,, x % o,, und dieses Element ist ein Atom in &, = (S,, <, Q,, 1,).

Beweis. Es sei xeQ,, x #+ 0,. Nach Folgerung 5.3 gilt f,({x}*") < f,({x})*%,
woraus {0,} * f1({x})**** < f,({x})** folgt. Wieder nach Folgerung 5.3 haben wir
{0} * fi({x}***) = fi({x}*")**. Wenn wir beweisen, dass f;({x})*)** ein Atom
in &, ist, ist der Beweis durchgefiihrt, denn Dank der Tatsache, dass f~! eine I-
Abbildung ist, gilt f,({x}*'*?)€S,. Es sei also {0,} + A€S,, A < f,({x}*")"
Dann ist f;({x}**) = 4'2 = f,(f-,(4"?)), woraus sich {x}** = f_,(A4"?) ergibt und
weiter gilt f_,(4"?)" < {x}*'*2

Weil {o,} + f_,(4**)** ¢ S, gilt, bekommen wir auf Grund des Axioms o aus
dem Absatz 2 die Gleichung f-(4"?)*" = {x}*'*1, d. h. f_,(4**) = {x}*!, woraus
A** = f,({x}**) folgt und schliesslich A = f,({x}*")** ist. Also ist f,({x}"")"
tatsichlich ein Atom in &, und der Satz ist bewiesen.

Auf Grund des oben bewiesenen Satzes erklirt man schon leicht das vor dem Satz
5.11 angedeutete Problem.

5.12. Satz. Es seien die Vorausetzungen des Satzes 5.11 erfiillt. Dann ist f~!
~eine L-Abbildung.

Beweis. Es seien x, y € ,, f(x) L, f(»). Sollte x L, y gelten, dann wire x +
+ 0, # y und x € {y}*', also ist f(x) ¢ f,({y}**) und nach Satz 5.11 gilt also f(x) ¢
¢ f1({y})*>. Aber nach der Voraussetzung gilt f(x) L f(y), d. h. f(x)e {f(y)}** =
= f,({y})**. Durch diesen Widerspruch ist der Satz bewiesen.

5.13. Bemerkung. Aus dem Satz 5.12 folgt, dass unter den Voraussetzungen des
Satzes 5.11 auch die Behauptung des Satzes 5.7 iiber den Isomorfismus der Ver-
bande &, und &, gilt.
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