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časopis pro pěstování matematiky, roČ. 104 (1978), Praha 

EIN BEITRAG ZUR THEORIE DER ORTHOGONAL1TÄT AUF MENGEN 

ZDENIK ROZENSKY, Praha 

(Eingegangen am 18. Februar 1977) 

1. EINFÜHRUNG 

Der Begriff der Orthogonalität spielt eine wichtige Rolle in den mathematischen 
Grundlagen von Quantentheorien. In einem von Prof. Jifii FÄBERA an der Elektro
technischen Fakultät der TH Prag geleiteten Seminar, das sich mit diesen Grundlagen 
beschäftigt, wird unter Anderem auch diesem Begriff grosse Aufmerksamkeit ge
widmet. In der Arbeit [1] hat J. HAVRDA die Orthogonalitätsrelation auf Mengen als 
eine natürliche Verallgemeinerung der z. B. aus der Theorie des Hilbertschen Raumes 
bekannten Orthogonalität eingeführt. 

In diesem Artikel gehen wir von der obenerwähnten Arbeit aus und untersuchen 
einige Enigenschaften der Orthogonalität auf Mengen. Vor allem zeigen wir eine 
gewisse Verallgemeinerung des bekannten Schmidtschen Orthogonalisationsver-
fahrens. Weiter führen wir zwei Abbildungen ein: die sog. /-Abbildung als eine 
Veraalgemeinerung der stetigen linearen Abbildung im Hilbertraum und die sog. 
±-Abbildung (Orthoabbildung) als eine orthogonaltreue Abbildung und untersuchen 
einige ihre Eigenschaften. 

2. GRUNDBEGRIFFE UND BEZEICHNUNGEN 

Nach [1] nennen wir eine auf einer nichtleeren Menge Q definierte binäre Relation 
± Orthogonalität auf der Menge ß genau dann, wenn sie folgende Bedingungen 
erfüllt: 

a) Ist x, y e ß, x l j / , dann gilt y Lx. 
b) Es existiert ein Element o e Q so, dass o L x für alle x e ß gilt. 
c) Wenn x Lx für xeQ gilt, dann ist x = o. 

Über die Elemente x, y e Q, für welche x L y gilt, sagt man, dass sie untereinander 
orthogonal sind. Wir bezeichnen weiter für 0 4= A c. ß, 

A1 = {x e Q : \/y E A x L y) . 
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Anstelle von (A1)1 schreibt man A11. Ausser des Begriffes der Orthogonalität 
brauchen wir noch den Begriff der grösseren Orthogonalität (>-Orthogonalität), 
wie sie in der Arbeit [2] eingeführt wird. Zu derer Einführung ist es nötig zwei Axiome 
annehmen, die wir mit <x und ß bezeichnen (im Artikel [1] sind sie mit A und V 
bezeichnet). Setzen wir stets voraus, dass auf einer Menge ß eine Orthogonalität J_ 
definiert wird, und es sei & = (S, _=, ß, 1), wo S = {A c ß : A 4= 0, A = A11} 
ist, ein durch diese Orthogonalität induzierter vollständiger Verband. 

Axiom a: Für jedes Element x e Q, x 4= o gilt, dass {x}11 ein Atom in Sf ist. 

Axiom p: Ist x e Q, x $ A, x 4 A1, {o} =# A e S, dann existieren Atome Al9 A2 in Sf, 
Ax c A, A2 c A1 so, dass xe At v A2 ist. 

Jetzt können wir schon definieren: Auf der Menge ß wird eine >-Orthogonalität 
genau dann definiert, wenn auf dieser Menge die Orthogonalität 1 definiert wird, 
der Verband Sf = (S, ___, ß, 1) orthomodular ist und wenn er die Axiome a und ß 
erfüllt. 

Im Weiteren verwenden wir folgende Bezeichnung. Es bedeute f eine Abbildung 
der Menge ß in die Menge ß, es sei A <z ß; dann haben die Symbole fi(A) und 
f-i(A) folgende Bedeutung: 

fi(A) = {f(a) :aeA}, f^(A) = { x e ß :/(*) e A} . 

3. DAS SCHMIDTSCHE ORTHOGONALISATIONSVERFAHREN 

In diesem Absatz zeigen wir, wie man das bekannte Schmidtsche Orthogonalisa-
tionsverfahren verallgemeinern kann. Wir setzen voraus, dass auf einer Menge ß 
die >-Orthogonalität definiert wird und benutzen weiter die Folgerung 5.8 aus der 
Arbeit [2]: Ist S? = (S, £ , ß, 1) ein orthomodulärer Verband, dann genügt er 
genau dem Axiom ß, wenn für alle solche xeQ, für welche xeA, x^A1 gilt, 
({x}11 v A1) n A, ({x}11 v A) n A1 Atome in Sf sind, wo A e S beliebig ist und 
{6} #= A * ß gilt. 

Wir führen vor allem den Begriff der Unabhängigkeit der Elemente aus der Menge ß 
ein. 

3.1. Definition. Das Element x1 e Q nennt man genau dann unabhängig, wenn 
xt =f= o ist; die Elemente xl9x2eQ nennen wir genau dann unabhängig, wenn 
x2 4 {xi}11 und x1 ^ {xz}11 ist; die Elemente xl9 x2,..., xn e Q nennen wir genau 
dann unabhängig, wenn 

XjiW v ... v {*,_.}-- v {x,+ i r V ... v {xn}^ 

für alle j = 1, 2,.. . , n gilt. Eine Folge von Elementen xl9 x29... e ß nennen wir 
genau dann unabhängig, wenn für n -= 1, 2, . . . gilt, dass die Elemente xl9 x2,..., xn 

unabhängig sind. 
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3.2. Satz. Sind die Elemente xl9 x2,..., xne Q unabhängig, dann gilt Xj 4= o, 
j = 1,2,..., n. 

Der Beweis ergibt sich leicht durch einen Widerspruch. 

3.3. Satz. Sindxl9 x2,..., xne Qunabhängig und 1 ^ k < n, dann sindxl9 x2,... 
...,xk unabhängig. 

Der Beweis (wieder durch einen Widerspruch) ist evident. 

3.4. Satz. (Schmidt). Es sei xl9 x29...eQ eine unanhängige Folge von Elementen. 
Dann existiert eine Folge von Elementen yl9 y2,... e ß so, dass yt ± yj für i 4= ;, 
i, j = 1, 2, ... gilt und dass für n = 1,2,... 

w i iv...v{x„r = { J l rv . . . vw i i 

ist. 

Beweis (durch vollständige Induktion). Für n = 1 legen wir yt = xx. 
Setzen wir nun voraus, dass { x j 1 1 v ... v {x,,}11 = {yi}11 v ... v {y«}11 gilt, 

wo yt 4= yj für i 4= ;, i,j = 1, 2, ..., n ist. Wenn xn+1 1 yj9 j = 1, 2, ..., n gilt, 
dann ist xn+1 e {y/}1, j = 1, 2,.. . , n, woraus folgt, dass 

xn+1 e M 1 n...n {yj1 = ({y,}11 v ... v { j , . } ^ , 

also gilt xn+1 l ^ J 1 1 v ... v{yn}
xl. Im Gegenteil wenn xn+1 1 {yi}11 v ... 

••• v {y«}11 ist> dann ist xn+1 G { y j 1 n ... n {y,,}1 und deswegen gilt x n + 1e 
e {y^}1 für j = 1, 2,.. . , n, d. h. es ist xn+1 1 ys für j = 1, 2,. . . , n. In diesem Fall 
setzen wir yn+1 = xn+1. 

Es sei deshalb xn+1 £ { y j 1 n ... n {y-,}1. Es ist auch 

x . + i*({3 ' i} 1 n . . .n{y.} 1 ) 1 = 

= M 1 1 v ... v {y.}11 = {x.}11 v ... v {x,}1 1 . 

Weil auf Q die >-Orthogonalität definiert wird, existiert z1 e {x^ 1 1 v ... v {x j 1 1 , 
Zj 4= Ö, und weiter existiert yn+1 e { y j 1 n ... n {y«}1, yn+1 4= o so, dass xn+1 e 
e{z1}

11 v {yn+1}xl gilt. Daraus ergibt sich, dass {xn + 1} l x £ { Z J ^ v {yn+1} lx 

gilt, woraus 

({x.}11 v ... v {x,,}11) v {*„+.}-- £ ({x,}11 V ... 

... v {x,}11) v {z,}11 v {y,,,.}11 = ( { x j 1 1 v ... v {x,,}11) v {yn+1} 

folgt. Bezeichnet man A = { x j 1 1 v ... v {x j 1 1 , dann bekommt man Ax n 
n(.4 v {x,,^}11) sAln(Av {>-11+1}

11) - O w , } 1 1 , denn es gilt {>'I>+1}
11 £ 
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Wenn {0} = A1 n (A v {x^ i} 1 1 ) wäre, dann hätten wir von A _= A v {x w + i} 1 1 

auch 4̂ v {X..+1}11 = A v [A 1 n (4 v {xn+i}11)] = A oder auch {xn+l}
11 c A, 

das bedeutet aber xn+te A und diese Tatsache widerspricht der Voraussetzung. 
Daraus und aus dem Axiom oc ergibt sich, dass A1 n (A v {xn+l}

11) = {y^+i}11 

gilt, d. h. es ist A v {X^-M}1 1 = A V {yn+i}11, und damit ist der Satz bewiesen. 

4. DIE 1-ABBILDUNG 

Aus der Theorie des Hilbertschen Raumes ist bekannt, dass das Original eines 
jeden seiner (abgeschlossenen) Unterräume bei einer stetigen linearen Abbildung 
wieder ein Unterrraum des Hilbertschen Raumes ist. Dabei induziert die üblicher
weise im Hilbertschen Räume definierte Orthogonalität einen Verband der Unter
räume dieses Raumes. Eine auf der Menge mit Orthogonalität (Q, J.) definierte 
Abbildung / , die die angedeutete Eigenschaft einer linearen stetigen Abbildung 
besitzt, nähmlich dass das Original von Elementen des induzierten Verbandes mit 
Orthogonalität wieder ein Element des induzierten Verbandes mit Orthogonalität ist, 
bezeichnen wir als die sog. /-Abbildung und leiten einige ihre Eigenschaften her. 

4.1. Definition. Es sei auf einer Menge Qt die Orthogonalität ±t definiert, £f{ = 
= (5 i s ^,Qi9 ±f) sei der entsprechende induzierte Verband mit Orthogonalität, 
i = 1, 2. Dann nennen wir die Abbildung/ : Qt -> Q2 genau dann eine l-Abbildung, 
wenn f-t(A) e St für jedes AeS2 ist.*) 

4.2. Satz. Ist f eine l-Abbildung von der Definition 4.1, dann ist f(ot) = o2, 
wo 0f das „Nullelement" in Qi9 i = 1, 2 bedeutet. 

Beweis. Weil {02} e S2 ist, gilt nach der Definition^.! /_i({o2}) e St. Da aber 
ote A für jedes A e St ist, gilt auch ot e/_i({o2}), also ist /(o i ) = o2. 

4.3. Bemerkung. Es sei A, B e S2. Nachdem A ^ A v 2B, £ _= A v 2 £ ist, gilt 

f-t(A) Gf-t(A v2B) , /_i(B) _ : / _ i (A v 2 B) . 

Daraus folgt, d a s s / . ^ z i ) v j . ^ ß ) _=/_ i vA v 2 B ) ist, aber hier - im Gegenteil 
zu der allgemein geltenden Beziehung f~t(A n B) = / _ i (A ) nf-^B) — braucht 
keine Gleichheit vorzukommen. Ist A e Sh braucht ft(Ä) e S2 nicht zu gelten. Das 
folgende Beispiel, in dem wir einfachheitshalber 

Q1~Q2 = Q9 ± i = ± 2 = i , sex = y2 = ^ = (S, <_,ß, 1 ) 

wählen, illustriert diese Behauptung. 

*) Im weiteren Text unterscheiden wir mit Hilfe von Indexen 1= 1, 2 auch die „Nullelemente**, 
in ß | und die Verbandsoperationen. 
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4.4. Beispiel. Es sei Q = {o, cou co2, co3, <o4}. Die Orthogonalität sei durch den 
Graphen auf der Abb. 4.1 (das Element o ist ausgelassen ebenso wie bei den restlichen 
Beispielen in diesem Absatz). 

Dann ist S = {{o}, Q, {o, co2}, {o, co2, co3, co4}, {o, co3}, {o, co2, co4}, {o, co4}, 
{o, co2, co3}}. 

Abb. 4.1 

Die Abbildung / : Q -> Q sei folgendermassen definiert: /(o) = o, f(cox) = co2, 
fipi) = o ^ u / W = ^29/(^4) = w2- Man sieht sofort, dass/eine /-Abbildung ist. 

f-i({0, C03}) V f-x({0, C02, C04}) = {O, COi, co3, co4} , 

/-i({o, co3} v {o, c02, co4}) = f-t(Q) = Q 
ist. Ferner gilt / f n r w c 

/ i (K co2}) = {o, ©J £ S . 

Dabei gilt 

während 

4.5. Bemerkung. Ist die /-Abbildung/: Q -» ß injektiv (auch hier gilt die Bezeich
nung vom Schluss der Bemerkung 4.3), dann gilt nach Satz 4.2/_x({o}) = {0}. I s t / 
ausserdem noch eine surjektive Abbildung, dann braucht /i(-4) e S für A e 5 eben
falls nicht zu gelten. Dies zeigt das weitere Beispiel (wieder bei der schon benützten 
Bezeichnung). 

- 0 
т 

V-1 

0 0 

O-І 
p 

0 
т 7 2 

Aбb. 4.2. 

4.6. Beispiel. Es sei Q = {o,..., o-!, o0, o^,..., T~U T0, Tt,...} und die Ortho
gonalität J. sei durch den Graphen auf der Abb. 4.2 gegeben. 

Dann ist S = {{o}, Q, {o, o0}, {o, T0}, {0, o j , {0, T J , . . . } . Definieren wir die 
Abbildung/: Q -* Q folgendermassen: f(6) = o, /(o-,) = ov i , / (T , ) = T^! für alle 
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ganze Zahlen i. Die Abbildung / ist eine bijektive /-Abbildung und dabei gilt 
fi({°>°o}) = {o9<r-t}eS. 

4.7. Satz. Es sei f :Qi~* Q2 eine bijektive Abbildung. Ist f eine l-Abbildung 
undf~y auch eine l-Abbildung (d. h. für jedes AeSx giltfi(Ä) e S2), dann gilt 

f-l(A)vif_1(B)=f_l(Av2B) 

für jedes A, Be S2 und 

fi(C)v2fi(D)=f1(CviD) 
für jedes C, DeSx. 

Beweis. Ist Ce St und gilt/- l vA) c C9f.1(B) _; C, dann ist 

A = Mf-M)) <_ fx(C) , B = /lv/-lvB)) <= /,(C) . 

Davon ergibt sich A v 2 B -=/i(C), so dass /_ l vA v 2 B) c / . ^ / ^ C ) ) = C ist. 
Nach der Bemerkung 4.3 gilt aber/_ lvA) V i / . ^ B ) _=/_lvA v 2 B), also nach der 
Definition von Supremum vx ist f-i(Ä) Vif-i(B) = /_ 1 (A v2B). Die zweite 
Behauptung kann man ganz analogisch beweisen. 

4.8. Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des Satzes 4.7, wenn man 

&2i = Q2 = Ä«5 , J_1 = J_2 = _L , K7 1 = « - ^ 2 = %7 

wählt, gilt /_ l v A ) v f-x(A
L) = /i(.4) v fx(A

L) = ß für ,4 e S. Dabei ist /_ l v A ) n 
n /_ l v A x ) =/i(-4) n/^-A-1) == {o}9 so dass /_1(.41) ein Komplement zu f-x(A) 
undZ-i^ 1 ) ein Komplement zu/lvi4) ist. Es muss sich aber um keine Orthokomple-
mente handeln, wie das folgende Beispiel zeigt. 

ù)z 
O 

v< « 5 I Abb. 4.3a. Abb. 4.3b. 

4.9. Beispiel. Es sei Q = {o9 coi9 co29 co39 co4} und die Orthogonalität JL sei durch 
den Graphen auf der Abbildung 4.3a gegeben. Dann ist 

S = {{o}9 Qf {o9 cot}9 {o, co2}9 {o9 co3}9 {o9 co4}} . 
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Der Graph des Verbandes Sf ist auf Abb. 4.3b zu sehen. Die Abbildung/: Q -+ Q 
sei folgendermassen gegeben: f(o) = o, f(cox) = co3, f(co2) = co29 f(co3) = col9 

f(co4) = co4. Die Abbildungen / und fl sind /-Abbildungen. Wir wählen A = 
= {0, C0J. Es gilt 

A1 = {0, a>2} , f-t(A) = {0, co3} , 

/ - i ^ 1 ) = {0, co2} und {0, W3}1 = {0, G>4} + {0, co2} . 

Eine analogische Situation zeigt sich für die Abbildung/!. 

4.10. Satz. Es sei f : Qx -* Q2 eine bijektive Abbildung. Sind f und f~l l-Ab
bildungen, Ae S1 ein Atom in Sfl9 dann istfx(Ä) auch ein Atom in Sf2. Ist AeS2 

ein Atom in Sf29 dann ist auchf^t(A) ein Atom in Sfx. 

Beweis. Es sei {02} * BeS2,B _= fx(A). Dann ist {0J * / - i ( # ) s / . ^ / ^ ) ) = 
= A, also es gilt /-lv-B) = A. Davon ergibt sich B =/1(/^1(ß)) =/1(-4). Den 
zweiten Teil der Behauptung beweist man ganz analogisch. 

5. DIE 1-ABBILDUNG 

In diesem Absatz untersuchen wir eine auf Mengen mit Orthogonalität definierte 
Abbildung, die orthogonaltreu ist, analogisch wie z. B. ein unitärer Operator im 
Hilbertschen Raum. 

5.1. Definition. Es sei auf einer Menge Q{ die Orthogonalität l t definiert, Sfx = 
= (5|, e , Qi9 lt) sei der induzierte Verband mit Orthogonalität, i = 1,2. Dann 
nennen wir eine Abbildung/ : ßx -» Q2 genau dann 1-Abbildung (Orthoabbildung), 
wenn die Implikation 

(x, yeQu x lx y) =>/(x) l2f(y) 

gilt. 

5.2. Satz. Es seif: ßx -• Q2 eine 1-Abbildung. Dann gilt: 

1. IstA9B^Ql9A*Q*B und A s B1', dann istf^A) £ fi(B)Ll. 

2. Ist f surjektiv und A £ ß2 , A # 0, dann giltf-^A)11 ^f-t(A
l2). 

Beweis. 1. Diese Behauptung ist evident. 

2. Ist x ef-t(A)ll
9 dann ist x lx y für alle y ef-x(A)9 d. h. es gilt f(x) l2f(y) 

für alle y ef-.t(A)9 woraus/(x) e [/i(/-1(-4))]±2 folgt. Da/eine surjektive Abbildung 
ist, gilt/-(/.^A)) = A, also ist/(x) e Al2 und daher ist x ef-t(A

l2). 
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5.3. Folgerung. Ist 0 # A £ Qt und ist f:Q1-+ Q2 eine 1-Abbildung, dann ist 
ft(A) ^fx(A

l1)12 und auch fx(A
u) £fi(-4)12. Ist A,BeSl9 A lx B, dann gilt 

fx(A) l2f1(B).^Alle diese Behauptungen ergeben sich aus der Behauptung 1 des 
Satzes 5.2. 

5.4. Bemerkung. Ist auf den Mengen Qt eine Orthogonalität 1.: definiert, ist 
&1 = (Sh £ , Qh 1|) der induzierte Verband und ist / : Qx -* Q2 eine 1-Abbildung, 
dann braucht f~x keine .1-Abbildung zu sein, und ist A e Sl9 dann muss f^.411) = 
= fi(-4)12 nicht gelten. Diese Tatsachen zeigt das Beispiel 5.5, wo wir einfachheits
halber (ähnlich wie in den Beispielen des vorkommenden Absatzes) Qt = Q2 = Q, 
l t = ± 2 = 1, 9,

l = Sf2 = Se = (S, £ , ß, 1) legen. 

5.5. Beispiel. Es sei ß = {0, o, ..., co_25 (D~l9 (o0, (ol9 ...} und die Orthogonali
tät sei durch den Graphen auf der Abb. 5.1 (wieder mit Auslassung des Nullelemen
tes — siehe die Graphen im Absatz 4) gegeben. 

(ű-2 Q-r 
o 

AЬЬ. 5.1. 

Dann ist S = {{0}, Q, {o, (o), {o, (o0, (ol9 (o2,...}}. Definieren wir f(o) = o, 
f((o) = ct),f(c0f) = (Oi+1, i ist eine ganze Zahl. Es ist (o 1 o 0 , aber es giltf~1(co) = 
= co sIco.. 1=f- 1(a> 0).*) 

Wählen wir weiter A = {o, co}. Dann gilt 

ft(A) = {o, (o) , AI1 = {0, (o09 (ol9...} , 

fMx) = {0, col9 (o2,...} , fi(^)1 = {o, (O0, (Ol9 ...} , 

so dass zwarfi(-4x) £ fi^)1 gilt, aberf^Al1) # ^(.A)1 ist. 

5.6. Satz. .Es sei f: Qt -* ß 2 eine bijektive 1-Abbildung. Dann sind folgende 
Aussagen äquivalent. 

1. f " 1 is* d/ie 1-Abbildung. 

2< Ffir a/te A c ß ^ + 0, 0*7* fi^11) = fi(-4)Xl. 

*) 0,1.0-1 bedeutet, dass © und G>_ ! untereinander nicht in der Relation 1. sind. 
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass 2 aus 1 folgt. Ist A __ Ql9 A + 0, dann gilt nach 
Folgerung 5.3 fi^11) £ fx(Ä)12. Wir beweisen die umgekehrte Inklusion. Es sei 
also xef^A)11. Dann ist x l2f(g) für alle yeA. Es existiert genau ein Element 
x0 e Qi so, dass x = f(x0) ist. Aus der Beziehung f(x0) l2f(y) für alle yeA und 
angesichts der Voraussetzung, dassf"1 eine 1-Abbildung ist, bekommt man x0 JLt y 
für alle yeA. Es ist demzufolge x0 e AL\ woraus x = f(x0) ef^-411) folgt, d. h. es 
giltflvA)±2 __ f^A11). Damit ist die zweite Aussage bewiesen. 

Wir beweisen nun, dass 1 aus 2 folgt. Es seien x, y e Ql9 undf(x) L2f(y). Sollte 
x l1y nicht gelten, dann wäre x $ {y}~\ d. h. f(x) £fi({y}ll). Nach der Voraus
setzung ist f ,^}1 1) = flv{y})12 = {f(y)Y\ demzufolge istf(x) £ {f(y)}l2

9 so dass 
f(x) l2f(y) nicht gilt. Dies widerspricht aber der Voraussetzung. 

5.7. Satz. Es sei f \QY -+ Q2 eine bijektive _L-Abbildung und f~l sei ebenfalls 
eine ±-Abbildung. Dann ist f1 : St -> S2 (bzw. f-t \ S2 -* St) ein Isomorphismus 
des vollständigen Verbandes mit Orthogonalität SfY = [Sl9 £ , ß l 5 ±x) auf den 
vollständigen Verband mit Orthogonalität £f2 = (Sl9 __, ß2 , ±2) [bzw. Sf2 aufS^t). 

Beweis. Es sei AeSx. Nach Satz 5.6 gilt 

fUf1 = fMi1), ± h. f,{Af^ = AiA1-)12 - fi(^il12) = MA), 

wo die letzte Gleichheit infolge dessen gilt, dass A e 5X ist. Nachdem aberf^-A)1212 = 
= fi(-4) ist, gilt f1(A)eS2. Demzufolge istf"*1 eine /-Abbildung. Analogisch zeigt 
man, dass auch feine /-Abbildung ist. 

Sind nun At e Sl9 i ei + 0, nach Satz 4.7 (den man offenbar für eine beliebige 
Verbindung verallgemeinern kann) gilt: 

Die Beziehung 

MViAt) = VгUAi)-
Ш Ш 

Л(Пл.) - ПЛИ,) 
ш ш 

ist klar. Zusätzlich haben wir nach Satz 5.6 f^A1*) = fi(-4)±2 für A e St. 

Auf gleiche Weise kann man analogische Beziehungen für die Abbildung f_ x 

beweisen. Damit ist der Satz bewiesen. 

5.8. Satz. Es sei f: Ql -> Q2 eine bijektive .1-Abbildung. Gilt f-i(-4l2) = 
= f_lvA)11 für alle Ae S29 dann ist f_x : S2 -* St ein Isomorphismus des voll
ständigen Verbandes mit Orthogonalität Sf2 auf den vollständigen Verband mit 
Orthogonalität £f\. 

Beweis. Ist A e S29 dann ist Al2 e S29 also gilt 

f-l(A)'f-i(Ax^)'f-i(A^eStt 

263 



d. h. / i s t eine I-Abbildung. Wir zeigen, dass auch/" 1 eine /-Abbildung ist. Es sei 
AeSt. Dann ist fx(Ä) c fx(A)1212 e S2. Es existiert das kleinste (im Sinne der 
Mengeninklusicm) Element BeS2 so, dass fx(A) c ^ c f i ( A ) 1 2 1 2 ist; es ist ein 
Durchschnitt aller solchen C e S2, für die/ lvA) s C gilt. Eins von solchen Elemen
ten C i s t / l v A ) l 2 l \ Offensichtlich ist/ lvA)12 s £ l 2 c / lvA)12. Davon und nach der 
Folgerung 5.3 haben wir /1(-4

±1) £ /i(-4)12 = B l2. Es ist also ALl czf-^B12) und 
weil .4 = / - l v B) gilt, bekommen wir f-^B)11 s AXl c / . ^ B 1 2 ) . Da B e S 2 ist, 
nach Voraussetzung f-^B)11 = /-^(B12), d. h. f-^B)11 = -411 gilt und weil / eine 
/-Abbildung ist, ist auch/_ lvö) e Slf also es gilt /--.(B)1111 = / t(B). Da AI e Sx ist, 
gilt ähnlicherweise - 4 l a i = A. Davon und aus der Gleichheit f-^B)11 = Aly 

ergibt sich f-t(B) = A, d. h. es ist B = fx(A). Da B e S2 gilt, ist auch / ^ A ) e S2. 
Deshalb i s t / - 1 auch eine /-Abbildung. 

Die Behauptung des Satzes folgt nun leicht vom Satz 4.7 und aus den Voraus
setzungen. 

5.9. Bemerkung. Im Zusammenhang mit dem Satz 5.7 entsteht die Frage, ob 
dann — unter den Voraussetzungen, dass/eine bijektive l-Abbildung i s t , /und / _ 1 

/-Abbildungen sind - f1 eine ±-Abbildung ist. Im folgenden Beispiel (wo wir 
ähnlich wie im Beispiel 5.5 

QX = Q2 = Q , i x = i 2 = i , sel = sr2 = se = (s, s f Q, I ) 

wählen) zeigen wir, dass dieses allgemein nicht zu gelten braucht. 

Abb. 5.2. 

5.10. Beispiel. Es sei Q = {0,..., co_l9 co09 coi9..., t« l f T0, r l f . . .} und die Ortho-
gonalität 1 sei folgendermassen gegeben (siehe auch die Abb. 5.2): et), 1 xs für 
j ss i, i — l , / — 2,... , und natürlich o 1 T„ o 1 coi9 i ist eine ganze Zahl. 

Für die Trägermenge S des Verbandes Sf = (S, c , fl, 1) haben wir dann: 

S = {{o}, f l , . . . , { . . . , T_2, T - ^ o } , {..., T0, T l fö}, {ofO)lfCD2f . . . } , . . . } . 
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Definieren wir f(o) = 0, f(rt) = xi9 f((o^) = 0)i+1, wo i eine ganze Zahl ist. Leicht 
sieht man, dassfeine 1-Abbildung ist,fundf"1 /-Abbildungen sind. Dagegen aber 
ist T0 ± c0o, während f~1(io) = 1Q /- Ö>-I = Z'H^o) gilt. D. h. f " 1 ist keine 1-
Abbildung. 

Es ist interressant zu bemerken, dass der Verband aus diesem Beispiel nicht einmal 
ein Atom enthält. Wie man ferner sehen wird, sieht die Situation anders aus, wenn 
der Verband Sf dem Axiom oc aus dem Absatz 2 genügt. Jetzt beweisen wir folgenden 

5.11. Satz. Es sei f: Qt -> Q2 eine bijektive ±~Abbildung und eine ^Abbildung 
und sei f1 auch eine l-Abbildung. Erfüllt der Verband 9>

1 = (Sl9 G9Ql9 ±x) 
den Axiom a aus dem Absatz 2, dann gilt 

L(Wx,1')=f1(W
Xl)l2=/1(W)i212 

für jedes x e Ql9 x 4= ou und dieses Element ist ein Atom in Sf2 = (52, _:, Q29 ±2). 

Beweis. Es sei xeQl9 x 4= ot. Nach Folgerung 5.3 gilt fi({x}u) G fi({*})12, 
woraus {02} 4= fi({*})1212 G fi({*})±2 folgt. Wieder nach Folgerung 5.3 haben wir 
W ^^({x}1111) «^({x}11)12. Wenn wir beweisen, dass ^({x})11)12 ein Atom 
in Sf2 ist, ist der Beweis durchgeführt, denn Dank der Tatsache, dassf"1 eine /-
Abbildung ist, gilt f1({x}lll2)e S2. Es sei also {02} * AeS2, A ^ ( { x } 1 1 ) 1 2 . 
Dann istf1({x}±1) s_ A ± 2 ^f^f-^Al12)), woraus sich {x}Xl c f ^ i 1 2 ) ergibt und 
weiter gilt f-j^12)11 £ {x} l l l z . 

Weil {0J =t= f_ xiA12)11 e Sx gilt, bekommen wir auf Grund des Axioms a aus 
dem Absatz 2 die Gleichung f - ^ 1 2 ) 1 1 = {x} l lXl, d. h. f__lv4

l2) = {x}11, woraus 
Al2 = fi({x}Xl) folgt und schliesslich A = ^({x}11)12 ist. Also ist fi({x}Xl)12 

tatsächlich ein Atom in Sf2 und der Satz ist bewiesen. 
Auf Grund des oben bewiesenen Satzes erklärt man schon leicht das vor dem Satz 

5.11 angedeutete Problem. 

5.12. Satz. Es seien die Vorausetzungen des Satzes 5.11 erfüllt. Dann ist f~l 

eine ±-Abbildung. 

Beweis. Es seien x, y e Ql9 f(x) ±2f(y). Sollte x ±t y gelten, dann wäre x 4= 
=# 0X 4= y und x e {y}ll

9 also ist f(x) ^ ({y} 1 1 ) und nach Satz 5.11 gilt also f(x) £ 
#/i({y})12. Aber nach der Voraussetzung gilt f(x) ±f(y), d. h. f(x)e {f(y)}±2 = 
= fi({y})12. Durch diesen Widerspruch ist der Satz bewiesen. 

5.13. Bemerkung. Aus dem Satz 5.12 folgt, dass unter den Voraussetzungen des 
Satzes 5.11 auch die Behauptung des Satzes 5.7 über den Isomorfismus der Ver
bände Sf1 und Sf2 gilt. 
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