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Casopis pro pEstovini matematiky, ro. 105 (1960), Praha

POZNAMKA O LINEARNI MIRE VITUSKINOVYCH MNOZIN

MirosLav Dont, Praha
(Received May 23, 1977)

Bud M < <0, 1) x (0,1) = R? uzaviend mnofina takova, Ze jeji projekce (orto-
gondln{ projekce) na osy x a y jsou celé isegky <0, 1> x {0} a {0} x <0, 1). Na prvni
pohled by se zdile zFejmé, Ze potom linedrni mira této mnoZiny je rovna alespoil
délce vhlopiitky &tverce (0, 1> x <0, 1> (8. \/2), nebot by se zdlo, ¥e Ghloptitka
tohoto &tverce je “nejmensi” mnofina s tou viastnosti, Ze jeji projekce na osy x a y
jsou celé dseky <0, 1) x {0}, {0} x <0, 1. Ukd¥eme viak, ¢ tomu tak neni a ¥
mnoina s danou vlastnosti mi¥e mit line4rni miru men3f neZ /2. V této poznimce
viak nebudeme pracovat pfimo s podmnoZinami &tverce {0, 1> x {0, 1}, které maji
uvedenou vlastnost, ale z technickych divodd budeme pracovat s podmnoZinami
Stverce C = {[x, y]e R* |x — -}| + | y| < 1} takovymi, Ze jejich projekce na pfimky
y=x, y = —x jsou celé hrany tohoto &tverce (o délce ./2), tj. tiselky p; =
={[xy]leR% y=x xe{0, D}, p, = {[x y]e R} y = ~x, xe<0, P} Ukd-
Feme, ¥e v C existuje wzaviend mno?ina 5 danou vlastnosti, jejiZ linedrni mira je
men§i ne¥ 1. Nejprve viak pfipomefime definici linedrni (Hausdorffovy) miry a defi-
nici topologické limity posloupnosti mnofin, kterou budeme potfebovat. Déle
zopakujme definici mnoZin (které zde nazgvime Vituskinovymi), o kterych A. G.
VITUuSKIN v citované praci [1] dokdzal, Ze majf kladnou linedrni miru, ale nulovou
analytickou kapacitu (uvidime, ¥s préav¥ tyto mnoZiny maji — mimo vlastnost, o které
miuvi A. G. Vitudkin — na$i uvedenou vlastnost).

Nechf {4,}5.; je n&jakd posloupnost mnofin A, « R? Definujme mnoZiny
lim sup A,, lim inf 4, takto: Pro z € R? pi¥eme

zelim sub Ap
pravé kdyZ pro kaZdé oteviené okolf U bodu z plati U n A, + § pro nekonens
mnoho n; piSeme

zeliminf A,

Ao

pravé kdyZ pro ka¥dé oteviené okoli U bodu z je U n 4, = 9 pouze pre koneéné
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mnoho n. Ekvivalentn&: z € lim inf 4, pravé kdyZ existuje posloupnost {a,}, a, € 4,,
lim a, = z; zelimsup 4, pravé kdyz existuji n, < n, < ..., a,, €4, tak, Ze
lima, =z V phpadé

lim inf A, = lim sup 4,

n—*o n— o

fekneme, Ze existuje lim 4, (topologické. limita posloupnosti mnoZin 4,) a piSeme

lim A4, = lim sup A4, (— lim mfA)

Poznamenejme, Ze lim A, je vZdy uzaviend mnoZina.

Bud 4 = R% Vyrazem h(A4) budeme znalit linearni miru mnoZiny 4, tj. Haus-
dorffovu Jednodlmenzlonalm miru definovanou nésledujicim zptisobem. Pro ¢ > 0
polozlme :

h(A) = inf i diam (B,),

kde inﬁmum‘ bereme pfes viechny spoletné systémy {B,}, které pokryvaji A (tj.

]
A = | B,), takové, Ze diam (B,) < ¢ pro kaZdé n. Dale poloZime

n=1

h(A) = lim h,(A) .
e—0+

Nyni zopakujme definici Vituskinovych mnoZin z [1]. Necht {n};%, je n&jaka
posloupnost pfirozenych Cisel, ny = 1, n, > 1 pro k = 1,2, ... . Indukci definujme
mnoziny r;;, ;.kdek =1,2,...,i; =1,2,...,n;_;. PoloZime r;, = r; = {0,1) x
x {0}. Pfedpoklidejme, Ze jiz mame sestrojenou tUseku ry;, ; .. Tuto dsetku
rozd&lime na n,_, stejnych &asti (usefek) a kaZdou tuto &ist v roving R? ototime
o uhel 11T kolem jejiho stfedu. Tyto usedky pntom uvazujme uzaviené. Tak dosta-

neme n,_, UseCek, které oznacime
r;

151 iz...ik- 18k 2

Dale pro k = 2, 3, ... poloZime

ik = 1, 2, ...,vnk_l .

n n2 Br -1

Re=U U ... Uryn.is
i2=1 iz=1 =1
R; = r;. Pro pevné k tedy R, tvoti vSechny use¢ky tvaru r;;, ;. které jsou bud
vSechny rovnobéZné s osou x nebo v§echny rovnobéZné s osou y. Pocet téchto tiseCek
- jenyn, ... my_y. Zkonstrukce je dale vidét, %e délka t&chto tsetek je (nyn, ... )~
(tyto usetky vzniknou d&lenim tise¢ky o délce 1 na stejné dily). Nejprve si viimneme,
Ze posloupnost mnoZin R, mé topologickou limitu. Je jasné, Ze

lim inf R; < lim sup R, .

k= k=
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UkaZme, Ze plati i obricend inkluze. Bud z = [x,, y,] €limsup R,. Pro ¢ > 0
oznacéime

U, = {[x, vl |x - x0| + |y - y0| < 8}.

Nyni staéi dokazat, Ze pro kaZdé ¢ > 0 existuje m tak, Ze pro viechna k > m je
R, nU, + 0. Budtedy ¢ > 0. JelikoZ z € lim sup Ry, je R, n U,/ #+ 0 pro nekoneéné
mnoho k. Zvolme m tak, Z¢ R, nU,, + 0 a zarovei (nn,...n,_,)" ' <1ie
(pro k =1 je n, =2 a tedy takové m jist& existuje). Potom ale existuji indexy
iy, 09, .00 iy tak, Ze vy, 5 0 U,y + 0. JelikoZ délka této useCky je mensi neZ ie
(a jelikoZ je rovnobé&Zna bud's osou x nebo ), plati tedy jist& r; ;, ; < U,. ZtvaruU,
a z konstrukce danych tsegek je ale vidét, Ze pro tyto (pevné) indexy iy, iy, ..., iy, j€
Firigoiminsrnic © Us pro libovolné indexy ipiy, ..., 0 (k> m, 1 £i, < n,_, pro
p=m+1,..., k). Odtud R, n U, * 0 pro kaZdé k > m, tj. zeliminf R,, takZe
skute¢né
lim inf R, = lim sup R, .
k- k— o0

Daéle si viimneme, Ze (ortogonalni) projekce mnoZiny lim R, na pfimky y = x,
y = —x jsou celé tsecky p; = {[x,y]; y=x, xe<0, >}, p, ={[x,y]; y =
= —x, x €0, 1>}. Pfedeviim je zfejmé, Ze tyto projekce nemohou byt v&tsi, nebot
R, < C pro kazdé k a tedy i lim R, = C. JelikoZ pfi toCeni danych usedek tvaru
r kolem jejich stfedu o uhel 1IT se jejich projekce na pfimky y = x, y = —x
neméni, je predevs§im ziejmé, Ze projekce vSech mnoZin R, na dané pfimky jsou
celé useCky py, p,. Bud napt. z, € p,. Je-li p prinik &tverce C s pfimkou kolmou
na p, prochazejici bodem z,, pak p je kompaktni tiseCka a pro kaZdé kje p n R, * 0.
Volme z, € p N R,. Potom existuje vybrana konvergentni posloupnost {z;,}; necht
lim z,, = z. Potom jisté

i»ow

iyiz... ik

zelim sup R, = lim R,
k— o k- o
a odtud je vidét, Ze z, leZi v projekci lim R, na pfimku y = x, takZe tato projekce je
opravdu rovna p;. Podobné& pro p,.
Déle pouZijeme jesté toto oznadeni: Pro pevné indexy i, iy, ..., iy, m > k oznaéme

ni Bk +1 nm -1
m
Ry = U U - U ryieiein
ik+1=1 ik+2=1 im=1

(jsou to tedy ony usetky v R,,, které vzniknou d&lenim tse&ky r; ); dale polozme

1i2...ik

m
igize..ik

Riiy.ip = lim R

m-— oo

(Ze tato limita existuje se dokéZe uplné stejn& jako existence lim R;).
Nyni se zabyvejme pfipadem, kdy n, = 2 pro kazdé k > 1 (pfi konstrukei r;;, ;.
budeme tedy v tomto p¥ipadg vzdy ,,pfedchozi* iseCky délit na poloviny). UkaZeme,
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%e v tomto pfipad€, pokud zna&ime R, = lim R,, plati
- h(R,) < 1.

K tomu sta¥ ukazat, ¥e existuje konstanta ¢ < 1 tak, %¢ h(R,) < ¢ pro kadé
¢ > 0. K tomu opét sta¢i ukazat, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuji mnoZiny A4, tak, Ze
diam 4, < &, U4, © Ry, Y, diam 4, < c.

V naem pfipadé budeme R, pokryvat jistymi obdélniky (mohli bychom R,
pokryvat kruhy o stejném diametru jako tyto obdélniky — coZ pro Hausdorffovu
miru byvé nejéast&jsi — ale z technického hlediska bude uZiti obdélnikdi jednodusii).
Sestrojime obdélniky A7 ;, , pron=1,2,...,i; =1,i;=1,2proj = 2,3,... na-
sledujicim zpisobem. PoloZime

Al =GP x (1P

je to minimalni obdélnik takovy, ¥¢ R, < A}, Ry = A}. Z konstrukce R, je vidét,
¥e potom R, = A} pro ka¥dé k = 2. Vzhledem k tomu, Ze A} je uzavieny, je R, =
= lim R, c A}. Ptitom je

diam A} = /(F + 1) =1/(13) < 1.

Obdélniky Aj,, ;. sestrojime takto: obdélniky A} dilatujeme konstantou 2'7",
ototime o tihel (n — 1) 41T a posuneme tak, aby mél stfed ve stfedu usetky ry;, ;.
Z konstrukce tohoto obdélniku a z konstrukce usecek r;;, . ;, je vidét, Ze pro pevné
indexy iy, iy, ..., i, j&
R;,;iz...l',. < 'illiz...i,.
pro kazdé m = n + 1. JelikoZ
2 2 2
R,=U U..U R’i';iz...i,.’

i2=1i3=1 in=1

jéprokaidémgn+1

2 2 2
(1) Rm < U U e U A’:] i2.0.0n *
i2=1 i3=1 in=1
Déle plati
diam A3, ;. = 21-m 1 \/13

a pro pevné n je polet obdélniki tvaru A7 ;, ; roven 2"~ 1, Odtud

@) . : i i ‘24: diam 4}, ., = $/13.
. 2=

1i3=1 ip=1

Konstrukce uvedenych obdélnikl je ndzorné vidét z obr. 1. Na obr. 1 volime n tak,
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Ze r;i,...1, j€ Tovnob&Zna s osou x. Jak je vidét z obrazku, hrany obdélnika A7 .
jsou

2eeedn
ll =diamri 1=2_",

12 = diam Figij...int + diam Fiiyoinll = 3. 2_"_1 ’

1i2..0n

Figly-intt r~17 - ~"%-~~77 ==

r’Lil"";' 21

N iyiy -~ in

L — = — = =

Obr. 1.

takZe
diam 43, ;. = \/(lf + l§) =21~ %\/13 .

Vzhledem k tomu, Ze uvedené obdélniky jsou uzaviené, dostavame podle (1)

2 2 2
(3) ’ Ro = lim Rm c U U eee U IA,;l {3.0.in *
=

m= o i2=1 i3=1 n

Bud ¢ > 0. Potom existuje n tak, Ze 2!~ } \/13 < ¢, takZe podle (2) a (3) dostdvame
h(Ro) < } /13
h(R,) = +./(13) < 1.

Dostavame tedy pfiklad mnoZiny s vlastnostmi, o kterych jsme mluvili v uvodu.
Poznamenejme, Ze v kazdém pfipadg plati h(R,) = % /2, nebot z toho, Ze napf. na
pfimku y = x m4 mnoZina R, projekci rovnou tisece o délce 4 /2, plyne, Ze kaZdé
spodetné pokryti R, ma soudet diametrd >4 /2, a tedy dokonce h,(R,) = % /2 pro
kaZdé ¢ > 0. Pro nasi uvedenou mnoZinu tedy dostdvime odhad

32 < h(Ry) £ 313

Autoru neni znamo, jakou ma mnoZina R, skute¥n& linedrni miru (zfejmé vsak je,
Ze horni odhad by bylo moZné zlepsit).

Nakonec budeme jest& uvaZovat ptipad, kdy poloZime n, = 2kprok = 1(n, = 1).
MnoZinu R, budeme v tomto, podobné jako v pfedchozim p¥ipadg, pokryvat jistymi
obdélniky. Pro k pfirozené zkonstruujeme obdélniky Af,, ., kde iy =1, i, =

a tedy také
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=1,2,..,n,_, =2(p —1),j = 1,2, ..., k nasledujicim zpisobem. Bud A4, uzavfe-
ny obdélnik o hranéch ‘

-

o= (%71, 1y = (217! <1 + _1—>

2k + 1))’

pfiemZ hrana o délce I, je kolmé na r;;, ; (druhd hrana je s r; ;, ; rovnob&zna).
Usetky Fity.. ivics, VZDiknou rozdglenim useCky r; ;, ; na 2k stejnych dili (a otode-
nim t&chto dild o 1I7). Pro pevné indexy iy, iy, ..., ix je tedy t&hto sedek 2k. Téchto
2k tselek sestavime do k dvojic ,,sousednich* uselek a tyto dvojice pokryjeme
obdélniky 4}, ., (j = 1,2, ..., k), které dostaneme tak, Ze obdélnik 4, posuneme,

k k
Al iy Aiy.ii2

Tt T T Piyiy iy
|
: 1 . N/ L oe-
0 T
Fiolyeded Flyiylic b Pijlyoin 5

Obr. 2.

aby jeho stfed leZel na usece ry,;, ; uprostied pfislusné dvojice ,,sousednich‘
usedek tvaru r;;, ;.41 — Viz obr. 2. Na obr. 2 volime k tak, Ze r; ;, ; je rovno-
b&Zna s osou x. Pfitom je videt, Ze obdélniky A its A iicas - musi mit hrany
o délce

ll = dlam ril,'z__'ikl = (nlnz vee nk)—l = (2kk!)—l ’

12 = diam r,-liz.”,-kl + dlam rili'z._,,-ku = (Zkk!)_l + (2k+1(k + 1)!)——1 =

= (2k1)~! (1 + 2(k—1+1—)) .
Odtud .

2
4 diam 4}, ., = 1 1+(1+ _1
2k 2k + 1)

S Sy PSR S " —
ML k+ 1 4k + 1)

ol

Daéle je snadno vidét, Ze prom = k + 1 je

ipia...ikj 2

k
k
R’i’:lz...lk < U A
Jj=1
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t.

2 4 2(k—-1) k
k
Rm < U U A U U Ailiz...ikj
i2=1i3=1 k=1 j=1

(m = k + 1) a tedy také

4 2(k—-1) k

(5) - Ro=elU U.. U UA‘zfliz...ikj'

i2=1 i3=1 ir=1 j=1
Podet obdélnikd A} ;, . ; (pro pevné k) je
kn1n2 cee nk__l = k . 2k—l(k - 1)! = 2k—1k! .

Podle (4) tedy mame

2 2(k—1) k . . 1 1 1
©) .Y Y diam AL, . 5JP+- + ].

=1 k=1 j=1 k+1 4k + 1)

Je-li ¢ > 0, pak jist& existuje k, tak, ze diam A%
(5) a (6) nyni mame

< ¢ pro kazdé k > k,. Podle

182..0ikj

m@0§%JP+kil+4kiUJ

pro kazdé k > kg, tj.

JelikoZ ale nutng h(R,) = % /2, je h(R,) = 1 /2 (pro kazdé ¢ > 0) a tedy
h(Ro) =13 \/ 2.
Podivame-li se na uvod této poznamky, dostivame:
Tvrzeni. Existuje takovd uzaviend mnoZina M < {0, 1) x (0, 1), Ze projekce M
naosyxay jsou celé usecky <0, 1) x {0}, {0} x €0, 1> a pritom h(M) = 1.
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Summary

A NOTE ON LINEAR MEASURE OF VITUSHKIN’S SETS

MirosLAv DonT, Praha

It is shown that there is a compact set M < <0, 1) x <0, 1> = R? with linear
Hausdorff measure 1 but such that its ortogonal projections on the coordinate axes
are the whole segments <0, 1) x {0}, {0} x <0, 1). The construction of that set is
the same as the Vitushkin’s construction of the set with positive linear measure but
with zero analytic capacity.
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