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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 106 (1981), Praha

LOKALNI VLASTNOSTI GRAFU

Jikf SEDLACEK, Praha
(Doslo dne 6. dubna 1979)

Grafem G = [U, H] zde rozumime neorientovany graf bez smy&ek a ndsobnych
hran. Pfitom U je uzlovd mnoZina a H hranovd mnoZina grafu G. Smluvime si stru¢né
oznaleni

U, = {uy, us, sz, ..., u,} .

Uplny graf na p uzlech oznadujeme K »» Zatimco K, ; znali Uplny sudy graf, jenz md a
uzld prvni tiidy a b uzld t¥idy druhé. (Kone&ny) had délky d (tj. had s d hranami)
se pro stru¢nost nazyvd d-had. Graf komplementdrni ke grafu G oznatime G, stupefi
uzlu x v grafu G zapisujeme st (x, G) nebo krdtce st x. Grafem G — h rozumime graf
G zbaveny hrany h. Pojmy, jeZ zde nejsou definovdny, se najdou napt. v kniZce [5].

Existuje uz nékolik praci, jeZ se zabyvaji lokdlnimi vlastnostmi grafi. DuleZitym
pojmem v nich je okoli uzlu resp. hrany. Pojem okoli uzlu zavedl A. A. Zykov [7]
pti formulaci jednoho problému (spoluautor B. A. Tracht&nbrot) a také v knize [12].
Necht G je graf a u jeho uzel spliiujici st u = 1. Okolim N,(u) uzlu u rozumime pod-
graf grafu G indukovany na mnoZin& viech uzld sousednich s u. Nékdy misto N{u)
piSeme podrobngji N,(u, G). Je-li stu =0, pak za N,(u, G) pokldddme prdzdny
graf. Zykoviv problém, ktery V. G. Vizing rovnéZz zafadil do svého seznamu dileZi-
tych otdzek [11], zni: Pro ktery graf G, existuje graf G, v n¥mZ viechna N,(u) jsou
izomorfni s G,?

Podle L. S. Mélnikova neexistuje graf G, jestlize G, je 2-had nebo md-li G, jesté
obecnéji tvar (viz [12], str. 61). S. Ja. Agakisijeva [8], [9] zkoumala existenci pro
dal3i specidlni typy okoli N,(u) a V. K. Bulitko [10] ukdzal, Ze neni moZny algorit-
mus, ktery by o libovolném koneéném grafu G, rozhodl, zda existuje n&jaky graf G.
Dopliime tyto prdce prikladem, kde jde o graf nekone¢ny.

Pfiklad 1. Existuje souvisly nekonetny graf G, = [U_, H,], v némZ kazdé
N,(u) je izomorfni s oboustrann& nekonetnym hadem.
Abychom G, sestrojili, poloZme

A—l = {Oa %a %}

a pro kazdé celé nezdporné Cislo r definujme
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Nyni necht

kde
B, = {e“’"lxeA,.}, rz —1.

Hrany grafu G, zavedme takto: Jsou-li u, v dva uzly, spojme je hranou prdvé
tehdy, kdyz bud
ueB_;, veB_,
nebo
ueB,, veB;,, —1=<r<s,

pfiCemZ plati: aspoii jeden z obloukil, na néZ déli jednotkovou kruZnici obrazy
uzll u, v, neobsahuje uvnitf Zddny prvek ze sjednoceni

s—1
U Bx.
k=-1
Je vidét, Ze G, md poZadovanou vlastnost a pfiklad tim konéi.
Tolik ke grafiim, jejichZ vSechny uzly maji izomorfni okoli. MiZeme se vSak ptdt
i na druhou krajnost. Nemaji-li Zddné dva uzly u, v souvislého grafu G (s aspoil
dvéma uzly) izomorfni okoli N,(u), N,(v), fekneme strucng, ze G patfi do tfidy €,.
Obr. 1 ukazuje jeden graf patiici do €, (je to pfiklad s nejmen$im moZnym poctem

Obr. 1.

uzlt). Nekoneény graf patiici do €, sestrojime téZ snadno (napf. nekoneény strom,
jehoZ z4dné dva uzly nemaji stejny stupefi). VSimn&me si, Ze graf z obr. 1 je jednoznad-
ng urden, jsou-li zndma N,(u) pro viechna u z G, kdeZto zmin&ny nekoneny strom
jednozna¢né uren neni.

Véta 1. Ke kazdému prirozenému Cislu n = 6 existuje graf G na n uzlech patFici
do @,.
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Dikaz. Pro n = 6 tvrzeni plyne z obr. 1. Graf z obr. 1 oznaéme G, a sestrojme
posloupnost grafti
- Gy, G,, G,, ...
tak, aby pro i = 2 platilo:
I. graf G; je na i + 5 uzlech,;
II. posloupnost uzlovych stupiii grafu G; (pti vhodném ocislovdni uzli) je

(557, 58,59, ..., s825)

je<1,%+l>:s§i’=j,

je<§+2,i+2>=>s§."’=j—1,

pfiCemZ pro sudé i plati

jedi+3,i+5 =P =j-2

je<1,l;1>=>s§i)=j+1,
je<l;3, i+1>=>s§.“=j,

Jjei+ 2, i+5=s=j-1;

III. graf G; patii do €,.

Graf G, sestrojime z G, tim, Ze ke G, pfiddme jesté jeden uzel a hranou jej spojime
s jednim ze dvou uzli 4. stupné v grafu G,. Pfedpoklddejme, Ze jsme uZ sestrojili
graf G; (i 2 2) s vlastnostmi I, IL, III. a konstrukci grafu G, zafidime takto:

a) Je-li i sudé, pak ke grafu G, ptiddme novy uzel u a spojime jej hranou se viemi

a pro liché i

Obr. 2.
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uzly grafu G;. Uzly v G, ofislujeme tak, Ze staré uzly si ponechaji svd &isla a uzel u
dostane &islo i + 6.

b) Je-li i liché, pak ke G, pfipojime novy uzel x a spojime jej hranou s uzlem y
stupné i + 1 v grafu G, MuZeme pfedpoklddat, Ze N(y, G;,) neni izomorfni
s Ny(z, G;), kde st (z, G;) = i + 2. V opatném p¥ipadé bychom misto y zvolili druhy
zuzld, jehoZ stupeft je i + 1 (uzel y’). Uzly grafu G, , pfeislujeme tak, Ze x md €islo 1
a ostatni dostanou &islo o jednitku v&tsi, neZ mély v G; (s eventudlni zim&nou y, y’).

Snadno se pfesvéd¢ime, Ze G;,, md téZ vlastnosti 1., II. a III., v nichZ klademe
i + 1 misto i.

Ve vét& 1 jsme sestrojili graf tfidy €,, ktery md jediny blok (pfi sudém po&tu uzld)
nebo pravé dva bloky (pti lichém poctu uzld). V €, oviem existuji i grafy sloZit&jsi,
jak ukazuje obr. 2 (graf se tfemi bloky).

Jednoduchou strukturu maji okoli Ny(u), je-li graf kubicky (tj. pravidelny 3. stup-
ng). Ddme-li stranou graf K,, pak N,(u) v kaZdém souvislém kubickém grafu jsou
trojiho typu: N,(u) je bud izomorfni s K, , nebo s K, , nebo s K;. Kazdému souvislé-
mu kubickému grafu s aspoii Sesti uzly lze tedy ptifadit trojici (x, y, z) celych nezi-
pornych &isel, pfiemZ x, y, z znaéi po fadé podet uzli typu prvniho, druhého
a tfetiho. Jak zndmo, existuji dva souvislé kubické grafy na Sesti uzlech, jednomu
z nich je pfifazena trojice (0, 6, 0) a druhému (0, 0, 6). Na osmi uzlech se d4 sestrojit
pét souvislych kubickych grafii, z nichZ prvnimu, druhému a tfetimu jsou pfifazeny
trojice po fad€ (4,4,0), (0,6,2) a (0,3,5), kdeZto &tvrtému a pdtému spoletnd
(0, 0, 8) (o&islovani grafii jako v prdci [2], str. 55). Ptipadu s vé&t$im po&tem uzld si
hned viSimneme.

Véta 2. Necht n je sudé pfirozené Cislo, n 2 10. Necht (x, y, z) je trojice celych
nezdpornych cisel. Potom existuje souvisly kubicky graf G na n uzlech, ktery md
x uzli typu K, ,, y uzlii typu K, , a z uzli typu K, pravé tehdy, existuji-li celd
nezdpornd Cisla r, s tak, Ze

x=2r,y=2r+ 3s,z=n — 4r — 3s.

Diikaz. Necht G existuje. Uzly typu K, , existuji prdvé tehdy, lze-li najit &ty¥i
uzly, na nichZ G indukuje graf izomorfni s K, — h. Uzld tohoto typu je tedy sudy
pocet 2r. Zdroveii na zmin&nych podgrafech nachdzime 2r uzld typu K, ,. Ty lze
viak pfipadné najit i mezi Sesti uzly u; (i = 1, 2, ..., 6), na nichZ G indukuje podgraf
izomorfni s [Ug, He], kde

Hg¢ = {uluz, Uslly, Uslg, Uplly, Ugle, u6u2} .
Tim pfistupuje dalsich 3s uzli. Konedn& uzly typu K, tvofi zbytek, tedy
z=n—4r — 3s.

Necht obrdcené jsou ddna Cisla x, y, z splilujici vypsané podminky. Existenci
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grafu G dokdZeme matematickou indukci podle n. Pro n = 10 pfichdzeji v uvahu
trojice :
(0,0, 10),7(0, 3, 7), (0, 6, 4), (0,9, 1), (2, 2, 6), (2, 5, 3), (2, 8,0), (4,4,2)

a pro n = 12 trojice
(0,0, 12), (0, 3,9), (0, 6, 6), (0,9, 3), (0, 12, 0), (2,2,8),(2,5,9),
(2,8,2),(4,4,4),(4,7,1), (6,6,0) .

Pohlédneme-li do tabulky v prdci [2], vidime, Ze kazdd z nich se d4 realizovat
aspoii jednim G na 10 resp. 12 uzlech. Necht n je sudé €islo, n = 10, a necht se kazdd
pripustnd trojice (x, y, z) se soudtem n & n + 2 dé realizovat. Necht (xq, yo, Zo)
je pfipustnd trojice se soutem n + 4.

Je-li zo 2 2, pak (xo, Yo, Zo — 2) je zfejm& piipustnd trojice pro soulet n + 2
a d4 se tedy realizovat souvislym kubickym grafem G, V grafu G lze zfejmé
najit dvé nesousedni hrany hy, h,, z nichZ Zddnd neleZi v trojihelniku. Rozpilime-li
kazdou z nich a sttedy spojime dali hranou, vznikne z G novy graf typu (xo, yo, Zo)-

Je-li z; = 1, je y, liché a pfitom y, = 3. Trojice (xo, y, — 3, 0) je zfejmé ptipustnd
pro soudet n a realizujme ji tedy grafem G‘®. I v ném lze najit hrany hy, h, vyse
popsané. Spojime-li sttedy wy, w, hran hy, h, novou hranou a pak je§t€ stfed w,
(ndzorn¥ fe¢eno) nahradime trojihelnikem, dostaneme z G* novy graf, jenZ je typu
(xo, Yos ZO)'

Kone¢ng je-li zo = 0, pak postupujeme takto: P¥i x, > 0 trojici (xo — 2, yo — 2, 0)
realizujeme grafem G a v ném libovolnou hranu u,u¢ neleZici v trojuhelniku zrusi-
me a ke grafu G® — y,u¢ pfiddme jedtd uzly u,, us, u,, us a hrany

Uyly, Usllz, Uplly, Usly, Usls, Usls, UsUs -

Tim z G® vznikne graf typu (Xo, Yo, o). PH xo = 0 trojici (0, yo — 3, 1) realizujeme
grafem G™, jehoZ uzel typu K ,,roziifime* na trojuhelnik. Dikaz kon&i.

Je-li G dany graf a je-li N(u) souvislé pro kazdy uzel u, pak G se nazyvd lokdIné
souvisly, Mluvime téZ o N,-souvislosti. Jedna postadujici podminka, aby G byl
lokdln& souvisly, se najde v prdci [3], zlepsend v [6]. UZ ve [3] je zminka, Ze nej-
jednodus§im okolim v lokdIn€ souvislém grafu mlZe byt strom. Zdédlo by se, Ze struk-
tura grafu, v némZ kazdé N,(u) je strom, musi byt jednoduchd. P¥iklad ndm ukdZe,
Ze takové grafy mohou byt i nerovinné.

Ptiklad 2. Ke kaZzdému lichému pfirozenému ¢&islu n = 7 existuje nerovinny graf
na n uzlech, v némZ kazdé N, (u) je 3-had. Staci zvolit kruZnici délky n a spojit kazdy
jeji uzel se dvéma jejimi ,,nejvzddlendj§imi‘ uzly.

Okoli uzlu se d4 oviem zavést i jinym zptsobem a proto N,(u) nazvéme podrobnéji
uzlovym okolim 1. druhu. Necht G = [U, H] je dany graf a nechf pro u € U existuje
xy € H tak, Ze (pti obvyklé grafové metrice g) plati

min ((x, u), ¢(y,u)) = 1.
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MnozZinu takovych xy oznaéme M a mnoZinu vSech koncovych uzll téchto hran U*.
Pak graf [U*, M| nazvéme uzlovym okolim 2. druhu a oznatme N ,(u) nebo podrob-
n&ji N,(u, G). Neexistuje-li k u Z4dnd hrana xy, definujme N,(u) jako prdzdny graf.
Je vidét, Ze hranovd mnoZina okoli N,(u) je vZdy &dsti hranové mnoZiny okoli N,(u).
Jestg jinak se zavddi uzlové okoli v [1], str. 238, ale to zde nebudeme sledovat.

Okoli hrany se dd pfirozené zavést dvéma zpisoby. Necht uv je hrana grafu G
a necht neplati

(1) stu=stv=1.

Prvni moznd definice hranového okoli N'(uv) je tato: Sestrojme nejprve mnozinu N
viech uzld x grafu G, jeZ sousedi bud' s u nebo s v a je u + x + v. Pak N'(uv) je
podgraf grafu G indukovany na N. Rekneme, Ze N*(uv) je hranové okoli 1. druhu.
Plati-li (1), pak necht N*(uv) je prdzdny graf. (Tuto definici poddvd [4].)

Obr. 3. Obr. 4.

Obr. 5.

Druhy zpisob zavedeni je tento: Necht uv je libovolnd hrana grafu G = [U, H]
a necht existuje xy € H tak, Ze min (o(x, u), o(y, u), e(x, v), o(y, v)) = 1 pfi obvyklé
grafové metrice 9. MnoZinu viech takovych hran xy oznaime P a mnoZinu viech
koncovych uzl téchto hran U**. Graf [U**, P] nazveme hranovym okolim 2. druhu
a znaGime jej N*(uv). Neexistuje-li hrana xy, zase necht N*(uv) je prdzdné. Je opét
vid&t, Ze hranovd mnoZina okoli N'(uv) je vidy &dsti hranové mnoZiny okoli N*(uv).
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MuZeme si kldst obdobné otdzky, jakymi jsme se zabyvali pfi N,(u). Tak napt. Ize
definovat tfidy €,, €1 3 €@ tak, Ze v definici tfidy €, nahradime N,(u) postupn¥
okolimi Ny(u), N'(uv) a N*(uv). Obr. 3, 4 a 5 po fadé ukazuji, Ze €,, €V a €@
nejsou prdzdné.

D4 se téZ definovat lok4Ing souvisly graf ve smyslu N,(u), resp. N'(uv) (provedeno
ve [4]), resp. N*(uv) a hovofime pak struin& o N-souvislosti, o N'-souvislosti
a 0 N2-souvislosti. Je ziejmé, Ze N,-souvislost md za nédsledek N,-souvislost a podob-
n& N'-souvislost implikuje N?-souvislost. Graf K, , (pro n = 1, 2, 3, ...) nevykazuje
Nj-souvislost, ale md proti tomu viechny tfi zbyvajici typy souvislosti. Graf G
popsany v prikladé 1 je, jak uZ vime, N,-souvisly a tedy téZ N,-souvisly, ale nemd
ani N'-souvislost ani N2-souvislost.

Vratme se jeSté k pozndmce spojené se jménem L. S. Mélnikova a k pracim [8]
a [9] Ptejme se, zda pti daném pfirozeném &isle d existuje graf, v némZ kaZdé okoli
N,(u) je izomorfni s d-hadem. Trojihelnik a &tyfuhelnik ukazuji, Ze odpovid je
kladnd pro d = 1 a d = 2, pétithelnik s jednou twhlopfic¢kou fesi pfipad d = 3
a graf r-bokého hranolu (r = 5) kladn& zodpovidd d = 6.

Véta 3. Necht' d je pFirozené islo takové, e 6 = d = 4. Potom neexistuje graf G,
jeho# kazdé N,(u) je izomorfni s d-hadem.

Dukaz. Existuje-li G, pak kazdy jeho uzel je stupné 2 nebo 3. Zvolme uzel v,
a nechf N,(vo) mé uzly

Uy, U2, U3y .05 Ugyg

a hrany vv;,, (proi=1,2,...,d).

a) Pfipad d = 4. Je-li st v, = 2, pak v G zfejm€ existuji hrany vov,, vov,. Kdyby
bylo st v; = 2, pak jednou komponentou okoli N,(v,) by byl 2-had (spor). Necht
tedy st v; = 3. Kdyby tu byla hrana v,v; (nebo podobng vsvs), pak by stv, = 2,
aby N,(v;) m&lo poZadovany tvar. Pak ale N,(v;) je 3-had. Tedy necht je tu hrana
v3ve (vy # v =+ vs). Pak vzhledem k N,(v;) tu musi byt hrana v,v5 a vzhledem
k N,(vs) téZ hrana vsve. Pak viak N,(v;) obsahuje Sestitihlenik (spor).

Necht st v, = 3. Kdyby pro n&které ie {1, 2,3} graf G mé&l hrany vov;, voVi+1
UoV;i+2, Pak N,(v;) by obsahovalo trojihelnik. Pro indexy «, f, y hran vgv,, vvg, vov,
prichdzeji tedy v uvahu jen moZnosti (1, 2,4), (1,2,5), (1,3,4), (1, 3,5), (1, 4, 5),
(2,3,5), (2,4,5), ptiemz posledni tfi lze inverznim o&islovdnim uzlii na N,(vo)
vZdy ptevést na n&ktery z prvnich &ty piipadd. V t&h vzhledem k N,(v,) musi byt
st vy = 2. V ptipadech (1,2, 4) a (1,2, 5) se pak N,(v;) utvéfi jako 3-had (spor).

pfipadech (1, 3,4) a (1, 3, 5) musi byt stv, = 2, aby N,(v;) bylo 4-had. Pak
vsak N,(v,) je 3-had (spor). '

b) P¥ipad d = 5. Musi byt stv, = 3 a pro indexy «, B,y hran vov,, vovp, Vo?y
nachdzime nejprve pfipustné moznosti (1, 3, 5), (2, 3, 5), (2, 4, 5) a (2, 4, 6). Inverznim
olislovanim uzldi na N,(vo) lze viak (2, 4, 6) pfevést na (L, 3, 5), kdeZto (2, 4, 5) na
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(2,3,5). V ptipadé (1, 3, 5) je st v; = 2 a s ohledem na N,(v;) také st v, = 2. Pak ale
N,(v,) je 3-had (spor). V piipadg (2, 3, 5) obsahuje N,(v,) hrany vsvg, vovs, V304
a jest& jednu hranu incidentni s v,. Je to tedy hrana v,v,. Pak viak N,(v;) je pé&ti-
Ghelnik (spor).

c) Pfipad d = 7 nelze realizovat, nebof na N 2(00) nemiiZeme zvolit tfi uzly tak,
aby kaZdd hrana z N,(v,) incidovala aspoii s jednim z nich. Tim dikaz kon&i.
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Summary

LOCAL PROPERTIES OF GRAPHS
Jikf SEDLACEK, Praha
Let G be an undirected graph without loops and without multiple edges. Let u
be a vertex of G with deg u = 1. The neighborhood N(u, G) of the vertex u is the

subgraph induced by all vertices v which are adjacent to u. In Example 1 an infinite
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connected graph G, is constructed in which every N,(u, G,) is isomorphic to the
two-way infinite arc.

Let €, be the.class of all connected graphs G possessing at least two vertices each
and having the following property: If u, v are two vertices of G then N,(u, G) and
N(v, G) are not isomorphic. A finite graph G belonging to €, and having the minimal
number of vertices is shown in Fig. 1.

Theorem 1. For every positive integer n, n = 6, there exists a graph G on n vertices
belonging to ;.

If G is a connected cubic graph on more than four vertices then N,(u, G) is iso-
morphic either to K, , or to K, , or to K;. Construct the triple (x, y, z), where x, y
and z are the numbers of vertices of the first type, of the second type, and of the third
type, respectively. For six vertices the obtained triples are (0, 6, 0) and (0, 0, 6),
for eight vertices we get (4, 4, 0), (0, 6, 2), (0, 3, 5) and (0, 0, 8) (the last one oc-
curring twice).

Theorem 2. Let n be an even integer, n 2 10. Let (x, y, z) be a triple of non-
negative integers. Then there exists a connected cubic graph G on n vertices having x
vertices of type K ,, y vertices of type K, , and z vertices of type K5 if and only if
there exist nonnegative integers r, s with

x=2r, y=2r+3s, z=n—4r — 3s.

To modify the vertex neighborhood slightly, let us define N,(u, G) as follows:
Let M be the set of all edges xy with

min (g(x, u), ¢(y, u)) = 1,

where g is the usual graph metric. Let M = 0. Then N,(u, G) is the edge-induced
subgraph (M.

A d-arc is a tree having just two monovalent vertices and consisting of d edges.
It can be shown that for d = 1, 2, 3 and 6 there exists a graph G in which every
N,(u, G) is isomorphic to the d-arc.

Theorem 3. Let d be a positive integer with 6 &= d = 4. Then there exists no graph
G in which every N,(u, G) is isomorphic to the d-arc.
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