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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky tstav CSAV, Praha
SVAZEK 107 % PRAHA 9. 12. 1982 * &ISLO 4

SUR LES FONCTIONS VECTORIELLES
APPROXIMATIVEMENT CONTINUES

ZBIGNIEW GRANDE et MARIA TOPOLEWSKA, Bydgoszcz

(Regu le 5. mai 1980)

Dans cet article nous démontrons quelques théoremes concernant les fonctions
approximativement continues dont les valeurs appartiennent & un espace normé
séparable. Ces théorémes sont certaines généralisations des théorémes déja connus
dans le cas des fonctions réelles.

1. Soient (X, ¢) un espace métrique avec la distance g et M la g-algébre d’ensembles
de 'espace X contenant tous les ensembles boréliens de I'espace X. Supposons que u
soit une mesure définie sur M qui soit G5-réguliére, finie et telle que la borne inférieure
de mesures des sphéres de rayon r > 0 soit positive. On appelle base de différentiation
dans Iespace (X, M, p) tout couple (&, =), ol F est une famille préordonnée
d’ensembles de mesure y positive finie et = désigne une relation de convergence des
suites d’ensembles de la famille § vers les points x € X définie de la maniére suivante:

Fn=>xlorsque £,e§n=1,2,...etxe #,etlim d(#,) = 0, ou d(#,) désigne,

n—wo

comme d’habitude, le diamétre de I’ensemble #,; telle qu’ il existe pour tout point
x € X une suite d’ensembles £, € § convergente au sens de = vers le point x.

Supposons encore dans cette partie que la base de différentiation (&, =) satisfasse
aux conditions suivantes:

(A) 1l existe pour tout nombre ¢ > 0 et pour tout x € X un ensemble # € § tel que
xe g et d( ) <e;
(B) En désignant par #’' lensemble {xeX :d(x, #) £ 2d(#)} ou d(x, #) =

= inf o(x, ), il existe une constante A > 0 telle que p(#') < 4 u(#) pour tout
yeJ

Fes;
(C) Etant donné un ensemble A€ M, u({x € 4 : x n’est aucun point de densité de
Pensemble A relativement  la base de différentiation (§, =)}) = 0,

ou x est dit point de densité de I’ensemble A relativement a la base de différentiation
(&, =), lorsqu’ on a I'égalité
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B-*o0 #(f n)
pour toute suite d’ensembles £, € § convergente au sens de = vers le point x.
Soit Y un espace normé séparable avec la norme || |.

Définition 1. Une fonction p-mesurable f:X — Y est dite approximatibement
continue au point x relativement a la base de différentiation (&, =) lorsque, quel
que soit I'ensemble ouvert ¥ < Y contenant f(x), x est un point de densité de I'en-
semble f ~*(V) par rapport 2 la base de différentiation (&, =).

Théoréme 1. Toute fonction f : X — Y de deuxiéme classe de Baire est la limite
d’une suite de fonctions approximativement continues relativement d la base de
différentiation (&, =).

Dans la démonstration de ce théoréme nous appliquerons le lemme suivant:

Lemme 1. Soient A = X un ensemble a la fois du type F, et Gs, H > {xe A : x
n'est aucun point de densité de Pensemble A relativement a la base (§, =)} v
U {xeX — A :xn’estaucun point de densité de 'ensemble X — Arelativement dla
base (§, =)} un ensemble du type G, de mesure zéro et G > H un ensemble ouvert.
Le point y € Y étant fixé, désignons par c, la fonction

_Jy lorsque xeA
ealx) = {0 lorsque xeX — A

Dans ces hypotheéses, il existe une fonction ¢ : X — Y approximativement continue
relativement a la base de différentiation (&, =) et telle que

{xeX:p(x) +cyx)} =G—-H.

Démonstration. Il existe, d’aprés le théoréme 2 de [2], une fonction réelle
¢, : X - R approximativement continue par rapport a la base (3, =) et telle que
{xeX : ¢4(x) + x4(x)} = G — H, ol x, désigne, comme d’habitude, la fonction ca-
ractéristique de I'ensemble A. Posons donc ¢(x) = ¢,(x). y et remarquons que la
fonction ¢ satisfait aux conditions exigées.

Démonstration du théoréme 1. Il existe pour la fonction f une suite de fonctions
fa:X > Y de premiére classe de Baire et telles que tous les ensembles f,(X) sont
finis ((5), p. 294—295 et 297). On a donc

fulx) = éﬁ; By (%)

ou les fonctions h, , admettent les valeurs y, , sur les ensembles 4, , a la fois du type
F, et G, et O sur les ensembles X — 4, , étant également ambigus de classe 1. Dé-
signons par B,, (k=1,2,...,m, et n =1,2,...) lensemble {x € A4,,; x nest
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aucun point de densité de 'ensemble A, , relativement 2 la base (g, =)} u {xe X —

— A, 1% n'est aucun point de densité de I’ensemble X — A, , relativement 3 la

base (&, =)} et par B l'union (J U" By . Il résulte de la condition (C) que u(B) = 0.
n=1k=1

11 existe donc un ensemble H > B du type G; et tel que u(H) = P et, par conséquent,

une suite {G,} d’ensembles ouverts telle que G, > G,y pour k =1,2,... et H =
0

= () G,. Selon le lemme 1, il existe pour toutn = 1,2, ... et pourtoutk = 1, ..., m,

n=1
une fonction ¢, , : X — Y approximativement continue par rapport a la base (&, =)
et telle que
{xeX:0u(x) + l(x)} =G, — H.

Posons, pour n = 1,2, ... et pour x e X,

0. = 3 00als).

On vérifie facilement que toutes les fonctions g, sont approximativement continues
par rapport a la base (&, =) et que lim g,(x) = f(x) pour tout x € X.
n— o

Remarque 1. Dans le cas particulier o Y = R, le théoréme 1 a été déja dé-
montré dans [2] ol I'auteur a généralisé le méme théoréme de Preiss de [7] con-
cernant les fonctions réelles d’une variable réelle.

Remarque 2. Supposons que X soit ’espace euclidien de n dimensions, L soit la
mesure de Lebesgue dans cet espace et § soit la famille de tous les intervalles (ou de
tous les cubes). Dans ces hypothéses, la fonction f: X — Y est de deuxiéme classe
de Baire si et seulement s’ il existe une suite de fonctions f, : X — Y approximative-
ment continues par rapport a la base (g, =>) convergente en tout point x € X vers f (x)

La démonstration de cette remarque résulte tout de suite du théoréme 3 et du
fait que toute fonction approximativement continue relativement a la base (&, =)
(dans les hypothéses de notre remarque sur &) est de premiére classe de Baire.

Théoréme 2. Conservons les hypothéses générales supposées dans la partie 1 et
admettons, en outre, que la mesure u soit sans-atomique. Il existe pour toute fonction
f:X — Y de premiére classe de Baire une fonction g : X — Y approximativement
continue relativement @ la base de différentiation (§, =) et telle que {x € X : f(x) =
= g(x)} > A si et seulement si ensemble A est de mesure p zéro.

Dans la démonstration de ce théoréme nous appliquerons le lemme suivant:

Lemme 2. Soit h : X — Yune fonction de premiére classe de Baire dont ’ensemble
des valeurs soit isolé. Dans les hypothéses du théoréme 2 sur Pespace X, la mesure p
et la base de différentiation (g, =>), si A © X est un ensemble de mesure I zéro, il
existe une fonction hy : X — Y approximativement continue relativement & la base
de différentiation (&, =) et telle que {x € X : h(x) = hy(x)} o A.
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Démonstration. Soit a,, a,, ... la suite de toutes les valuers de la fonction h telle
que a; #+ a;lorsque i +jeti,j=1,2,....
Soit h, : R = Yla fonction continue défine comme suit:

-

N a, lorsque t=n((n=12..),
hy(1) =40 lorsque t =<0,
linéaire dans tout intervalle [n — 1, n].

Posons hs(x) = n, lorsuge x € h™'(a,).

Comme (h3') (n) = h™*(a,) et le dernier ensemble est a la fois du type F, et G,,
la fonction hj est donc de premiére classe de Baire. Il résulte du théoréme 1 de
I’article [3] qu’ il existe une fonction h, : X — R approximativement continue rela-
tivement 2 la base (§, =) et telle que

{xeX :hy(x) = hy(x)} > 4.

Posons hy(x) = h,(h4(x)). Comme la fonction h, est continue, la fonction h, est
approximativement continue par rapport a (§, =). Si x € 4, il existe un indice n,
tel que xe h™!(a,,), et par conséquent hi(x) = ny = hy(x). 11 en résulte, que
hy(x) = ha(ha(x)) = ha(no) = an, = h(x).

Ainsi {x € X : h(x) = hy(x)} = 4 et la démonstration est achevée.

Démonstration du théoréme 2. La condition est suffisante. En effet, il existe
une suite de fonctions f, : X — Y de premiere classe de Baire, uniformément conver-
gente vers la fonction f et telle que les ensembles des valeurs des fonctions f, (n =
= 1,2,...) sont dénombrables et isolés ([S] p. 294—295). D’aprés le lemme 2 il
existe pour toute fonction f, (n = 1, 2, ) une fonction g, -X — Y approximative-
ment continue par rapport a la base (g, =) et telle que {x € X : g,(x) = f,(x)} > 4.
Soit {f,, } une sous-suite de la suite {f,} telle que

1
[ s (%) = fue®)] < i pour tout xeX.

Posons, pour k=1,2,...

1
2k+1

Inic+ 1(x) - g'ik(x) lorsque "g"k+l(x) - g"k(x)“ =

Prie + 1(x) = 1

2k+1

1 gy (%) = gu(*)
2 gne (%) = gul)]

lorsque "gnk-n(x) - g"k(x)" >

et

¥i(x) = g,,(x) pourtout xeX
et

Vie1(%) = ¥u(x) + @p,,,(x) pourtout xeX.
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Remarquons que toutes les fonctions ¥, sont approximativement continues relative-
ment & la base (&, =) et que {xeX :yy(x) =/, (x)} > 4 pour k=1,2,.
Comme la suite ¥, est uniformément convergente, la fonction g(x) = lim wk(x) est
approximativement continue par rapport a (§, =), et k=

{xeX:f(x)=g(x)} > 4.

La condition est nécessaire. En effet, si A = X est de mesure u* positive (u* est la
mesure extérieure générée par la mesure p), il existe un ensemble B > 4 du type G,
et tel que u(B) = u*(A). Soit x, € A un point de densité de 'ensemble B. La fonction

Yo £ 0 lorsque x = %,
) = { lorsque x # xq,

est de premiére classe de Baire, mais toute fonction g : X — Y approximativement
continue relativement a la base (&, =) est telle que 4 ¢ {x e X :f(x) = g(x)}.

Remarque 3. Dans les hypothéses du théoréme 2, si la fonction f est bornée,
la fonction g peut étre bornée aussi.

Remarque 4. Dans le cas oi Y = R, le théoréme 2 a été démontré dans [6] ol
lauteur généralise le méme théoréme de Laczkovich et Petruska de larticle [6]
concernant les fonctions réelles d’une variable réelle.

II. Dans cette partie nous supposons que X = R; u soit une mesure définie sur
la o-algébre des ensembles mesurables au sens de Lebesgue, G,-réguliére, complete,
sans-atomique et telle que tous les intervalles (a, b), ol —0 < a < b < oo soient
de mesure p positive et finie.

Soit & la famille de tous les intervalles ouverts.

Théoréme 3. Soit A = R un ensemble. Pour qu’il existe pour toute fonction
f:X — Yde premiére classe de Baire une fonction g : X — Y approximativement
continue relativement a la base de différentiation (3, :), continue presque partout
par rapport @ la mesure p et telle que {x € R : f(x) = g(x)} o A, il faut et il suffit
que la fermeture CI(A) de I'ensemble A soit de mesure p zéro.

Dans la démonstration de ce théoréme nous appliquerons le lemme suivant:

Lemme 3. Soient A = R un ensemble fermé, borné de mesure p zéro, A; = A un
ensemble fermé, B > A; un ensemble ouvert, ¢ > 0 et y € Y. Dans ces hypothéses,
il existe une fonction h :X — Y, approximativement continue par rapport d la
base (&, =), continue en tout point x ¢ A, et telle que h(x) = y lorsque x € A,,
h(x) = 0 lorsque o(x, A):=info(x,y) = ¢ et h(x) =0 lorsque xe A — A, et

yeA :

{xeX :h(x) + 0} = B.

Démonstration. Remarquons d’abord qu’il existe un nombre naturel n, tel que
1/ny < ¢ et désignons par B, (pour n > n,) 'ensemble Bn {xeX :1/(n + 1) <
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< ¢(x, A;) < 1/n}. Comme tous les ensembles B, sont ouverts et de mesure y finie,

il existe pour tout n > no, un systéme fini d’intervalles fermés #%, #3,..., £, <

< B, — Atel que £ n ¢ = Qlorsque i +jetij=1,..., m, et u(B, — ljj’,-') <
i=1

< 1/2". Soient K} (n = no + 1, ny + 2, ... et i = 1,2,..., m,) les intervalles fermés
disjoints deux 2 deux et tels que #7 < Int (K7}) (Int (K}) désigne comme d’habitude
Iintérieur de lintervalle K) et Ky < B, — A pour n =ng + 1, ng + 2, ... et i =
=1,2,..., m, On peut démontrer de la méme fagon que dans la démonstration du
théoréme 1 de 'article (1) que tout point x € A, est un point de densité de 'ensemble
c=\ U F par rapport 3 la base (§, =). On v01t aussi que g(x, C) > 0 pour

n>ng i=1

tout point x € A — A, et que 'ensemble 4, U (J U K/ est fermé.

n>ng i=1
Soit h : X — Y une fonction qui satisfait aux conditions suivantes:

a) h(x) = y en tout point xe C U A4;
b) h(x) = 0 lorsque xe X — (4, u |J UK)

n>no i=1
c) h(x) appartient a DPinteivalle Oy ={zeY:z=ty et te [0,1]} lorsuge xe€
elU U(KI-Ji);
n>ng i=1

d) h est continue en tout point xe X — A;.
Cette fonction h satisfait a toutes les conditions exigées.

Démonstration du théoréme 3. La condition est suffisante. En effet, il existe
une suite de fonctions f, : X — Y de premiére classe de Baire uniformément conver-
gente vers la fonction f et telle que tout ensemble f,(X) est dénombrable et isolé
(n=1,2,...) (v. [5], p. 294—295). Démontrons d’abord qu’il existe pour toute
fonction f, une fonction g, : X — Y approximativement continue par rapport a la
base (&, =), continue presque partout relativement a la mesure u et telle que {x e R :
: /(%) = g.(x)} > A. Dans ce but fixons I'indice naturel n et rangeons tous les élé-
ments de I'ensemble £,(X) en une suite y§, 3, ... (finie ou infinie) telle que y; + ¥}
lorsque i = j. Tout ensemble CI(A) N f~*(y}) est du type F, et de mesure p zéro,
il est donc de premiére catégorie. On peut donc I’écrire

CI(A) nf l(y ) = UFU 4

ol tous les ensembles Fj; sont fermés, bornés et disjoints deux a deux (v. [8]).
Rangeons tous les ensembles F}; (i = 1,2,...etj = 1,2,...) en une suite 4;, 4,, ...
telle que 4; + A; lorsque i + j.
On voit facilement que Cl(4) = 4, et 4; 2 A, = 0 lorsque i # j.
. i

_Draprés le lemme 3 il existe pour tout j une fonction k; : X — Yapproximativement
continue par rapport 3 la base (&, =), continue en tout point x ¢ 4, et telle que
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h{(x) = £,(x) pour tout x € 4,, h(x) = 0 lorsque g(x, 4;) = 1/ et h(x) = 0 lorsque
xeCl(d) — A; et {xeR:h(x)+ 0} n{xeX :hx)+0} =0 lorsque i+ j.

Posons
gu(x) = 2!: hy(x).
On voit que la fonction g, est approximativement continue en tout point x € A par
rapport & la base (& =)et continue en tout point x € 4 et que
{xeR:f(x) = g.x)} > Cl(4) > A.
Soit {f,,} une sous-suite de la suite {f,} telle que ||f,,+,(x) — f,.(x)] < 1/2**!
pour tout x € R. Posons @,,(x) = g,,(x) pour tout x € R et
1
gm(x) - g"i—l(x) lorsque ”gm(x) - gm-x(x)" s E,-

Pnx) = 1 gaf*) = gui_i(¥)
2! |gnl%) = Gnie (¥

L
2i

lorsque ”gn,(x) - gn4~1(x)” >

(i=23,..)et
(%) = @p,_(X) + @n(x) pour ix2.

Toutes les fonctions @,, (i = 1,2, ...) sont approximativement continues relative-
ment A la base (§, =) et continues en x € R — CI(A4) et la suite {@,,} est uniformément
convergente. Il en résulte que la fonction g(x) = lim &, (x) est approximativement

i+

continue relativement a la base (§, =) et continue en tout point x € R — CI(A4).
Comme, de plus, @, (x) = g,(x) = f,(x) pour tout point x € CI(4), ona f(x) = g(x)
pour tout point x € CI(4) > A.

La condition est nécessaire. Soit A = R un ensemble tel que u(Cl(4)) > 0. Il
existe un ensemble B < CI(A) non-dense dans CI(A4), dense en soi et de mesure p
positive. Désignons par ¢, (n = 1, 2, ...)les complémentaires R — B de I’ensemble B.
Fixons un point x, de ’ensemble A dans toute composante ¢, qui coupe I'ensemble
A. 11 existe deux sous-ensembles {x,,} et {x,,} de I'ensemble {x,} qui sont disjoints
et denses dans B. Fixons le point y € Ytel que y + 0 et posons

_Jy lorsque x=x,, k=12,...,
f(")‘{o lorsque xeR — {x, :k=1,2,..}.

On vérifie facilement que la fonction f est de premiére classe de Baire et que toute
fonction g : X — Y telle que f(x) = g(x) pour tout point x € A n’est continue en
aucun point x € B.

Remarque 5. Dans le théoréme 3, si, en outre, la fonction f est bornée, la fonction
g peut étre bornée, aussi. ‘

Remarque 6. Dans le cas ou Y = R et p est la mesure de Lebesgue, le théoréme 3
est démontré dans Particle [4].
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