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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematickf ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 107 * PRAHA 9. 12.1982 * ČÍSLO 4 

SUR LES FONCTIONS VECTORIELLES 
APPROXIMATIVEMENT CONTINUES 

ZBIGNIEW GRANDE et MARIA TOPOLEWSKA, Bydgoszcz 

(Reçu le 5. mai 1980) 

Dans cet article nous démontrons quelques théorèmes concernant les fonctions 
approximativement continues dont les valeurs appartiennent à un espace norme 
séparable. Ces théorèmes sont certaines généralisations des théorèmes déjà connus 
dans le cas des fonctions réelles. 

I. Soient (X, Q) un espace métrique avec la distance Q et $R la <r-algèbre d'ensembles 
de l'espace X contenant tous les ensembles boréliens de l'espace X. Supposons que \x 
soit une mesure définie sur 30Î qui soit G^-régulière, finie et telle que la borne inférieure 
de mesures des sphères de rayon r > 0 soit positive. On appelle base de différentiation 
dans l'espace (X9 SDÎ, /i) tout couple (g, =>), où gf est une famille préordonnée 
d'ensembles de mesure fi positive finie et => désigne une relation de convergence des 
suites d'ensembles de la famille g vers les points xeX définie de la manière suivante: 

/ „ => x lorsque / „ e %, n = 1, 2 , . . . et x e fn et lim d(fn) = 0, où d\Jn) désigne, 
J1-+00 

comme d'habitude, le diamètre de l'ensemble fn; telle qu' il existe pour tout point 
x e X une suite d'ensembles fne% convergente au sens de => vers le point x. 

Supposons encore dans cette partie que la base de différentiation (3f, =>) satisfasse 
aux conditions suivantes: 

(A) Il existe pour tout nombre e > 0 et pour tout x e X un ensemble f e g tel que 
x e f et d(f) < e; 

(B) En désignant par / ' l'ensemble {x e X : d(x9 f) û 2d(/)} où d(x9 f) = 
= inf Q(X9 y)9 il existe une constante X > 0 telle que /*(/') ^ A v(f) pour tout 

yeJ 

fe%; 
(C) Étant donné un ensemble A e 9K, /x({x e A : x n'est aucun point de densité de 

l'ensemble A relativement à la base de différentiation (5, =>)}) = 0, 
où x est dit point de densité de l'ensemble A relativement à la base de différentiation 
(g, =>), lorsqu' on a l'égalité 
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»-«> MA) 
pour toute suite d'ensembles fn e 5 convergente au sens de => vers le point x. 

Soit Y un espace norme séparable avec la norme || ||. 

Définition 1. Une fonction /z-mesurable / : X -* Y est dite approximativement 
continue au point x relativement à la base de différentiation (g, =>) lorsque, quel 
que soit l'ensemble ouvert V a Y contenant f(x), x est un point de densité de l'en­
semble f~l(V) par rapport à la base de différentiation ($f, =>). 

Théorème 1. Toute fonction f : X -* Y de deuxième classe de Baire est la limite 
d'une suite de fonctions approximativement continues relativement à la base de 
différentiation (g, =>). 

Dans la démonstration de ce théorème nous appliquerons le lemme suivant: 

Lemme 1. Soient A a X un ensemble à la fois du type Fa et Gô, H => {x e A : x 
n'est aucun point de densité de l'ensemble A relativement à la base (3f, =>)} u 
KJ {xeX — A :x n'est aucun point de densité de V ensemble X — A relativement à la 
base (g, =>)} un ensemble du type Gô de mesure zéro et G => H un ensemble ouvert. 
Le point y e Y étant fixé, désignons par cA la fonction 

•м-{l lorsque xe A 
lorsque x e X — 

Dans ces hypothèses, il existe une fonction q> :X -> Y approximativement continue 
relativement à la base de différentiation (g, =>) et telle que 

{xeX : cp(x) 4= cA(x)} c G - H. 

Démonstration. Il existe, d'après le théorème 2 de [2], une fonction réelle 
<Pi : X -* R approximativement continue par rapport à la base (g, =>) et telle que 
{xeX : <Px(x) =t= XA(X)} C G — H,où XAdésigne, comme d'habitude, la fonction ca­
ractéristique de l'ensemble A. Posons donc <p(x) = q>i(x). y et remarquons que la 
fonction <p satisfait aux conditions exigées. 

Démonstration du théorème 1. Il existe pour la fonction/une suite de fonctions 
/„ : X -* 7 de première classe de Baire et telles que tous les ensembles fn(X) sont 
finis ((5), p. 294-295 et 297). On a donc 

1 w n 

k -=l 

où les fonctions hkn admettent les valeurs yktH sur les ensembles Aktti à la fois du type 
Fc et Gâ et 0 sur les ensembles X — Akt„ étant également ambigus de classe 1. Dé­
signons par Bkn (k = 1, 2,..., mn et n = 1, 2,...) l'ensemble {xeAkt1l; x n'est 
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aucun point de densité de l'ensemble Akt„ relativement à la base (g, =>)} u { x 6 . Y -
— Aktn : x n'est aucun point de densité de l'ensemble X — Akt„ relativement à la 

oo mn 

base (5, =>)} et par B l'union (J (J Bkn. Il résulte de la condition (C) que n(B) = 0. 
n=lfc=l 

Il existe donc un ensemble H => B du type Gô et tel que n(H) = 0 et, par conséquent, 
une suite {Gn} d'ensembles ouverts telle que Gk -D Gk+l pour fc = 1, 2, . . . et H = 

00 

= 0 Gn. Selon le lemme 1, il existe pour tout n = 1, 2, . . . et pour tout k = 1, ..., mn 

n = i 

une fonction (pkt„ : X -> Y approximativement continue par rapport à la base (5% =*•) 
et telle que 

{xeX: cpktn(x) * hk,n(x)} c Gn - H. 
Posons, pour n = 1, 2, . . . et pour x 6 X, 

#„(*) = S <PM(*) • 
fc=l 

On vérifie facilement que toutes les fonctions gn sont approximativement continues 
par rapport à la base (5, =>) et que lim gn(x) = f(x) pour tout xeX. 

B-+CO 

Remarque 1. Dans le cas particulier où 7 = R, le théorème 1 a été déjà dé­
montré dans [2] où l'auteur a généralisé le même théorème de Preiss de [7] con­
cernant les fonctions réelles d'une variable réelle. 

Remarque 2. Supposons que X soit l'espace euclidien de n dimensions, \i soit la 
mesure de Lebesgue dans cet espace et 3 soit la famille de tous les intervalles (ou de 
tous les cubes). Dans ces hypothèses, la fonction / : X -> Y est de deuxième classe 
de Baire si et seulement s'il existe une suite de fonctions /„ : X -> Y approximative­
ment continues par rapport à la base (g, =>) convergente en tout point xeX vers/(x). 

La démonstration de cette remarque résulte tout de suite du théorème 3 et du 
fait que toute fonction approximativement continue relativement à la base (5, =>) 
(dans les hypothèses de notre remarque sur 5) est de première classe de Baire. 

Théorème 2. Conservons les hypothèses générales supposées dans la partie I et 
admettons, en outre, que la mesure /J soit sans-atomique. Il existe pour toute fonction 
f :X -> Y de première classe de Baire une fonction g :X -> Y approximativement 
continue relativement à la base de différentiation (5, =>) et telle que {xeX :f(x) = 
= g(x)} =5 A si et seulement si Vensemble A est de mesure \i zéro. 

Dans la démonstration de ce théorème nous appliquerons le lemme suivant: 

Lemme 2. Soit h : X -> Y une fonction de première classe de Baire dont V ensemble 
des valeurs soit isolé. Dans les hypothèses du théorème 2 sur Vespace X, la mesure \i 
et la base de différentiation (5, =>), si A c X est un ensemble de mesure \i zéro, il 
existe une fonction hx :X -> Y approximativement continue relativement à la base 
de différentiation (g, =>) et telle que {xeX : h(x) = ftlvx)} => A. 

335 



Démonstration. Soit al9 a2,... la suite de toutes les valuers de la fonction h telle 
que a,- #- a, lorsque i -f= j et ij = 1, 2, — 

Soit h2 : R -> Yla, fonction continue défine comme suit: 

hгҺ = 
an lorsque t = n (n = 1, 2, ...) , 
0 lorsque t __ 0 , 
linéaire dans tout intervalle [n — 1, n] . 

Posons h3(x) = n, lorsuqe xel i i(an). 

Comme (h3
l) (n) = h_1(aw) et le dernier ensemble est à la fois du type Fff et Gô, 

la fonction h3 est donc de première classe de Baire. Il résulte du théorème 1 de 
l'article [3] qu' il existe une fonction h4 : X -> R approximativement continue rela­
tivement à la base (5, =>) et telle que 

{xeX :h3(x) = h4(x)} => A. 

Posons ht(x) = h2(h4(x)). Comme la fonction h2 est continue, la fonction ht est 
approximativement continue par rapport à (g, =>). Si x e i , il existe un indice n0 

tel que xeh~1(ano), et par conséquent h3(x) = w0 = h4(x). Il en résulte, que 
hi(x) = h2(h^(x)) = h2(n0) = ano = h(x). 

Ainsi {xeX : h(x) = hx(x)} .D _4 et la démonstration est achevée. 

Démonstration du théorème 2. La condition est suffisante. En effet, il existe 
une suite de fonctions fn : X -* Y de première classe de Baire, uniformément conver­
gente vers la fonction f et telle que les ensembles des valeurs des fonctions fn (n = 
= 1,2,...) sont dénombrables et isolés ([5] p. 294-295). D'après le lemme 2 il 
existe pour toute fonction f„ (n = 1, 2,...) une fonction gn \-X -* Y approximative­
ment continue par rapport à la base (g, =>) et telle que {xeX : gn(x) = fn(x)} => A. 
Soit {f„k} une sous-suite de la suite {fn} telle que 

\\fnk+l{*) - / * ( * ) ! < --n P° u r t o u t xeX-

Posons, pour k = 1, 2, . . . 

ç 1 

9nk+l(
x) - 3«AX) lors<lue lk*-,(*) - 9nk(x)\\ 

« » * • . ( * ) = < 

->k+l 

et 

et 
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1 *,,•,(*) 8j?) , o r s q u e - ( x ) _ ^ ( x ) | > 1 

i-2 Ik—A*) - 0*(*)l 2 k + i 

ifV1(x) = fl„,(x) P o u r t o u t xeX 

*frk+i(x) = *l>k(x) + <Pnk+t(
x) P° u r t o u t xeX. 



Remarquons que toutes les fonctions x//k sont approximativement continues relative­
ment à la base (g, =>) et que {xeX : t/z^x) =/n k(x)} 3 A pour k = 1, 2, — 
Comme la suite \jfk est uniformément convergente, la fonction g(x) = lim i//k(x) est 
approximativement continue par rapport à (S, =>)> et k~*°° 

( x € K : / ( x ) = g(x)} z> A. 

La condition est nécessaire. En effet, si A c X est de mesure p* positive (p* est la 
mesure extérieure générée par la mesure p), il existe un ensemble B z> A du type Gô 

et tel que p(B) = p*(A). Soit x0 e A un point de densité de l'ensemble B. La fonction 

л*>-{î 
yo 4= 0 lorsque x = x0 , 

lorsque x 4= x0 , 

est de première classe de Baire, mais toute fonction g : X -> Y approximativement 
continue relativement à la base (%, =>) est telle que A <£ {xeX :f(x) = g(x)}. 

R e m a r q u e 3. Dans les hypothèses du théorème 2, si la fonction/ est bornée, 
la fonction g peut être bornée aussi. 

R e m a r q u e 4. Dans le cas où Y = R, le théorème 2 a été démontré dans [6] où 
l'auteur généralise le même théorème de Laczkovich et Petruska de l'article [6] 
concernant les fonctions réelles d'une variable réelle. 

IL Dans cette partie nous supposons que X = R; p soit une mesure définie sur 
la cr-algèbre des ensembles mesurables au sens de Lebesgue, G5-régulière, complète, 
sans-atomique et telle que tous les intervalles (a, b), où — 00 < a < b < 00 soient 
de mesure p positive et finie. 

Soit g la famille de tous les intervalles ouverts. 

Théorème 3. Soit A c: R un ensemble. Pour qu'il existe pour toute fonction 
f : X -+ Y de première classe de Baire une fonction g :X -» Y approximativement 
continue relativement à la base de différentiation (gf, =>), continue presque partout 
par rapport à la mesure p et telle que {xeR :f(x) = g(x)} -=> A, il faut et il suffit 
que la fermeture Cl(A) de Vensemble A soit de mesure p zéro. 

Dans la démonstration de ce théorème nous appliquerons le lemme suivant: 

Lemme 3. Soient A c Run ensemble fermé, borné de mesure p zéro, At c A un 
ensemble fermé, B z> Ax un ensemble ouvert, e > 0 et y e Y. Dans ces hypothèses, 
il existe une fonction h : X -> Y, approximativement continue par rapport à la 
base (5 , =>), continue en tout point x$At et telle que h(x) = y lorsque xeAl9 

h(x) = 0 lorsque Q(X, A) := infg(x, y) = e et h(x) = 0 lorsque xeA - At et 
yeA 

{xeX:h(x) # 0} c B. 

D é m o n s t r a t i o n . Remarquons d'abord qu'il existe un nombre naturel n0 tel que 
l/n0 < e et désignons par Bn (pour n > n0) l'ensemble B n {xeX : lj(n 4- 1) < 
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< Q(X9 At) < l/n}. Comme tous les ensembles Bn sont ouverts et de mesure fi finie, 
il existe pour totit n > n09 un système fini d'intervalles fermés #\, #n

2,..., f
n
mn c 

c B „ - i tel que /n
tn/nj = 0 lorsque i 4= j et i,I = 1,..., m„ et pt(Bn - \J fn) < 

i = l 

< 1/2". Soient Kn (n = n0 + 1, n0 + 2, . . . et i == 1, 2,.. . , mn) les intervalles fermés 
disjoints deux à deux et tels que «/" c: Int (K") (Int (Kn) désigne comme d'habitude 
l'intérieur de l'intervalle K") et Kn c Bn — .4 pour n = n0 + 1, n0 + 2, . . . et i = 
= 1, 2,.. . , mM. On peut démontrer de la même façon que dans la démonstration du 
théorème 1 de l'article (1) que tout point x e Ax est un point de densité de l'ensemble 

m„ 

C = U U #" P a r rapport à la base (%, =>). On voit aussi que Q(X, C) > 0 pour 
n > » 0 ï— 1 Win 

tout point x G A — Ax et que l'ensemble ^ u U U K" e s t fermé. 
n>no i — î 

Soit h : X ~> y une fonction qui satisfait aux conditions suivantes: 
a) h(x) = y en tout point x e C u ^ ; 

b) h(x) = 0 lorsque x e X - (At u (J U * " ) ; 
n>«o i = l 

c) h(x) appartient à l'inteivalle Oy = {ze Y:z = rj et fe[0, 1]} lorsuqe xe 

e U U(£" - • / " ) ; 

d) h est continue en tout point x eX — Av 

Cette fonction h satisfait à toutes les conditions exigées. 

Démonstration du théorème 3. La condition est suffisante. En effet, il existe 
une suite de fonctions fn : X -> F de première classe de Baire uniformément conver­
gente vers la fonction / et telle que tout ensemble f„(X) est dénombrable et isolé 
(n = 1,2,...) (v. [5], p. 294—295). Démontrons d'abord qu'il existe pour toute 
fonction fn une fonction gn : X -» Y approximativement continue par rapport à la 
base (5, =>), continue presque partout relativement à la mesure \x et telle que {x e R : 
:fn(x) = gn(x)} => A. Dans ce but fixons l'indice naturel n et rangeons tous les élé­
ments de l'ensemble f„(X) en une suite y\, y\,... (finie ou infinie) telle que yn 4= yn 

lorsque i =t=I. Tout ensemble Cl(À) r*f~1(yn
i) est du type Fa et de mesure \L zéro, 

il est donc de première catégorie. On peut donc l'écrire 

C/(^)nf^(^) = Un-, 
j 

où tous les ensembles Fnj sont fermés, bornés et disjoints deux à deux (v. [8]). 
Rangeons tous les ensembles Fnj (i = 1, 2 , . . . et j = 1,2,...) en une suite At, A2, -.-
telle que A% #= Aj lorsque i 4= j . 

On voit facilement que Cl(A) = \JAt et At o A3 = 0 lorsque i 4= j . 
i 

D'après le lemme 3 il existe pour tout j une fonction hj :X -> ^approximativement 
continue par rapport à la base (5, =>), continue en tout point x$Aj et telle que 
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hj(x) = fn(x) pour tout x G Ap hj(x) = 0 lorsque Q(X, AJ) = 1/I et fe,(x) = 0 lorsque 
xG C/(y4) - Aj et {LXeR : ft,(x) + 0 } n { x e X : h}(x) #= 0} = 0 lorsque i # j . 
Posons 

#»(*) " Z ftiW • 
I 

On voit que la fonction gn est approximativement continue en tout point xe A par 
rapport à la base (g, =>) et continue en tout point x e A et que 

{xeR:fn(x) = gn(x)}^Cl(A)^A. 

Soit {fnk} une sous-suite de la suite {/,} telle que \\fnk+l(
x) ~ fnk(

x)\\ =? l/2*+1 

pour tout xeR. Posons (pni(x) = gni(
x)Pour t o u t * e R et 

(1 = 2,3,...) et 

g«,{x) - 9ni-A
x) lors<iue lk..M - ».i-i(*)I = 2i 

è i ^ l " !""ftu lorsque w*)-*»<-(* > 
12'ІЛ.W - Л-.WI " -' 

<?«.(*) = 'PЛI-IW + <P*,(X) P°UГ ' = 2 

Toutes les fonctions îpni (i = 1, 2,...) sont approximativement continues relative­
ment à la base (g, =>) et continues en x e R - Cl(À) et la suite {$„} est uniformément 
convergente. Il en résulte que la fonction g(x) = lim <pni(x) est approximativement 

continue relativement à la base (g, =>) et continue en tout point x G R — Cl(À). 
Comme, de plus, (pni(x) = gni(x) = fHi(x) pour tout point x G Cl(A), on a/(x) = g(x) 
pour tout point x G Cl(À) => A 

La condition est nécessaire. Soit A c R un ensemble tel que j*(CJ(-4)) > 0. Il 
existe un ensemble B a Cl(À) non-dense dans Cl(A), dense en soi et de mesure \i 
positive. Désignons par #n(n = 1,2,...) les complémentaires R — B de l'ensemble B. 
Fixons un point xn de l'ensemble A dans toute composante #n qui coupe l'ensemble 
A. Il existe deux sous-ensembles {x„k} et {xmtc} de l'ensemble {xn} qui sont disjoints 
et denses dans B. Fixons le point y G 7 tel que y 4= 0 et posons 

'«-{» 
lorsque x = x„k, k = 1,2,. . . , 
lorsque x G R — {x.,k : k = 1, 2,...} 

On vérifie facilement que la fonction / est de première classe de Baire et que toute 
fonction g :X -» Y telle que /(x) = g(x) pour tout point xeA n'est continue en 
aucun point XE B. 

Remarque 5. Dans le théorème 3, si, en outre, la fonction/est bornée, la fonction 
g peut être bornée, aussi. 

Remarque 6. Dans le cas où Y = R et \i est la mesure de Lebesgue, le théorème 3 
est démontré dans l'article [4]. 
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