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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 107 (1982), Praha

REMARQUE SUR LA MESURE INTERIEURE DE LEBESGUE
MiLosLAV JUzA, Praha

(Regu le 9 septembre 1981)

On sait que chaque ensemble ouvert borné dans I’espace E; est 'union d’un syste¢me
dénombrable‘) d’intervalles ouverts, bornés disjoints. Si G = E; est un ensemble
ouvert borné,

G=UJi, Ji=(anb), JinJ;=0 pour i=*j,
on peut définir la mesure de Lebesgue de G comme
uG) = Zi(bi - a).
Si F < E; est un ensemble fermé borné,

FcK, K=(a,b),
on peut poser
u(F)=b—a— uyK\F).

Si M < E, est un ensemble borné, on définit

n(M) = inf p(G), p(M)= sup p(F).
G>M FecM
G ouvert F fermé

On sait (voir [2], théoréme 4.5) que le théoréme suivant a lieu:

Theoréme 1. Soi M < E, un ensemble borné et soit

1) f:M->E,
Papplication telle que (Q étant la métrique euclidienne)
(2 o(f(x).f(»)) < o(x, y) pour chaque xeM, yeM.
Alors )
p(f(M)) < p(M).

1) Les ensembles finis et I’ensemble vide sont aussi considérés comme dénombrables.
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Le théoréme analogue pour la mesure intérieure n’est pas vrai. Cependant, nous
allons prouver

Théoréme 2. I] existe un ensemble borné M c E, et une application (1) satisfaisant
(2) telle que

3) #(f(M)) > p(M).

Démonstration. I. Désignons par K lintervalle fermé {—4, 4). Divisons K en
classes de telle fagon que x € K, y € K appartiennent a la méme classe si et seulement
si x — y est rationnel. Soit @ un ensemble ayant avec chaque classe un et un seul
point commun. On a (voir [1], chap. III, § 6)

ui(Q)=01 0<”¢(Q)=ﬂ§1-

I1. Définissons les ensembles

M, ={XGE1 ix=4q -3 qEQ},
M,={xeE :x=q+3% qeK\Q}.
On a (voir [1], chap. I1I, § 5, théoréme 7 et chap. III, § 3, théoréme 7)

(4) m(M,) = ufQ) =0,

(%) piMy) = p(KNQ)=1—-p(Q)=1-p<1.
III. Posons M = M, u M,. Ona

(6) 0suM)sS1-p<1.

Cependant, soit F =« M, F fermé. Ona F = F, U F,, o0 F; = Fn (=2, —1),
F, =Fn({1,2). F,F, sont fermés et disjoint, alors u(F) = p(F,) + u(F,).
Mais d’aprés (4) on a p(F,) = 0 et d’aprés (5) on a u(F,) < 1 — B, alors p(F) <
=<1 — Bet donc aussi

pM) = sup (F)<1-p.
FeM

F fermé
IV. Pour x € M, posons
x+3 pour xeM,,
16 =<

x—4% pour xeM,.

On a f(M) = K. Nous prouvons (2) pour f. Cependant, si x e M,, ye M, oux e M,,
yeM,, on a o(f(x),f(v)) = e(x, ). Si xeM,, yeM, ou xeM,, ye M;, on
ao(x,y) 22, e(f(x).f(»)) £ L.

V. On a p(f(M)) = p(K) = 1, alors d’aprés (6) on obtient (3).
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