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Časopis pro pěstováni matematiky, roč. 107 (1982), Praha 

REMARQUE SUR LA MESURE INTÉRIEURE DE LEBESGUE 

MILOSLAV JÛZA, Praha 

(Reçu le 9 septembre 1981) 

On sait que chaque ensemble ouvert borné dans l'espace JÊ  est l'union d'un système 
dénombrable1) d'intervalles ouverts, bornés disjoints. Si G c Et est un ensemble 
ouvert borné, 

G = (JJi9 Jt = (ahbi), JinJj = Q pour î * ; , 
» 

on peut définir la mesure de Lebesgue de G comme 

H(G) = £(&, - at). 
i 

Si F <= Ex est un ensemble fermé borné, 

F c K , K = (a, b) , 
on peut poser 

H(F) = b- a - n(K\F). 

Si M c £ . est un ensemble borné, on définit 

lie(M) = inf ii(G) , fii(M) = sup n(F) . 
G*M FcAf 

G ouvert F fermé 

On sait (voir [2], théorème 4.5) que le théorème suivant a lieu: 

Théorème 1. Soi M cz Exun ensemble borné et soit 

(1) f:M^Et 

l'application telle que (g étant la métrique euclidienne) 

(2) Q(f(x)>f(y)) ^ Q(x> y) Pour chaque x e M , y e M . 

Alors 
He(f{M))éfxe(M). 

1) Les ensembles finis et l'ensemble vide sont aussi considérés comme dénombrables. 
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Le théorème analogue pour la mesure intérieure n'est pas vrai. Cependant, nous 
allons prouver 

Théorème 2. Il existe un ensemble borné M c= Et et une application (1) satisfaisant 
(2) telle que 

(3) iii(f(M))>iii(M). 

Démonstration. I. Désignons par K l'intervalle fermé <—£, i>- Divisons K en 
classes de telle façon que x G K, y G K appartiennent à la même classe si et seulement 
si x — y est rationnel. Soit Q un ensemble ayant avec chaque classe un et un seul 
point commun. On a (voir [1], chap. III, § 6) 

/zf(6) = 0, 0</*e(Q) = / ? = l . 

II. Définissons les ensembles 

Mi = {x G Ex : x = q - | , q e Q] , 

M2 = {xeEi :x = q + i, qeK\Q] . 

On a (voir [1], chap. III, § 5, théorème 7 et chap. III, § 3, théorème 7) 

(4) ^(M1) = /./(e) = 0, 

(5) /if(M2) = # \ 2 ) = 1 - fie(Q) = 1 - p < i . 

III. Posons M = M. u M2. On a 

(6) 0 = /^(M) = 1 - fi < 1 . 

Cependant, soit F a M, F fermé. On a F = Fx u F2, où Fx = F n < -2 , -1>, 
F2 = Fn <1,2>. Fl5F2 sont fermés et disjoint, alors /x(F) = /z(Ft) -f /x(F2). 
Mais d'après (4) on a //(Fi) = 0 et d'après (5) on a /*(F2) = 1 — P, alors /j(F) ^ 
g 1 — /? et donc aussi 

/.,(M) = sup n(F) ^ 1 - p. 
F<=M 

F fermé 

IV. Pour xe M, posons 

s x + i pour x e Mi , 
/ (*) - ( 

N x — f pour x G M2 . 
On af(M) = K. Nous prouvons (2) pourf. Cependant,, si x G Mi9 yeMiouxe M2, 
yeM2, on a e(f(x),f(y)) = Q(X9 y). Si x e M j , y^M2 ou xeM 2 , yGMj, on 
zQ(x,y) = 29Q(f(x)9f(y))=l-

V. On a fii(f(M)) = /^(K) = 1, alors d'après (6) on obtient (3). 
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