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Časopís pro pěstování matematíky, roč. 108 (1983), Praha 

EINE VERSCHÄRFUNG DER POINCARfi-UNGLEICHUNG 

LEO BOCEK, Praha 

(Eingegangen am 20. November 1981) 

Ist /.eine periodische Funktion mit der Periode 2TT, für die jonf(t)dt = 0 gilt 
und existiert das Integral f2,* [/'(0]2 d'> s o i s t 

(i) fViopd.sfH)*, 
Jo Jo 

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn f(t) = a cos t + b sin t ist, 
(a und b konstant). Die Ungleichung (1) ist als die Ungleichung von Wirtinger 
bekannt, s. W. Blaschke [1]. Die Verallgemeinerung, die sog. Poincarg-Ungleichung, 
die eng mit der mathematischen Theorie von Membranen und den Eigenwerten 
des zweiten Operators von Laplace zusammenhängt (s. [2], [3], [4]), behauptet das 
folgende: Ist / eine Funktion auf der n-dimensionalen Einheitssphäre Sn, für die 
Js„/da>n = 0 gilt (dcon ist die Form der Oberfläche von Sn) und existiert das Integral 
Js„ ||grad/||2 dcon, dann gilt die Ungleichung 

(2) f ||grad/||2dcon
 = n f / 2 dco n . 

Jsn J sn 

n+l 

Das Gleichheitszeichen gilt in diesem Fall genau dann, wenn/ = £ fl**/ ist, wo at 
i = l 

konstant und xt kartesische Koordinaten im euklidischen Raum En+i sind und Sn 

ist in En+1 eingebettet, wobei der Mittelpunkt der Sphäre mit dem Nullpunkt 
zusammenfällt. 

Z. Nädenik leitete in der Arbeit [5] eine Verschärfung der Ungleichung (l) ab. 
Er zeigte, daß unter denselben Voraussetzungen, die wir bei der Wirtingerschen 
Ungleichung angegeben haben, die verschärfte Ungleichung 

(3) J V W dt £ J*>(t) dt + \ [/(0) + f(n)Y 

gilt. Das Gleichheitszeichen gilt hier dann und nur dann, wenn f(i) = a cos t + 
+ b sin t + c(|sin rj — 2/TT) für beliebige Konstanten a, b, c gilt. Wir beweisen jetzt 
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eine Verschärfung der Poincar6schen Ungleichung (2), die gleichzeitig eine Verallge­
meinerung von (3) ist. 

Es sei feine reelle Funktion auf der n-dimensionalen Sphäre S~ in _En+1, die durch 
и-Ы 

die Gleichung £ x2 = 1 gegeben ist. Es sei weiter SH x die (n — l)-dimensionale 

Einheitssphäre auf S", die durch die Gleichung x n + 1 = 0 charakteiisiert ist. Jeder 
Punkt der Sphäre 5" ist durch den Ortsvektor p = u cos q> + e sin q> gegeben, wo u 
der Ortsvektor eines Punktes aus S n _ 1 ist, e = (0 , . . . , 0,1) und q> e <-£;- , irr). 
Mit Ausnahme der Punkten mit den Ortsvektoren e, — e bestimmt jeder Punkt aus Sn 

in beschriebener Weise eindeutig den Ortsvektor u und den Wert q>. Es gilt 

(4) dcon = cosn 1 q> dof 1 A dq>, 

cosn J q> dq>, 
n/2 

wo of die Oberfläche der n-dimensionalen Einheitssphäre bezeichnet. Weiter gilt 

fя/2 

"Í 

|xи + 1 | d ш n = |sin >̂ 
JSn J-я/2 

*/2 2 
1 ' ' c o s n _ 1 q> dq>. cun~1 = - cun~1 

n 

Wir setzen \Snfdo? = 0 und die Existenz des Integrals Js„ | |gradf | |2 dc0n voraus. 
Betrachten wir jetzt auf Sn die Funktion 

:(l> 
2con - 1^ 

g = f + fc( |xM + 1 | - ) , fc = konst. 
no? 

Es gilt f s„gdcon = 0 und grad g = grad f+ fcgrad |x n + 1 | in allen Punkten aus 
5n — 5 n _ 1 . Eine ausführlichere Berechnung der Vektorfelder gradf und grad (sin q>) 
führt zu den Ergebnissen 

||grad (sin <p)||2 = cos2 q>, gradf. grád (sin q>) = — cos q>, 
dq> 

deshalb ist 

Цgгad g\\2 = | |grad/| 2 + k2 cos2 ę±2k^cosę, 
дę 

wo das Vorzeichen + in der oberen Halbsphäre S + (x n + x > 0) und das Vorzeichen -
in der unteren Halbsphäre Sn_(xn+l < 0) gilt. Wir schreiben jetzt die PoincarS-
Ungleichung für die Funktion g auf. Es gilt also 

| |gradf | |2 dof + fc2 cos2 q> dof + 2fc — cos q> dof -
Js» Js» Js»+ d<p 

- 2fc I - ^ cos q> dof = n \ \ f2 dojn + fc2 | sin2 q> dcon\ + 
iS-ndq) lJSn JSn J 
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f f r "l 4k2(con~1)2 

+ 2fcn fsin cp dco11 - fsin cp dof + —* '— 
LJs+» Js.« J ncon 

I I sin <p d a / — sin <p dcon . 
LJs+» JS-n J 

- f c ^ " 1 

CO" 

Durch Anwendung der Beziehungen (4) bekommen wir durch partielle Integration 

f ||gradf||2 dcon
 = n ! f2 dcon + 4fc f fdcon~l - ^ V " 1 ) 2

 m 

k=^U™ 
Setzen wir 

ncon 

2(c7 

so bekommen wir das Hauptergebnis, die Verschärfung der Poincare-Ungleichung: 

(5) £JJ--/I'*- S .[£ j > ^ • (SFIL./---)"]• 
n+1 

Das Gleichheitszeichen gilt in (5) genau dann, wenn g = ]T ai*f ist, also 
i = l 

i=i V ncon J 

ist, wo ö | und c konstant sind. 
Im Fall n = 2 hat die Ungleichung (5) die Form 

(6) f llgradfl2 da,2
 = 2 f f2 dco2 + - ( [ fdo/f . 

Js- Js- ^ J ^ i / 

Ist ft die Stützfunktion einer konvexen Fläche in £ 3 , so ist 

M = f hdaY2 und P = f (h2 - ifgrad h||2)dc02 

Js* Js* 

das Integral der mittleren Krümmung und die Oberfläche dieser Fläche. Setzen wir 
in (6) f = h — Mjco2, so bekommen wir die Ungleichung 

0 = u2 - Mw + 7rP mit u = it u = I h dco1 

Js-

Handelt es sich um eine Rotationsfläche (Drehachse ist die x3-Achse), geht die letzte 
Ungleichung in die Ungleichung 

0 ^ 4;ra2 - 2aM + P 

über, die H. Hadwiger in [6] bewiesen hat (a bezeichnet den Radius des Äquators). 
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