Casopis pro péstovani matematiky

Leo Bocek
Eine Verschirfung der Poincaré-Ungleichung

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 108 (1983), No. 1, 78--81

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/118160

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1983

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/118160
http://project.dml.cz

Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 108 (1983), Praha

EINE VERSCHARFUNG DER POINCARE-UNGLEICHUNG

Leo BoCek, Praha
(Eingegangen am 20. November 1981)

Ist f eine periodische Funktion mit der Periode 2n, fiir die [3* f(t)dt = 0 gilt
und existiert das Integral [2* [f'(1)]* dt, so ist

(1) j :"[f'u)r at 2 j :"ﬁ(t) a,

wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt, wenn f(f) = acost + bsin t ist,
(a und b konstant). Die Ungleichung (1) ist als die Ungleichung von Wirtinger
bekannt, s. W. Blaschke [1]. Die Verallgemeinerung, die sog. Poincaré-Ungleichung,
die eng mit der mathematischen Theorie von Membranen und den Eigenwerten
des zweiten Operators von Laplace zusammenhéngt (s. [2], [3], [4]), behauptet das
folgende: Ist f eine Funktion auf der n-dimensionalen Einheitssphire S®, fiir die
Jsn fdw™ = 0 gilt (dw" ist die Form der Oberfliche von S") und existiert das Integral
fs~ |grad f||* do", dann gilt die Ungleichung

(2 J. |grad f|? dw” 2 n | f?dw".
sn ’ sn

n+1
Das Gleichheitszeichen gilt in diesem Fall genau dann, wenn f = Z a;x; ist, wo a;

konstant und x; kartesische Koordmaten im euklidischen Raum E"J*1 sind und S"
ist in E"*! eingebettet, wobei der Mittelpunkt der Sphdre mit dem Nullpunkt
zusammenfillt.

Z. Nddenik leitete in der Arbeit [5] eine Verschérfung der Ungleichung (1) ab.
Er zeigte, daB unter denselben Voraussetzungen, die wir bei der Wirtingerschen
Ungleichung angegeben haben, die verschirfte Ungleichung

3) f :"‘[f'(:)]z dt 2 f :"ﬁ(t) &t + Z[/(0) + S

gilt. Das Gleichheitszeichen gilt hier dann und nur dann, wenn f(f) = acost +
+ bsint + c[sin | — 2/n) fiir beliebige Konstanten a, b, ¢ gilt. Wir beweisen jetzt

78



eine Verschirfung der Poincaréschen Ungleichung (2), die gleichzeitig eine Verallge-
meinerung von (3) ist.

Es sei f eine reelle Funktion auf der n-dimensionalen Sphére S" in E**!, die durch
n+1

die Gleichung Y x} = 1 gegeben ist. Es sei weiter S"~! die (n — 1)-dimensionale
=1

Einheitssphire auf S", die durch die Gleichung x,,; = O charakterisiert ist. Jeder
Punkt der Sphére S” ist durch den Ortsvektor p = u cos ¢ + e sin ¢ gegeben, wo u
der Ortsvektor eines Punktes aus S"~! ist, e = (0,...,0,1) und ¢ € {(—1nr, in).
Mit Ausnahme der Punkten mit den Ortsvektoren e, —e bestimmt jeder Punkt aus S"
in beschriebener Weise eindeutig den Ortsvektor 4 und den Wert ¢. Es gilt

)] do" =cos" ' pdo""! A do,
n/2 .
o" = co"'lj cos" 1 pdo,
-n/2
wo " die Oberfliche der n-dimensionalen Einheitssphire bezeichnet. Weiter gilt

/2 .
J |x,,+l|dw”=f lsin (p' cos" lodp.w" ! =Zw"‘1.
Sn —-n/2 n

Wir setzen [s.fdw" = 0 und die Existenz des Integrals [g.
Betrachten wir jetzt auf S” die Funktion

lgrad f||* dw" voraus.

zwn-—l

wll

g=f+ k(|x,,+1|— ), k = konst.

Es gilt [5.g dw” =0 und grad g = grad f + k grad |x,.,| in allen Punkten aus
S" — S~ 1. Eine ausfiihrlichere Berechnung der Vektorfelder grad f und grad (sin ¢)
fiihrt zu den Ergebnissen

|grad (sin 9)||?> = cos® ¢, grad f. grad (sin ¢) = §£ cos @,
; _ 0

deshalb ist

|grad g||? = ||grad f||* + k* cos® ¢ + 2k§—£cos ¢,

1
wo das Vorzeichen + in der oberen Halbsphire S% (x,,+,; > 0) und das Vorzeichen —
in der unteren Halbsphire S™(x,.; < 0) gilt. Wir schreiben jetzt die Poincaré-
Ungleichung fiir die Funktion g auf. Es gilt also

f lgrad /]2 do* + K2 J
s’l

Sn

cos? ¢ do” + ZkJ j—f cos ¢ do® —
. Sny

I3

_ZkJ‘ g.cos(pdw"gn[f fzdw"-}-kzj Sinz(pdw"jl +
s_n a(P Sn sn
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2(, .n—1)2
+2kn[J. fsin ¢ do" — fsin(pdw"]+ﬂ(’(il_
: S4m no"

S.n

n—1
. —k? 4o [J' sin ¢ do" -J sin ¢ dw"] .
w’l s+n S.n

Durch Anwendung der Beziehungen (4) bekommen wir durch partielle Integration

2( .n—1)2
[ Jgmaritaor znf rraor s ok [ paorcs - ST,
S» sn

sn-1 nw"

Setzen wir

no"
k= ——— do" 1,
2 1) Ln-,f

so bekommen wir das Hauptergebnis, die Verschirfung der Poincaré-Ungleichung:

2
) LJ. |grad f||? do™ 2 n[—l— frdo" + ( ! fdw"“) ]
@" Jgn " Jsn "1

Sn—-1
n+1

Das Gleichheitszeichen gilt in (5) genau dann, wenn g = Y a,x; ist, also
i=1

n+1 01
f=Yax; + c(lxn+1| _ 2 - )
i=1 - nw

ist, wo a; und ¢ konstant sind.
Im Fall n = 2 hat die Ungleichung (5) die Form

(©) f |erad f? do? 2 2 f 12 dw2+3([ fdwl)’.
s2 S2 J st

TI

Ist h die Stiitzfunktion einer konvexen Fliche in E3, so ist
M =J~ hdw? und P =J. (h?* — %||grad h||?) dw?
s2 52

das Integral der mittleren Kriimmung und die Oberfliche dieser Fliche. Setzen wir
in (6) f = h — M|w?, so bekommen wir die Ungleichung

0=u?~ Mu+ nP mit u=I hdo!.
St

Handelt es sich um eine Rotationsfliche (Drehachse ist die x;-Achse), geht die letzte
Ungleichung in die Ungleichung

v 0 = 4na® — 2aM + P
iiber, die H. Hadwiger in [6] bewiesen hat (a bezeichnet den Radius des Aquators).
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