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Časopis pro pěstováni matematiky, roč, 108 (1983), Praha 

DIFFERENTIALGEOMETRIE DER KUGEL-
UND LINIENMANNIGFALTIGKEITEN 

IM DREIDIMENSIONALEN EUKLIDISCHEN RAUM 

ZDENEK VANCURA, Praha 

(Eingegangen 6. September 1982) 

Von mzinen publizierten Arbeiten [10] bis [14] ausgehend, habe ich zwei um­
fassende Arbeiten geschrieben: die erste von ihnen behandelt die Differentialgeometrie 
der dreidimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten, die zweite die Diffe­
rentialgeometrie der vierdimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im 
dreidimensionalen euklidischen Raum. Der vorgelegte Artikel versucht die Kon­
zeption, den Inhalt, die Form dieser zwei umfassenden Arbeiten und die Synthese 
der Hauptergebnisse von allen meinen oben erwähnten Arbeiten nach Möglichkeit 
aufs kürzeste auseinanderzusetzen. 

Wegen der Konzeptionspriorität behandelt man zuerst die Differentialgeometrie 
der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen euklidischen 
Raum (d.h. für n = 3 der sog. Kugelkomplexe, für n = 4 des sog. Kugelraums) 
bei beliebigen (zweckmässig bezeichneten) Parametern ux,...,un (n = 3,4). (Die 
zweidimensionale Kugelmannigfaltigkeit ist da zur Kugelkongruenz aus [10] bis 
[14] äquivalent.) 

Es sei ein Kug2lkomplex ein einparametriges System der von Kugeln mit konstan­
tem Halbmesser g2bildeten Kug2lkongruenzen 

(1) Q(uu u2, u3) = c39 Q3 4= 0 . 

Dann wollen wir die Kug2lkongruenzen (l) bzw. den /i-ten Brennpunkt (h = V 2) 
der Kugel der Kugelkongruenz (l) als die Q-Brennkongruenzen bzw. den Qh~ten 
Brennpunkt der Kugel des Kugelkomplexes (bei beliebiger zugehöriger Funktion 
auf der linken Seite der Gleichung (1)) bezeichnen. 

Es sei der Kugelraum das einparametrige System der von Kugeln mit konstantem 
Halbmesser gebildeten Kugelkomplexe 

(2) r(uu u2, u3, u4) = 4r(w1? u2, u3, u4) = c4 , r 4 4= 0 

mit Ü-Brennkongruenzen p 

(2') Q(uu w2, M3, u4) = c3 , r(ut, w2, w3, u4) = c4 , Q3r4 - Q4f3 4= 0 . 
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Dann wollen wir die Kugelkomplexe (2) bzw. den Qh-ten Brennpunkt (h = 1,2) der 
Kugel des Kugelkomplexes (2) als die Q-Brennkomplexe bzw. den Qh-ten Brenn­
punkt der Kugel des Kugelraums bezeichnen. 

Die Menge von Qh-ten Brennpunkten der Kugeln der n-dimensionalen Kugel­
mannigfaltigkeit bzw. die Vereinigungsmenge von Qh-ten Charakteristiken der Q-
Brennmannigfaltigkeiten der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit (n = 3, 4, h = 
= 1, 2; die Qh-te Charakteristik der Kugelkongruenz ist zu ihrer h-ten Charakteristik 
äquivalent) wollen wir als die Qh-te Brennhülle bzw. die Qh-te Charakteristik der 
n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit bezeichnen. 

Den ersten bzw. den zweiten Grundtensor nQhaij bzw. ni2hbu (h = 1, 2, n = 3, 4) 
der Qh-ten Brennhülle der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit definiert man 
durch die Gleichung 
/V\ nQh^ nssnp , « 2 nddnp . n~n„ , ( \\h n»*J ndsrri . ndsT \ i 
( 3 ) aU = <P3<pJj + r <P3<P4TU + rirj + ( ~ l ) L r(<P3<pJiJ + <P3<pJji) + 

, n ndsj , n «dsjl y y = 1 * „ 
^ ,1<P3<P41J ^ 'j<P3<P4ÄlJ ' » I 1 , ^ . . , « , 

bzv. durch die Gleichung \ i' 

(4) "»bij = nr *JU + (-IT^JJ Uj = 1,..., n , 
w o "r> *™Jv> <P3tJu d u r c h L"12] (Gleichungen (2) bis (8) für n = 3 bei <p3 = ß, 
<p4 = w4, für n = 4 bei p3 = Q, cp4 = r) und ^ T , , ^ 7 , , - kfürch die Gleichungen 
/ -»f \ ndsj, n u j n mM -̂p _ ni nj 
W I <P3«/>4X» <p3<j»4°12 W * •»l » <p3<P4±ij <P3<P4Ui ' <P3<P4UJ 

gegeben werden. 
Die erste Krümmung nnhKinnd die zweite Krümmung nQhK2 der Qh-ten Brenn­

hülle, der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit definiert man bei det |"ßÄal7 + 
+,.$."*« nrj\ # 0, nQhaiJ(nQhaik + Sn

4
 nrt

 nrk) = ö{ (ij k = 1,..., n; n = 3, 4), durch 
di^pleichungen 

(5)1' nQnKl = (det |"°*6y|) (det \nQn
aij + <54 "r4 "r,))"1, 

nQhjsl ___ nßn 17 nflÄL 1 

Unter Anwendung der Tensoren (3), (4) und der Skalare (5), d.h. der Tensoren 
auf der rechten Seite der Gleichung (3), untersuchen wir dann durch die definierte 
Begriffe, erzeugte Problematik, die wir kurz als „Brennproblematik" der n-dimensio­
nalen Kugelmannigtaltigkeiten bezeichnen wollen. Die Hauptergebnisse dieser Unter­
suchungen betreffen vor allem (n = 3, 4): 

diß ßimension der Qh-ten Brennhüllen der n-dimensionalen Kugelmannigfaltig-
keit/Und ihrer (n — \)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten (die Qh-te Brenn-
hül)9 \der Kugelkongruenz ist zur h-ten Brennfläche der Kugelkongruenz äquivalent), 

die'Beziehungen zwischemden Grundtensoren bzw. den Krümmungen der n-
dimeiisionalen Kugelmannigfaltigkeit und den Grundtensoren bzw. den Krümmun-
genMhrer Q-Brennmannigfaltigkeiten (für n = 4 auch der Q-Br&nnmannigfaltig-
keiten ihrer Q-Brennmannigfaltigkeiten), 
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die geometrische Charakteristik des Kugelraums mit4nhK1 = 0, 4DhK2 = 1, 

die metrische Differentialgeometrie der Qh-ten Brennhüllen (als (n — 2)-pära-
metrische Systeme von Flächen) bzw. der Qh-ten Charakteristiken (als (n -*- 3)-
parametrische Systeme von Flächen) der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten. 

Den Tensor nßa^ bzw. nnbu (n = 3, 4) aus der Gleichung 

(G) -"!,/ = iL flu + au - r( "o* + 0.LU = w«7*; + ri rJ 

ij = 1, . . . , n 
bzw. aus der Gleichung 

(7) "bu = i["n2al7 - "n i
a i , - "r(»°% - "ßlby)] = 

nr ndsrp , n ndsrp . « ndsrp • • -j 
~~ r<P3<P4ÄJi "*" ri<P3<P4IJ'T rJ<Pi<P4Ji 1>J ~~ 1 5 - " > " 

wollen wir als den ersten bzw. den zweiten Q-Tensor der n-dimensionalen Kugel­
mannigfaltigkeit bezeichnen. 

Den Skalar ""K1 bzw. nQK2 (n = 3, 4; ij, k = 1, . . . , n) aus der Gleichung 

(8) ---X1 = (det |-°fcy|) (det |-°fly|)-- , 

bzw. aus der Gleichung 

(9) nnK2 = nnaiJ nnbij , nnaij nnaik = ö{ 

wollen wir als die erste bzw. die zweite Q-Krümmung der n-dimensionalen Kugel­
mannigfaltigkeit bezeichnen. 

Unter Anwendung der Tensoren (6) bis (9), d.h. der Tensoren auf der rechten 
Seite der Gleichung (3), untersuchen wir dann die durch definierte Begriffe erzeugte 
Problematik, die wir kurz als „Kugelproblematik" von n-dimensionalen Kugel­
mannigfaltigkeiten bezeichnen wollen. Einige von den ausgeprägt geometrisch inter­
pretierbaren Hauptergebnissen dieser Untersuchungen kann man zur Ansicht 
zitieren: 

3nbij = 0 (ij = 1, 2, 3) gilt genau dann, wenn für den Kugelkomplex einer der 
folgenden Fälle eintritt: 1) Der Halbmesser seiner Kugeln ist konstant und die 
Mittelpunktflächen seiner Q-Brehnkongruenzen sind parallele Ebenen. 2) Seine 
Kugeln haben keinen konstanten Halbmesser und seine Q-Brennkongruenzen 
haben eine gemeinsame Mittelpunktfläche in einer Ebene. 

30K1 s 0 gilt genau dann, wenn für den Kugelkomplex einer der folgenden 
Fälle eintritt: 1) Seine Kugeln haben einen konstanten Halbmesser. 2) Seine 
Kugeln haben keinen konstanten Halbmesser und seine Q-Brennkongruenzen haben 
entweder eine gemeinsame Mittelpunktfläche oder abwickelbare Mittelpunktflächen. 

Es gilt 3nK2 = 0, wenn der Kugelkomplex von Kugeln mit konstantem Halb­
messer und die Mittelpunktflächen von seinen Q-Brennkongruenzen von parallelen 
Ebenen gebildet werden. 
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^K1 = 0 gilt genau dann, wenn die Mittelpunktflächen der Q-Brennkongruenzen 
von Q-Brennkomplexen des Kugelraums abwickelbare Flächen sind. 

Es gilt 4nK2 = 0, wenn die Mittelpunktflächen der Q-Brennkongruenzen von 
Q-Brennkomplexen des Kugelraums ein gemeinsames einparametriges System 
von parallelen Ebenen bilden. 

Es sei 4ßK* bzw. 3ßKf (i = 1, 2) die i-te Q-Krümmung des Kugelraums bzw. 
seiner Q-Komplexe. Dann gilt: 

3°X1 = ^K1 = 0 gilt genau dann, wenn die Mittelpunktflächen der Q-Brenn­
kongruenzen von Q-Brennkomplexen des Kugelraums abwickelbare Flächen sind. 

Es gilt 3QK2 = 4ßK2 = 0, wenn die Mittelpunktflächen der Q-.Brennkongruenzen 
von Q-Brennkomplexen des Kugelraums ein gemeinsames einparametriges System 
von parallelen Ebenen bilden. 

Die Menge der Kugeln der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit, auf denen 
mindestens eine (nicht identisch gleich Null) der Krümmungen der Kugelmannig­
faltigkeit gleich Null ist, wollen wir als die Q-Approximation der n-dimensionalen 
Kugelmannigfaltigkeit (n = 3, 4) bezeichnen. Die Q-Approximation der Q-Appro­
ximation des Kugelraums wollen wir als die QQ-Approximation des Kugelraums 
bezeichnen. 

Die H-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit wollen wir als die Q-approximations-
fähige n-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit bezeichnen, wenn ihre Q-Approxima­
tion eine (n — lj-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit bildet. 

Den Q-approximationsfähigen Kugelkomplex wollen wir als den Q-brennappro-
ximationsfähigen Kugelkomplex bezeichnen, wenn die Brennflächen sowohl von 
seinen Q-Brennkongruenzen als auch von seiner Q-Approximation die Brenn­
abbildung besitzen. 

> Den Q-approximationsfähigen Kugelraum wollen wir als den Q-brennapproxi-
mationsfähigen Kugelraum bezeichnen, wenn die Brennflächen der Q-Brennkon­
gruenzen sowohl von seinen Q-Brennkomplexen als auch von seiner Q-Approxima­
tion die Brennabbildung besitzen. Den Q-approximationsfähigen Kugelraum wollen 
wir: als den QQ-approximationsfähigen Kugelraum bezeichnen, wenn seine QQ-
Approximation eine Kugelkongruenz bildet. Den Q-brennapproximationsfahigen 
und QQ-approximationsfähigen Kugelraum wollen wir als den QQ-brennapproxi-
mationsfähigen Kugelraum bezeichnen, wenn die Brennflächen sowohl wie von 
seiner QQT Approximation als auch von den^Kugelkongruenzen 

(10) Q(uu u2, «3, w4) = c3 ,
 nx(ul9 u29 u3, t/4) = c4 , Q3

 Qx4 - QA
 Qx3 =f= 0 , 

die den Kugelraum bilden und wo Qx = "IK1 4flK2 bzw. Qx = AQK{im Fall 4ßKf #= 0 
(i = 1, 2) bzw. im Fall 4ßKf $ 0, «-x l + ("1 ) < + 1 = 0 (i ist einer der Werte 1, 2) gilt, 
die Brennabbildung besitzen. 

Als die Q-Brennabbildung der Q-Brennhüllen des Kugelkomplexes aus seiner 
Kugel wollen wir die Brennabbildung der Brennflächen der Q-Brennkongruenz des 
Kugelkomplexes, welche durch diese Kugel geht, bezeichnen. 
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Als die Q-Brennabbildung der Q-Brennhüllen des Kugelraums aus seiner Kugel 
wollen wir die Q-Brennabbildung der Q-Brennhüllen des Q-Brennkomplexes des 
Kugelraums, welcher durch diese Kugel geht, bezeichnen. Als die QQ-Brennabbil-
dung der Q-Brennhüllen des Kugelraums aus seiner Kugel (u°l9 u°l9 u3, u°4) Wollen 
wir die Brennabbildung der Brennflächen der Kugelkongruenz 

(11) Q(ul9u29u39u4)-Q(u°l9ü°29u
o

39u
o

4) = 09 

nx(ul9u29u39u4)-
Qx(uo

l9u°29u
o

39u
o

4) = 09 Q3
 Qx4 - Q4

 Qx3 * 0 

bezeichnen. 

Unter" Anwendung der Tensoren auf der rechten Seite der Gleichung (3) für 
zugehörige <p3,[cp4 untersuchen wir dann die durch definierte Begriffe erzeugte Pro­
blematik, die wir kurz als „Kugel-Brennproblematik" von w-dimensionalen Kugel­
mannigfaltigkeiten bezeichnen wollen. Die Hauptergebnisse dieser Untersuchungen 
betreffen vor allem (n = 3, 4): 

die Differentialgeometrie der Q-Approximation der n-dimensionalen Kugel­
mannigfaltigkeit, bzw. der QQ-Approximation des Kugelraums, 

notwendige und hinreichende Bedingungen für die Q-Approximationsfähigkeit 
und für die Q-Brennapproximationsfähigkeit der n-dimensionalen Kugelmannig­
faltigkeit bzw. für die QQ-Approximationsfähigkeit und für die QQ-Brennapprqxi-
mationsfähigkeit des Kugelraums, 

notwendige und hinreichende Bedingungen dafür, durch die Bewegung (speziell 
durch die Identität) die Q-Brennabbildung von Q-Brennhüllen 

der Q-brennapproximationsfähigen n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit aus 
der Kugel ihrer Q-Approximation in die Q-Brennabbildung von Q-Brennhüllen 
ihrer Q-Approximation (die Q-Brennabbildung von Q-Brennhüllen der Q-brenn-
approximationsfahigen Kugelkongruenz ist zur Brennabbildung von Brennflächen 
der brennapproximationsfahigen Kugelkongruenz äquivalent) 

bzw. des QQ-brennapproximationsfähigen Kugelraums aus der Kugel seiner 
QQ-Approximation in die Brennabbildung von Brennflächen seiner QQ-Approxi­
mation 

und die QQ-Brennabbildung von Q-Brennhüllen des QQ-brennapproximatiötis-
fähigen Kugelraums aus der Kugel seiner Q-Approximation in die Q-BreWn-
abbildung von Q-Brennhüllen seiner Q-Approximation bzw. aus der Kugel seiner 
QQ-Approximation in die Brennabbildung von Brennflächen seiner QQ-Approxi­
mation 

übertragen zu können. 

Einige von den ausgeprägt geometrisch darstellbaren Hauptergebnissen dieser 
Untersuchungen kann man der Anschaulichkeit wegen zitieren: 

Die Q-Brennabbildung von Q-Brennhüllen des Q-brennapproximationsfähigen 
von Kugeln mit nicht konstantem Halbmesser gebildeten Kugelkomplexes aus der 
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Kugel seiner Q-Approximation ist genau dann mit der Brennabbildung von 
Brennflächen der Q-Approximation identisch, wenn die Q-Approximation von 
Kugeln mit konstantem Halbmesser gebildet wird. 

Im Fall, dass die Q-Approximation des Q-brennapproximationsfähigen Kugel­
raums sein Q-Brennkomplex bildet, gibt es immer eine Q-Brennabbildung von 
Q-Brennhüllen der Q-Approximation die mit der Q-Brennabbildung von Q-Brenn-
hüllen des Kugelraums identisch ist. 

Im Fall, dass die Q-Approximation des QQ-brennapproximationsfähigen Kugel­
raums sein Q-Brennkomplex bildet, existiert immer eine QQ-Brennabbildung von 
Q-Brennhüllen des Kugelraums aus der Kugel seiner Q-Approximation, die mit 
der Q-Brennabbildung von Q-Brennhüllen der Q-Approximation bzw. mit der 
Q-Brennabbildung von Q-Brennhüllen der Q-Approximation und zugleich mit der 
Q-Brennabbildung von Q-Brennhüllen des Kugelraums identisch ist. 

Im Fall, dass die Q-Approximation des QQ-brennapproximationsfähigen Kugel­
raums sein Q-Brennkomplex bildet, existiert immer eine QQ-Brennabbildung von 
Q-Brennhüllen des Kugelraums aus der Kugel seiner QQ-Approximation, die mit 
der Brennabbildung von Brennflächen der QQ-Approximation identisch ist. 

Nachdem dieser abgeschlossene Teil des Artikels die Konzeption, den Inhalt und 
die Form des ganzen Artikels vorzeichnet, kann sich der nachfolgende Teil des Arti­
kels auf die spezifischen Züge der Differentialgeometrie der n-dimensionalen Linien­
mannigfaltigkeiten im dreidimensionalen euklidischen Raum (n = 3, 4) konzen­
trieren. 

3 

Den Linienkomplex 3p = 3p(p1 , . . . , P6), £(P*)2 = 1, P3 4= 0 kann man als das 
i = l 

einparametrige System von Flächennormalenkongruenzen 

(12) c^w-, w2, u3) = c3 , co3 4 0 
auffassen genau dann, wenn (bei der bestimmten Voraussetzung) 

(13) x (- i r ' w r x p5h PJ - o y r 1 P% PJ] *fc = o , 
ijk 

i 4= j * k 4= i , ij, k = 1, 2, 3 
gilt. , 

Wir wollen die Linienkongruenzen (12), (13) bzw. den h-ten Brennpunkt (h = 1, 2) 
der Linie der Linienkongruenz (12), (13) als die co-Brennkongruenzen bzw. den 
coh-ten Brennpunkt der Linie des Linienkomplexes 3p bezeichnen. 

Wenn die (mittels der Q-Brennkongruenzen) den Q-Brennkomplexen des Kugel­
raums adjungierten Linienkomplexe den Linienraum, d.h. den Linienraum 

(i4) p = 4p = (d2
2 + d23 + <*2ir1 / 2-

• (ß32, d13, d21, p3d13 + p2d12, Pi.d21 + P3<*23» Pid32 + Pid3i) , 
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dvi — 2det ^ + {A%r Uz ̂  + A% ^ ) , ^ + (Azr • 
dum \ du3 duj dum 

\ du3 duj 

Aki ~ -Vi - Q\rk , A%\ * 0 , d12 * 0 , e12 = sgn d12 , 

k, l = 1, 2, 3 , m - 1,2 

bilden, werden wir (bei co = Q) diese Linienkomplexe als die co-Brennkomplexe 
des Linienraums und den coh-ten Brennpunkt (h = 1, 2) der Linie des co-Brenn-
komplexes des Linienraums als den coh-.ten Brennpunkt der Linie des Linienraums 
bezeichnen. 

,Die Menge der (ö/i-ten Brennpunkten der Geraden der w-dimensionalen Linien­
mannigfaltigkeit bzw. die Vereinigungsmenge der ©h-ten Charakteristiken der 
co-Brennmannigfaltigkeiten der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit (n = 3, 4, 
h = 1, 2) wollen wir als die coh-te Brennhülle bzw. die coh-te Charakteristik der 
n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit bezeichnen. 

Den ersten Grundtensor n<ah
aaxi und den zweiten Grundtensor na>hbij (n = 3, 4, 

h — 1,2, OL =• I, II) der coh-ten Brennhülle der n-dimensionalen Linienmannig­
faltigkeit definieren wir durch die Gleichungen 

(15) na>hai. -
 nssT. + nhw2 nddT. + nhw.nhw. + nhw( ndsT- + ndsT.) + 

V x *V a"ij <P3<P4xiJ ~ a™ <P3<P4ÄiJ ' awi awj ~ aYV\<p3<p4
 A ij ' <P3<p42JW ~ 

, nh nds — . nh nds — 
~ a™ i <P3<P4 x j ~ *vyJ<P3<P4±i 

i,j = 1,..., n, 

(16) % = Ä + " > Ä 
i,j = 1,..., n, 

wo nhw durch [11] Satz 5.12 für / = $ und durch die Gleichungen (5,33), (5.34) 
für ,™Tts (aus (17j) bzw. "™«e12 9

nds
AT^ (aus (14), (18)) anstatt lsTtj bzw. dsTip 

nsSrpA nssrp , ( Л<р3<р4\-1 ( nssrp Л<РЗ<Р4 _ nssrp Л<РЗ<Р4 _ nSSrp Л<РЗ<Р4 , 
Aij ~" <P3<P4lij "*" V X 3 4 ) \<p3<p4

Ii3 /l4j "Г (p3<P4J Í4 y i J 3 "+• <p3<p4
lj3 7 i 4 í "ť 

(17) 

9>3</>4 

+ ««-% ^rr4) + {A%rr2 [Air A\T „ " - I * + (^rr4 ^sr + 
l Á<P3<P4 A<P3<P4\ nssrp , ^ ^ 3 ^ 4 A<P3<P4 nsSrp T • • _ A r) 

•f Z l 4 i / l f 3 j^3^4i34 -h Yli3 / I / 3 c p 3 < P 4 J 4 4 j ř> J — A> z ) 

(18) 
ndsrpA _ ndsn-- , / J 9 ) 3 9 4 ^ - 1 / ndsrp A<p3<P4 i nds^f ,4<P3<P4 1 nds — A<p3<P4 _ 

<P3<P4iÍj "~ <P3<P4±ÍJ "*" V / 1 3 4 j V<P3<P4JÍ3 / A 4 i -T < i 0 3 < P 4 J Í 4 / 1 j 3 + <p3<P4J 3 j 7 1 4 i "T-

, ndsyr ^ 9 3 9 4 ^ i f >f<P3<P4\-2 / ,i<jf>3<íí>4 ' A<P3<P4 nds— . A<p3q>4 4<p3<P4 nds— , 
"T <p3<p4*4.j AÍS ) -t- ^ 3 4 ; ^ y l 4 i / l 4 y ^ 3 ^ 4 ^ 3 3 + - ^ 4 i ^ j ' 3 (p 3 <P4 J 34 + 

+ A™< Ai?< ^ds
4T43 + yirr4 4 f 4

 w"í;r 4 4) Í, I = i, 2, 
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für n = 3 bei $ im zugehörigen Sinn aus [14] (Satz 3), <p3 = co, <p4 = w4, für n = 4 
bei s als Mittelpunktflächen der .Q-Brennkongruenzen von Q-Brennkomplexen des 
Kugelraums, <p3 = co = Q, <p4 = r gegeben werden. 

Dje erste Krümmung n(ohKl und d/e zwe/re Krümmung no>hK2 der coh-ten Brenn­
hülle der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit definieren wir bei det |nö>aa0- + 
+ öl nrt "rj\ * 0, n(ahaij (n(ohaik + <54 V, V,) = ^ (/,j, k = 1, ..., n) durch die Glei­
chungen 

(19) ™*Kl = (det | ~ % + 5; «r, V,.|) (det |„>,., + ^ •-, "r, |r l , 
no)/»r^2 __ ncoh ij (ncohu • *n n r» \ 

aK - aa (̂  ao0- + O4 rf rj). 
D/e durch d/e definierten Begriffe erzeugte Problematik, welche durch die 

Tensoren (15), (16), (19) untersucht wird, d.h. kurz „die Brennproblematik" der 
n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten (n = 3, 4), ist der näher beschriebenen 
„Brennproblematik" von n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten analog. 

Es sei bei n = 3 bzw. n = 4 für <p3 = co, cp^ = u4 bzw. <p3 = co, cp^ = r 

(20) ,£K = (det |-"™%2 „MlKdet U ^ I Y 1 , 
no)TJ -__ n<P3<P4p nssrpAij ndsrpA 

9394 ö 1 2 Cp3<P4X <P3<P41U> 

nssrpAij nssrpA — S I ; ; £- _ 1 9 
9394 <p3<P4Aik uk ' lJJ> ^ — x , — • 

-.Den ersten co-Tensor "> l V bzw. "JXJ und den zwe/fen co-Tensor n<,b0- bzw. "JJ&i/ 
der,n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit (n = 3, 4) wollen wir im Fall ^ K 4= 0 
durch die Gleichungen 

(21) 
nco __ j-f/ico rr nssnn , --,/ ndsrp . ndsrp i , ncofj( nco rj n c o r ^ - - l \ ndsrp , 

1".7 ^<p3<P4rL <P3<P4lU "*" Z V9394 X »7 "*" <P3<P41ji) "*" <P3<P4n V 9 3 9 4 i l 9 3 9 4 * ^ )i<P3<P4AJ "+" 

i n<°ff( no}ff n o , r ^ - l \ nds— • ; _ i M 

""" 9 3 9 4 ' " V 9 3 9 4 / 1 9 3 9 4 ^ )j <p3<P4li * ' I ~~ X ' • " ' " ' 

/ 9 9 Y "*% = f rtcol72 — 4 ncojy- \ l /2 ncoj^-U ndsrp . ndsrp \ __ (( ncorr2 __ 
V ^ L 1^0' \<P3<P41Ä ^ <P3<P41^) <P3<P4*^ \<P3<P41U ~T~ <P3<P4lJi) WtPzVA*1 

A ncof{\lf2 n c o r y - - l \ ndsrp / / ncorjl A n<ar^\l[2 ncajy--l\ ndsrp 
^ <P3<P41^) <P3<P4^ )i<P3<P4ÄJ \\<P3<P4n ^ 9 3 9 4 , 7 9 3 9 4 ^ )j<?3<P4li 

/ , j = 1, . . . , n , 

im Fall ,™K = 0, ^»H + 0 durch die Gleichungen 

(T\\ nmn — 9 tssrp , n c o r r - 1 / ndsrp , ndsrp x . *( ncorr-l\ 
\*V Maij - Z<P3<P41iJ + <P3<P4n \V3V41 U + <P3<P4LJi) + 4 * 3 * 4 ^ 1* " 

««feT» 4 . ? f ntofJ-y\ ndsrp ; ; _ 1 *, 
' <P3<P4£J "*" ^ 9 3 ^ 4 " LJ 9 3 9 4 X » * ' I "~ X ' " • ' " ' 

CK) n\\bij = ^ « T y "" 9394xT}. -f»-/ = !»•••»« 

definieren. 

Die erste co-Krümmung ™Kl und die zweite co-Krümmung n<0
aK

2 der n-dimensio­
nalen Linienmannigfaltigkeit (n = 3, 4, a == I, II) wollen wir bei det \nZau\ * 0 
durch die Gleichungen 

349 



(25) - K 1 = (det |~ft„|) (det faul)-1, " ^ 2 = > * V nV>ij , 
n>ijn<laik = Z{, Uj,k = l,...,n 

definieren. 
Unter^ Anwendung der Tensoren (21) bis (24) und der Skalare (25) untersuchen 

wir dann die durch definierte Begriffe erzeugte Problematik, die wir kurz als „Li­
nienproblematik*4 der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten bezeichnen wollen. 
Einige der ausgeprägt geometrisch darstellbaren Hauptergebnisse dieser Unter­
suchungen kann man (die Mittelpunktfläche der Linienkongruenz ist dabei zur Mittel­
punktfläche der adjungierten Kugelkongruenz äquivalent) der Anschaulichkeit wegen 
anführen: 

3a\bij = 0 (i,j = 1,2,3) gilt genau dann, wenn die Mittelpunktflächen der 
co-Brennkongruenzen des Linienkomplexes von Kugelflächen gebildet werden. 

Im Fall, dass die Mittelpunktflächen der co-Brennkongruenzen des Linien­
komplexes (mit co-Krilmmungen) die Minimalflächen mit gleichem konstantem 
Gaussschen Krümmungsmass ^^K 4= 0 sind, so gilt 

(26) ^K^'^^i-^Kf1'2. 
4ci&ü' = 0 (Uj = 1,2,3 ,4) gilt genau dann, wenn die Mittelpunktflächen der 

co-Brennkongruenzen der co-Brennkomplexe des Linienraums von Kugelflächen 
gebildet werden. 

Im Fall, dass die Mittelpunktflächen der co-Brennkongruenzen der co-Brenn­
komplexe des Linienraums (mit co-Krümmung en) die Minimalflächen mit gleichem 
konstantem Gaussschen Krümmungsmass y^K #= 0 sind, so gilt 

(27) ^K1 = ^K2 = ( - ^ X ) - i / - . 

Die erste bzw. zweite co-Krümmung des Linienraums ist dann der ersten bzw. der 
zweiten co-Krümmung von co-Brennkomplexen des Linienraums gleich. 

Wenn wir weiter unter der Linienkongruenz immer die adjunktionsfähige hyper­
bolische Linienkongruenz verstehen, bekommen wir die Definitionen der nachfolgen­
den Begriffe (n = 3, 4) die co-Approximation der n-dimensionalen Linienmannig­
faltigkeit, die coco-Approximation des Linienraums, die co-approximationsfähige 
n-dimensionale Linienmannigfaltigkeit, der co-brennapproximationsfähige Linien­
komplex, der co-brennapproximationsfähige Linienraum, der coco-approximations-
fähige Linienraum, der coco-brennapproximationsfähige Linienraum, die co-
Brennabbildung der co-Brennhüllen des Linienkomplexes aus seiner Linie, die co-
Brennabbildung der co-Brennhüllen des Linienraums, aus seiner Linie, die coco-
Brennabbildung der co-Brennhüllen des Linienraums aus seiner Linie aus den 
in der Kugelgebmetrie angeführt Definitionen von analogen Begriffen, wenn wir in 
den angeführten kugelgeometrischen Definitionen die Begriffe bzw. die Bezeichnun­
gen die Kugel, die Kugelmannigfaltigkeit, Q, Qx, 4 f lK\ 4ßK2 durch die Begriffe 
bzw. die Bezeichnungen die Linie, die Linienmannigfaltigkeit, co, ™x, 4£K \ 4%KZ 

ersetzen. 
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Die Struktur bzw. das Studium der durch die angeführten Begriffe erzeugten 
Problematik, die wir kurz als „Linien-Brennproblematik" von n-dimensionalen 
Linienmannigfaltikeiten bezeichnen wollen, ist der Struktur bzw. dem Studium 
der „Kugel-Brennproblematik" von n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten ana­
log. Einige der asugeprägt geometrisch darstellbaren Ergebnisse dieses Studiums 
kann man der Anschaulichkeit wegen anführen: 

Die co-Brennabbildung von co-Brennhüllen des co-brennapproximationsfähigen 
in einparametriges System von Normallinienkongruenzen eindeutig zerlegbaren 
Linienkomplexes aus der Linie seiner co-Approximation ist identisch mit der 
Brennabbildung von Brennflächen der co-Approximation genau dann, wenn die 
co-Approximation von Normallinienkongruenz gebildet wird. 

Im Fall, dass die co-Approximation des co-brennapproximationsfähigen Linien­
raums sein co-Brennkomplex bildet, existiert immer eine co-Brennabbildung von 
co-Brennhüllen der co-Approximation, die mit der co-Brennabbildung von co-Brenn­
hüllen des Linienraums identisch ist. 

Im Fall, dass die co-Approximation des coco-brennapproximationsfähigen Linien­
raums sein co-Brennkomplex bildet, existiert immer eine coco-Brennabbildung von 
co-Brennhüllen des Linienraüms aus der Linie seiner co-Approximation, die mit der 
co-Brennabbildung von co-Brennhüllen der co-Approximatiön bzw. mit der co-
Brennabbildung von co-Brennhüllen der co-Approximation und zugleich mit der 
co-Brennabbildung von co-Brennhüllen des Linienraums identisch ist. 

Im Fall, dass die co-Approximation des coco-brennapproximationsfähigen Linien­
raums sein co-Brennkomplex bildet, existiert immer eine coco-Brennabbildung 
von co-Brennhüllen des Linienraums aus der Linie seiner coco-Approximation, die 
mit der Brennabbildung von Brennflächen der coco-Approximation identisch ist. 

Unter Voraussetzung in den Tensoren auf der rechten Seite der Gleichung (3) n für 
n = 4 wegzulassen und die zugehörigen cp3, cp^ zu benützen, kann man die kürzeste 
Synthese der Hauptergebnisse von meinen Arbeiten [10] bis [14] und von dieser 
Arbeit auf folgende Weise erzeugen: 

Im Sinn der Arbeiten [10] bis [14] und der vorgelegten Arbeit kann man das 
Theorem formulieren: 

Die Differentialgeometrie der%Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im drei­
dimensionalen euklidischen Raum kann unter Anwendung der Tensoren 

/rT\ r dSrp SSrp dSrp dd rp • • 1 9 ^ 4 
\LJ ' » <P3<P4 Ä »' <P3<P4 L iP <P3<P4 l ij9 <P3<P4 * IJ ' » I ~~ X ' ^» J » * 

untersucht werden. 
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