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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 108 (1983), Praha

DIFFERENTIALGEOMETRIE DER KUGEL-
UND LINIENMANNIGFALTIGKEITEN
IM DREIDIMENSIONALEN EUKLIDISCHEN RAUM

ZDENEK VANCURA, Praha

(Eingegangen 6. September 1982)

‘Von mzinen publizierten Arbeiten [10] bis [14] ausgehend, habe ich zwei um-
fassende Arbeiten geschrieben: die erste von ihnen behandelt die Differentialgeometrie
der dreidimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten, die zweite die Diffe-
rentialgeometrie der vierdimensionalen Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im
dreidimensionalen euklidischen Raum. Der vorgelegte Artikel versucht die Kon-
zeption, den Inhalt, die Form dieser zwei umfassenden Arbeiten und die Synthese
der Hauptergebnisse von allen meinen oben erwihnten Arbeiten nach Moglichkeit
aufs kiirzeste auseinanderzusetzen.

Wegen der Konzeptionsprioritdt behandelt man zuerst die Differentialgeometrie
der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten im dreidimensionalen euklidischen
Raum (d.h. fiir n = 3 der sog. Kugelkomplexe, fiir n = 4 des sog. Kugelraums)
bei beliebigen (zweckmissig bezeichneten) Parametern u,, ..., u, (h = 3,4). (Die
zweidimensionale Kugelmannigfaltigkeit ist da zur Kugelkongruenz aus [10] bis
[14] aquivalent.)

Es sei ein Kug:zlkomplex ein einparametriges System der von Kugeln mit konstan-
tem Halbmess=r g:bildeten Kugzlkongruenzen

(1) ,Q(“l, Uy, us) =c3, 2;+0.

Dann wollen wir die Kugzlkongruenzen (1) bzw. den h-ten Brennpunkt (h = 1, 2)
der Kugel der Kugelkongruenz (1) als die Q-Brennkongruenzen bzw. den Qh-ten
Brennpunkt der Kugel des Kugelkomplexes (bei beliebiger zugehdriger Funktion
auf der linken Szite der Glelchung (1)) bezeichnen. \

Es sei der Kugelraum das einparametrige System der von Kugeln m1t konstantem
Halbmesser gebildeten Kugelkomplexe

(2) ‘ r(uy, uy, us, uy) = *r(uy, uy, uz,uy) =cy, 14 0
mit Q-Brennkongruenzen ' '

(2) Quy, up, us, ug) = c3, r(ug, Uy s, uy) =cq, Qyry — Qry +0. '
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Dann wollen wir die Kugelkomplexe (2) bzw. den Qh-ten Brennpunkt (h = 1, 2) der
Kugel des Kugzlkomplexes (2) als die Q-Brennkomplexe bzw. den Qh-ten Brenn-
punkt der Kugel des Kugelraums bezeichnen.

Die Menge von Qh-ten Brennpunkten der Kugeln der n-dimensionalen Kugel-
mannigfaltigkeit bzw. die Vereinigungsmenge von Qh-ten Charakteristiken der Q-
Brennmannigfaltigkeiten der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit (n = 3,4, h =
= 1, 2; die Qh-te Charakteristik der Kugelkongruenz ist zu ihrer h-ten Charakteristik
dquivalent) wollen wir als die Qh-te Brennhiille bzw. die Qh-te Charakteristik der
n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit bezeichnen.

Den ersten bzw. den zweiten Grundtensor "™a,; bzw. "*b,; (h = 1,2, n = 3,4)
der Qh-ten Brennhiille der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit definiert man
durch die Gleichung

Q 2 ndd h d nd
(3) " haij = (ps'::jT +r ¢:¢4T +" J + (— l) [nr(lpa"ij + m«pan)
a + rtw:::T + ’J¢:‘:jT] i’j=l ’”’

bzv. durch die Gleichung i
4) "y = AT+ (— D) MT, i j=1,..,n

‘PS‘N @3P4
WO ", y 'y, poasT;; durch [12] (Gleichungen (2) bis (8) fiir n = 3 bei @3 = Q,
@4 = Uy, fir n = 4 bei g3 = Q, ¢, = r) und ,"T;, 7T, Gurch die Gleichungen

P304 1 @304
(3’) ¢:;:T = pspafr2 "d - "si ¢:<:'41T = 4ol - o304
gegeben werden.

Die erste Kriimmung "*K'und die zweite Kriimmung "*K? der. Qh-ten Brenn-
hiille. der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit definiert man bei det |"Q"a,-,- +
+ 85| # 0, "Ma (" May + 84" = 8 (i,jk=1,...n; n=3,4), durch
dig, Gleichungen
(5) "MK = (det [*Pb,,|) (det ["a;; + 85 "r ")t

thKZ — nﬂhaij nnhbij

_Unter Anwendung der Tensoren (3), (4) und der Skalare (5), d.h. der Tensoren
auf der rechten Seite der Gleichung (3), untersuchen wir dann durch die definierte
Begriffe erzeugte Problematik, die wir kurz als ,,Brennproblematik*‘ der n-dimensio-
naién Kugelmannigtaltigkeiten bezeichnen wollen. Die Hauptergebnisse dieser Unter-
suchungen betreffen vor allem (n = 3, 4): ;

. die Dimension der Qh-ten Brennhiillen der n-dimensionalen Kugelmanmgfalttg-
keit,und ihrer (n — 1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten (die Qh-te Brenn-
hiille der Kugelkongruenz ist zur hA-ten Brennfliche der Kugelkongruenz dquivalent),

~die\Beziehungen zwischenden Grundtensoren bzw. den Kriimmungen der n-
dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit und den Grundtensoren bzw. den Kriimmun-
gen\ihrer Q-Brennmannigfaltigkeiten (fur n =4 auch der Q-Brennmanmgfalng-
keiten ihrer Q-Brennmannigfaltigkeiten), s
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die geometrische Charakteristik des Kugelraums mit **K! = 0, K2 =1,

die metrische Differentialgeometrie der Qh-ten Brennhiillen (als (n — 2)-pdra-
metrische Systeme von Flichen) bzw. der Qh-ten Charakteristiken (als (n —3)-
parametrische Systeme von Flachen) der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten.

Den Tensor "q.; bzw. "@b,. (n = 3, 4) aus der Gleichung
e j J _

(6) "gaij = _}[‘nmau + nﬂzaU — " "nlbij + nﬂzbu)] 034’47“1 + r; r
Lhj=1,..,n

bzw. aus der Gleichung

(7) "bi; = Ha;; — "ay; — "r("by; — "Mby)] =

= "p nds

d ..
(pz(qu:il + 7" r; ¢3¢47} + rj(p" ST L,] = 15 <.y

3P4

wollen wir als den ersten bzw. den zweiten Q-Tensor der n-dimensionalen Kugel-
mannigfaltigkeit bezeichnen.
Den Skalar "?K* bzw. "*K? (n = 3, 4; i, j, k = 1, ..., n) aus der Gleichung

® KT = (det [hy]) (det [ay])7?
bzw. aus der Gleichung
(9) ‘ nQKZ = nﬂaij nﬂb“_ , nﬂal’j "Qaik = 6,{ i

wollen wir als die erste bzw. die zweite Q-Kriimmung der n-dimensionalen Kugel-
mannigfaltigkeit bezeichnen.

Unter Anwendung der Tensoren (6) bis (9), d.h. der Tensoren auf der rechten
Seite der Gleichung (3), untersuchen wir dann die durch definierte Begriffe erzeugte
Problematik, die wir kurz als ,,Kugelproblematik*“ von n-dimensionalen Kugel-.
mannigfaltigkeiten bezeichnen wollen. Einige von den ausgeprégt geometrisch inter-
pretierbaren Hauptergebnissen dieser Untersuchungen kann man zur Ansicht
zitieren:

3Mp,, =0(i,j = 1,2,3) gilt genau dann, wenn fiir den Kugelkomplex einer der

folgenden Fille eintritt: 1) Der Halbmesser seiner Kugeln ist konstant und die
Mittelpunktfiichen seiner Q-Brennkongruenzen sind parallele Ebenen. 2) Seine
Kugeln haben keinen konstanten Halbmesser und seine Q-Brennkongruenzen
haben eine gemeinsame Mittelpunktfliche in einer Ebene.

3Kt = 0 gilt genau dann, wenn fiir den Kugelkomplex einer der folgenden
Falle eintritt: 1) Seine Kugeln haben einen konstanten Halbmesser. 2) Seine
Kugeln haben keinen konstanten Halbmesser und seine Q-Brennkongruenzen haben
entweder eine gemeinsame Mittelpunktfiiche oder abwickelbare Mittelpunktflachen.

Es gilt 3°K? = 0, wenn der Kugelkomplex von Kugeln mit konstantem Halb-
messer und die Mittelpunktflichen von seinen Q-Brennkongruenzen von parallelen
Ebenen gebildet werden.
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402K = 0gilt genau dann, wenn die Mittelpunktflichen der Q-Brennkongruenzen
von Q-Brennkomplexen des Kugelraums abwickelbare Fldchen sind.

Es gilt *?K? = 0, wenn die Mittelpunktflichen der Q-Brennkongruenzen von
Q-Brennkomplexen des Kugelraums ein gemeinsames einparametriges System
von parallelen Ebenen bilden.

Es sei K bzw. 3K’ (i = 1,2) die i-te Q-Kriimmung des Kugelraums bzw.
seiner Q-Komplexe. Dann gilt: '

3L — 492K1 = 0 gilt genau dann, wenn die Mittelpunktfiichen der Q-Brenn-
kongruenzen von Q-Brennkomplexen des Kugelraums abwickelbare Fldchen sind.

Es gilt **K? = *°K? = 0, wenn die Mittelpunktflichen der Q-Brennkongruenzen
von Q-Brennkomplexen des Kugelraums ein gemeinsames einparametriges System
von !parallelen Ebenen bilden.

Die Menge der Kugeln der n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeit, auf denen
mindestens eine (nicht identisch gleich Null) der Kriimmungen der Kugelmannig-
faltigkeit gleich Null ist, wollen wir als die Q-Approximation der n-dimensionalen
Kugelmannigfaltigkeit (n = 3, 4) bezeichnen. Die Q-Approximation der Q-Appro-
ximation des Kugelraums wollen wir als die QQ-Approximation des Kugelraums
bezeichnen.

Die n-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit wollen wir als die Q-approximations-
féhige n-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit bezeichnen, wenn ihre Q-Approxima-
tion eine (n — 1)-dimensionale Kugelmannigfaltigkeit bildet.

* Den Q-approximationsfihigen Kugzlkomplex wollen wir als den Q-brennappro-
ximationsfdhigen Kugelkomplex bezeichnen, wenn die Brennflichen sowohl von
seinen Q-Brennkongruenzen als auch von seiner Q-Approximation die Brenn-
abbildung besitzen.

+ Den Q-approximationsfahigen Kugelraum wollen wir als den Q-brennapproxi-
mationsfdhigen Kugelraum bezeichnen, wenn die Brennflichen der Q-Brennkon-
gruenzen sowohl von seinen Q-Brennkomplexen als auch von seiner Q-Approxima-
tion die Brennabbildung besitzen. Den Q-approximationsfahigen Kugelraum wollen
wir. als den QQ-approximationsfihigen Kugelraum bezeichnen, wenn seine QQ-
Approximation eine Kugelkongruenz bildet. Den Q-brennapproximationsfédhigen
und QQ-approximationsfihigen Kugelraum wollen wir als den QQ-brennapproxi-
mationsfdhigen Kugelraum.bezeichnen, wenn die Brennflichen sowohl wie von
seiner QQ-Approximation als auch von den Kugelkongruenzen

(10) Q(uy, uy, us, uy) = c3, Pu(uy, g, s, ug) =4y 3%y — Q4 %5 %0,
die den Kugelraum bilden und wo ?x = *?K! 49K2 bzw. % = *?K'im Fall *°K* £ 0
(i = 1,2) bzw. im Fall 3K’ % 0, *?K'*(~ D" = 0 (i ist einer der Werte 1, 2) gilt,
die Brennabbildung besitzen.

Als die Q-Brennabbildung der Q-Brennhiillen des Kugelkomplexes aus seiner

Kugel wollen wir die Brennabbildung der Brennflichen der Q-Brennkongruenz des
Kugelkomplexes, welche durch diese Kugel geht, bezeichnen.
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Als die Q-Brennabbildung. der Q-Brennhiillen des Kugelraums aus seiner Kugel
wollen wir die Q-Breanabbildung ‘der Q-Brennhiillen des Q-Brennkomplexes des
Kugelraums, welcher -durch diese Kugel geht, bezeichnen. Als die QQ-Brenhabbil-
dung_der Q-Brennhiillen des Kugelraums aus seiner Kugel (u$, u3, u3, u3) wollen
wir die Brennabbildung der Brennflichen der Kuge]kongruenz :

(11) . Q(uh Uy, Uz, u4) - Q(“p u3, u3, u4) =0,
Deluy, ugs us, ug) — “n(ug, us, u3, ug) =0, Q3% — Q%% + 0
bezeichnen. : : '

Unter Anwendung der Tensoren auf der rechten Seite der Glelchung (3) fiir
zugehdrige @, @4 untersuchen wir dann die durch definierte Begriffe erzeugte Pro-
blematik, die wir kurz als ,,Kugel-Brennproblematik** von n-dimensionalen Kugel-
mannigfaltigkeiten bezeichnen wollen. Die Hauptergebnisse dieser Untersuchungen
betreﬂ'en vor allem (n = 3, 4): : '

" die Differentialgeometrie der Q-Approximation der n-dimensionalen Kugel-
mannigfaltigkeit, bzw. der QQ-Approximation des Kugelraums,

notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Q—Approx:mattonsfahzgkett
und fiir die Q-Brennapproximationsfihigkeit der n-dimensionalen Kugelmanmg-
faltigkeit bzw. fiir die .QQ-Approxzmanonsfahzgkezt und fiir die QQ Brennapproxt-
mationsfdhigkeit des Kugelraums,

notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, durch dle Bewegung (spezzell
durch-die Identitdt) die Q-Brennabbildung von Q-Brennhiillen

der Q-brennapproximationsfdihigen n-dimensionalen Kugelmanmgfaltzgkelt aus
der Kugel ihrer Q-Approximation in die Q-Brennabbildung von Q-Brennhiillen
ihrer Q-Approximation.(die Q-Brennabbildung von Q-Brennhiillen der Q-brenn-
approximationsfahigen Kugelkongruenz ist zur Brennabbildung von Brennflichen
der brennapproximationsfihigen Kugelkongruenz dquivalent)

bzw. des QQ-brennapproximationsfihigen Kugelraums aus der Kugel seiner

QQ-Approximation in die Brennabb:ldung von Brennfldchen seiner QQ—Approxl-
mation

und die QQ-Brennabbildung von Q-Brennhiillen des QQ-brennapproximations-
fihigen Kugelraums aus der Kugel seiner Q-Approximation in die Q-Brenn-
abbildung von Q-Brennhiillen seiner Q-Approximation bzw. aus der Kugel seiner
QQ-Approximation in die Brennabbildung von Brennfiichen seiner QQ-Approxi-
mation

iibertragen zu konnen.

Einige von den ausgeprigt geometrisch darstellbaren Hauptergebnissen dieser
Untersuchungen kann man der Anschaulichkeit wegen zitieren:

Die Q-Brennabbildung von Q-Brennhiillen des Q-brennapproximationsfihigen
von Kugeln mit nicht konstantem Halbmesser gebildeten Kugelkomplexes aus der
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Kugel seiner Q-Approximation . ist genau dann mit der Brennabbildung von
Brennflichen der Q-Approximation identisch, wenn die Q- Approx:matzon von
Kugeln mit konstantem Halbmesser gebildet wird.

Im Fall, dass die Q-Approximation des Q-brennapproximationsfihigen Kugel-
raums sein Q-Brennkomplex bildet, gibt es immer eine Q-Brennabbildung von
Q-Brennbhiillen der Q-Approximation die mit der Q- Brennabbtldung von Q-Brenn-
hiillen des Kugelraums identisch ist.

Im Fall, dass die Q-Approximation des QQ—brennapproxlmatzonsfahlgen Kugel-
raums sein Q-Brennkomplex bildet, existiert immer eine QQ-Brennabbildung von
Q-Brennhiillen des Kugelraums aus der Kugel seiner Q-Approximation, die mit
der Q-Brennabbildung von Q-Brennhiillen der Q-Approximation bzw. mit der
Q-Brennabbildung von Q-Brennhiillen der Q-Approximation und zugleich mit der
Q-Brennabbildung von Q-Brennhiillen des Kugelraums identisch ist.

Im Fall, dass die Q-Approximation des QQ-brennapproximationsfihigen Kugel-
raums sein Q-Brennkomplex bildet, existiert immer eine QQ-Brennabbildung von
Q-Brennhiillen des Kugelraums aus der Kugel seiner QQ-Approximation, die mit
der Brennabbildung von Brennflichen der QQ-Approximation identisch ist.

Nachdem dieser abgeschlossene Teil des Artikels die Konzeption, den Inhalt und
die Form des ganzen Artikels vorzeichnet, kann sich der nachfolgende Teil des Arti-
kels auf die spezifischen Ziige der Differentialgeometrie der n- -dimensionalen Linien-
, mannigfaltigkeiten im dreldlmensxonalen euklidischen Raum (n =3, 4) konzen-
trieren.

3
Den Linienkomplex *p = ?p(p', ..., p°), Y (p')* = 1, p* # 0 kann man als das
i=1 :

einparametrige System von Fldchennormalenkongruenzen

(12) o(uy, usus) =c3, w3 %0

auffassen genau dann, wenn (bei der bestimmten Voraussetzung)
(13) _Zk(-1)""""""[((173)‘1 p*)ipj = ((P°) ' p*)ipjl 0y = 0,
iJ
itj+k+i, i,jk=1273

gilt. .

Wir wollen die Linienkongruenzen (12), (13) bzw. den h-ten Brennpunkt (h = 1, 2)
der Linie der Linienkongruenz (12), (13) als die w-Brennkongruenzen bzw. den
wh-ten Brennpunkt der Linie des Linienkomplexes 3p bezeichnen.

Wenn die (mittels der Q-Brennkongruenzen) den Q-Brennkomplexen des Kugel-
raums adjungierten Linienkomplexe den Linienraum, d.h. den Linienraum .

(14) P=1*p=(d +dl +dy) 2.
. (d33, dy3, dyy, P3dys + Padya, Pyday + Padas, Pads, + P1d31),
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' dy =200t |2 (g (a3 By g OBe) OBy
ou,, Ju, ou,/) ou,
497 9P op, + Anr op:
duy Ouy

Aﬁ’— ril_ erk’ A 4’0 dlZ #:0, 812 =Sgn dlZ ,'
k1=123, m=12

bilden, werden wir (bei w = Q) diese Linienkomplexe als die w-Brennkomplexe
des Linienraums und den oh-ten Brennpunkt (h = 1, 2) der Linie des w-Brenn-
komplexes des Linienraums als den wh-ten Brennpunkt der Linie des Linienraums
bezeichnen.

.Die Menge der oh-ten Brennpunkten der Geraden der n-dimensionalen Linien-
mannigfaltigkeit bzw. die Vereinigungsmenge der wh-ten Charakteristiken der
o-Brennmannigfaltigkeiten der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit (n = 3, 4,
h = 1,2) wollen wir als die wh-te Brennhiille bzw. die wh-te Charakteristik der
n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit bezeichnen.

Den ersten Grundtensor "ia;; und den zweiten Grundtensor "ib;; (n = 3, 4,
h=12, a=1, II) der wh-ten Brennhiille der n-dimensionalen Lmzenmanmg-
faltigkeit definieren wir durch die Gleichungen

nwh __  nss nh. .2 ndd nh nh nh nds nds
(15) atij = me + oW mmT + Wi Wit W(w;«uT + ¢s¢4Tu) +
nh nds nh nds
+ Wi ¢3¢4T + wJ ¢3¢4T
ihj=1,.
d nwh — nds nh ndd
(16) abil me t+ W tpamT

ihj=1,..,n

wo "»w durch [11] Satz 5.12 fiir | = s und durch die Gleichungen (5,33), (5.34)
iir ,1oeT;; (aus (17)) bzw. "%, , ,"4=T}; (aus (14), (18)) anstatt *T;; bzw. T;;

(17)

nss nss P34 SS tp3¢4 nss P3P4 nss P304
(an ¢3¢4Ti1 + (A ) (9’3 T A + i4 AJ'3 T A4i +

P3pa it fP3¢P4

tp:':;:T A?;"‘) + (A«pwa)— [Amqu Awsqu nssT33 + (A?sstpc Ag}w +

P3P

+ Awm Aw3¢4)¢nssT34 + Amw A¢3¢4 nssT44] ij =1.2
3¢ ’ s~

P3P4

(18)

eiT = ot Ty + (45272,

P304

""’T Aww + ndsT4 A«nm + MsTs, A¢s¢4

304 P3P4 P3P4

¢:::T4J A?Ziw‘) + (Amm)_ (Amw A¢w4 resTs3 + AL A% rasTsq +

P3p4 P3P4

+ A?;'P‘ Az;m ndsT43 A¢3¢4 Aw:m ndsT44) i, ] —_ 1’ 2 ,

P304 P3p4
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fiir n = 3 bei s im zugehdrigen Sinn aus [14] (Satz 3), 93 = @, @, = uy, firn = 4
bei s als Mittelpunktflichen der Q-Brennkongruenzen von Q-Brennkomplexen des
Kugelraums, ¢; = o = Q, ¢, = r gegeben werden. '

Die erste Kriimmung "}K" und die zweite Kriimmung "°4K? der wh-ten Brenn-
hiille der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit definieren wir bei det ["fa;; +
+ 85 "r"ry| # 0, "ra¥ ("hay + 84 "r;"r) = 8f (i, j, k = 1,..., n) durch die Glei-
chungen

(19) 'K = (det |"kb;; + o "r, "ri|) (det |,phai; + 4 "ri ")t

nohyp-2 __ noh _ij (noh non.,n
K°="%a bij + 03" "r;)

Die durch die definierten Begriffe erzeugte Problematik, welche durch die
Tensoren (15), (16), (19) untersucht wird, d.h. kurz ,,die Brennproblematik* der
n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten (n = 3, 4), ist der ndher beschriebenen
s»Brennproblematik‘ von n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten analog.

Esseibein = 3bzw. n = 4fiir 93 = 0, o4 = u, bzw. 93 = 0, @, = r

noys __ __np304 ndsrpA nsspAly—1
(20) ¢3¢4K - (det | é12 ¢3¢4nj|) (det mwTiiD ’
R no — No3¢4 nssrpAij  ndspA
¢3¢4H ) €12 wwaT mwTij ’
nssAij  nsspA s P _
¢3¢4T ¢3¢4Tik - 5k » b, k=12.

. Den ersten w-Tensor "ja;; bzw. "{ja;; und den zweiten w-Tensor "ib;; bzw. "ib;;
der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeit (n = 3, 4) wollen wir im Fall , 5K + 0
durch die Gleichungen

(21)

Sy = 2 H 5Ty + 2etbiTy + ST + o H o oH oK™, olbeTy +

P304" " @304 304" J P304 P304 i @304
. + ;pa'}a:H(meiH ¢3;O:K—1)IV¢:::'I; Lj=1..,n,
, — . 2 n 1/2 - d. d.
(22)1 M;b ij = —(m';“.’H - 4¢3¢(:)K) a’s:":K l(m"(p:ni + ¢:"¢:Tii) - ((zps';a:H ?-
\1/2 -1 d - d
- 4¢:';:K) ! (os'c:’“:K )i tps"tp:Tj - ((%‘r;o:Hz -4 m'&“.'K)”Z ws:’a:K 1)1’ ¢:¢fTi
. , - Lj=1..,n,
im Fall , 77K = 0, ,"H + 0 durch die Gleichungen "
O _ iss B
(23) . "'i’;ai.i =2 m"of:Tl'i + ¢3':::H l(w:'pi ij + ¢:g:7:ii) + 2(¢;;0:H l)i .
. d -1 ..
: qu":prj + 2(%"'::1{ )1' ¢:«:jTi L= L..,n ’
(24) "ibij = ¢;::Tij - ¢:<:j7}i ’sJ =1..,n

definieren.

Die erste w-Kriimmung "°K* und die zweite w-Kriimmung "®K? der n-dimensio-
nalen Linienmannigfaltigkeit (n = 3,4, a = I, II) wollen wir bei det l"”;a,-jl +0
durch die Gleichungen
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(25) - oK = (det ["ob,) (det ["3ay|) ™", "eK? = "4V "2by;,

noglireg . =060, Ljik=1..,n
definieren.

Unter. Anwendung der Tensoren (21) bis (24) und der Skalare (25) unterstuchen
wir dann die durch definierte Begriffe erzeugte Problematik, die wir kurz als ,,Li-
nienproblematik*‘ der n-dimensionalen Linienmannigfaltigkeiten bezeichnen wollen.
Einige der ausgepridgt geometrisch darstellbaren Hauptergebnisse dieser Unter-
suchungen kann man (die Mittelpunktfliche der Linienkongruenz ist dabei zur Mittel-
punktfliche der adjungierten Kugelkongruenz dquivalent) der Anschaulichkeit wegen
anfiihren:

3%b;; =0 (i,j = 1,2,3) gilt genau dann, wenn die Mittelpunktfiichen der
w-Brennkongruenzen des Linienkomplexes von Kugelfiichen gebildet werden.-

-Im Fall, dass die Mittelpunktfliichen der w-Brennkongruenzen des Linien-
‘komplexes (mit w-KriImmungen) die Minimalflichen mit gleichem konstantem
Gaussschen Kriimmungsmass ,m,‘K %+ 0 sind, so gilt

(26) Sle 3wK2 = (__ K) 172

“’}bij =0 (i,j = 1,2,3,4) gilt genau dann, wenn die Mittelpunktfiichen der
w-Brennkongruenzen der w-Brennkomplexe des Linienraums von Kugelfldchen
gebildet werden.

-Im Fall, dass die Mittelpunktfiichen der w-Brennkongruenzen der w-Brenn-
komplexe des Linienraums (mit co-Krummungen) die Minimalfiichen mit gletchem
konstantem Gaussschen Kriimmungsmass , K =+ 0 sind, so gilt

(27) 40;K1 —_ 4“;K2 = (__ K)—I/Z

Die erste bzw. zweite w-Kriimmung des Linienraums ist dann der ersten bzw. der
zweiten w-Kriimmung von w-Brennkomplexen des Linienraums gleich.

Wenn wir weiter unter der Linienkongruenz immer die adjunktionsfihige hyper-
bolische Linienkongruenz verstehen, bekommen wir die Definitionen der nachfolgen-
den Begriffe (n = 3, 4) die w-Approximation der n-dimensionalen Linienmannig-
faltigkeit, die ww-Approximation des Linienraums, die w-approximationsfihige
n-dimensionale Linienmannigfaltigkeit, der w-brennapproximationsfihige Linien-
komplex, der w-brennapproximationsfdhige Linienraum, der ww-approximations-
fahige Linienraum, der ww-brennapproximationsfdhige Linienraum, die w-
Brennabbildung der w-Brennhiillen des Linienkomplexes aus seiner Linie, die w-
Brennabbildung der w-Brennhiillen des Linienraums. aus seiner Linie, die ww-
Brennabbildung der w-Brennhiillen des Linienraums aus seiner Linie aus den
in der Kugelgeometrie angefiihrt Definitionen von analogen Begriffen, wenn wir in
den angefiihrten kugelgeometrischen Definitionen die Begriffe bzw. die Bezeichnun-
gen die Kugel, die Kugelmannigfaltigkeit, Q, %, ?K?, K2 durch die Begriffe
bzw. die Bezeichnungen die Linie, die Linienmannigfaltigkeit, w, %%, *°K*, “°K?
ersetzen.

P3P4

P3P4
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Die Struktur bzw. das Studium der durch die angefiihrten Begriffe erzeugten
Problematik, die wir kurz als ,,Linien-Brennproblematik‘‘ von n-dimensionalen
Linienmannigfaltikeiten bezeichnen wollen, ist der Struktur bzw. dem Studium
der ,,Kugel-Brennproblematik** von n-dimensionalen Kugelmannigfaltigkeiten ana-
log. Einige der asugeprigt geometrisch darstellbaren Ergebnisse dieses Studiums
kann man der Anschaulichkeit wegen anfiihren:

Die w-Brennabbildung von w-Brennhiillen des w-brennapproximationsfdhigen
in einparametriges System von Normallinienkongruenzen eindeutig zerlegbaren
Linienkomplexes aus der Linie seiner w-Approximation ist identisch mit der
Brennabbildung von Brennflichen der w-Approximation genau dann, wenn die
w-Approximation von Normallinienkongruenz gebildet wird.

Im Fall, dass die w-Approximation des w-brennapproximationsfihigen Linien-
raums sein w-Brennkomplex bildet, existiert immer eine w-Brennabbildung von
w-Brennhiillen der w-Approximation, die mit der w-Brennabbildung von w-Brenn-
hiillen des Linienraums identisch ist. o

Im Fall, dass die w-Approximation des ww-brennapproximationsfihigen Linien-
raums sein w-Brennkomplex bildet, existiert immer eine ww-Brennabbildung von
w-Brennhiillen des Linienraums aus der Linie seiner w-Approximation, die mit der
w-Brennabbildung von w-Brennhiillen der w-Approximation bzw. mit der -
Brennabbildung von w-Brennhiillen der w-Approximation und zugleich mit der
w-Brennabbildung von w-Brennhiillen des Linienraums identisch ist.

Im Fall, dass die w-Approximation des ww-brennapproximationsfdhigen Linien-
raums sein w-Brennkomplex bildet, existiert immer eine ww-Brennabbildung
von w-Brennhiillen des Linienraums aus der Linie seiner ww-Approximation, die
mit der Brennabbildung von Brennflichen der ww-Approximation identisch ist.

Unter Voraussetzung in den Tensoren auf der rechten Seite der Gleichung (3) n fiir
n = 4 wegzulassen und die zugehdrigen @3, @, zu beniitzen, kann man die kiirzeste
Synthese der Hauptergebnisse von meinen Arbeiten [10] bis [14] und von dieser
Arbeit auf folgende Weise erzeugen:

Im Sinn der Arbeiten [10] bis [14] und der vorgelegten Arbeit kann man das
Theorem formulieren:

Die Differentialgeometrie der Kugel- und Linienmannigfaltigkeiten im drei-
dimensionalen euklidischen Raum kann unter Anwendung der Tensoren

ds ss ds dd T
(T) s o3palic @3padijo mwTii’ ¢3¢4Ti.l' L= 1,2, 3’ 4

untersucht werden.
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