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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 108 (1983), Praha 

EIN AXIOMENSYSTEM FÜR BAUM-ALGEBREN 

HANS - J. BANDELT, Oldenburg 

(Eingegangen 6. Dezember 1982) 

In diesem Artikel will ich Theorem 2 von B. Zelinka [7], das die Unabhängigkeit 
eines gewissen Axiomensystems für Baum-Algebren postuliert, widerlegen. 

Es ist spätestens seit den Arbeiten von S. P. Avann [ l ] und M. Sholander [5, 6] 
(vgl. [2]) bekannt, daß sich Bäume als bestimmte ternäre Algebren beschreiben 
lassen. So wird eine Menge mit einer ternären Operation (u, v, w) -* (uvw) eine 
Baum - Algebra genannt, falls sie die Axiome 

(I) (uuv) = u, 

(II) ((uvx)wx) = ((wxv)ux), 

(III) (uvx), (uwx), (vwx) sind nicht alle verschieden 
erfüllt. Angesichts eines Resultats aus [3] ist (I), (II), (III) mit dem Axiomensystem 
(M), (N), (O-.) aus [5] gleichwertig. Insbesondere können Baum - Algebren auch 
wie in [7] (bzw. [4]) definiert werden. Eine Baum - Algebra heißt diskret, werm 
jedes Segment 

u © v = {x | (uvx) = x} (a) 

endlich ist. Es wird mit [7] Theorem 12 festgestellt, daß genau die diskreten Baum -
Algebren den (graphentheoretischen) Bäumen entsprechen. Dies ist in der Tat 
richtig — ergibt es sich doch schon aus [ l ] und [5, 6]. Beliebige Baum - Algebren 
lassen sich in vielfältiger Weise durch ihre Segmente charakterisieren. Genügt bei
spielsweise eine mengenwertige Funktion o den Axiomen (S), (T), (U-) aus [5], so 
wird vermöge 

{(uvw)} = UovnuownvoW (ß) 

eine Baum - Algebra definiert. Ganz ähnlich lassen sich Baum - Algebren durch 
drei Bedingungen kennzeichnen, die in [7] Theorem 1 enthalten sind: 

Satz. Wenn je zwei Elementen x und y einer Menge eine Teilmenge x o y zu

geordnet wird, so daß die drei Axiome 

(1) u o v n u o w n v o w =N 0 , 

(2) w e u o v => M o w u v o w = uyo v , / 

( 3 ) u o v = u o w => v = w ' ! >... 
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gelten, dann ist vermöge der Gleichung (ß) eine Baum - Algebra erklärt. Um
gekehrt genügen die gemäß (a) definierten Segmente einer Baum - Algebra den 
Axiomen (1), (2), (3). 

Bewefs. Es seien die Axiome (1), (2), (3) gültig. Das erste Axiom garantiert die 
Existenz eines Elements x in u 0 M, das zweite liefert dann die Gleichung u o x = 
= u ox u M ox = M oM und das dritte läßt dabei nur den Schluß auf u = x zu, 
womit 

(4) M o M = {M} 

bewiesen ist. Aus dem ersten Axiom folgt UovnuounvoU^Q und damit aus 
(4) die Beziehung ueuovnvou, d.h. 

(5) u,veuoV, 

Daher ist angesichts des zweiten Axioms und der Gleichung (4) auch u ov = u oU u 
u v o u = {u} u t i o « wahr. Somit ist wegen (5) sofort 

(6 ) U oV = V o u 

als richtig erkannt. Für das weitere nehme man an, daß w e u 0 v gelte. Dann gehört w 
wegen (5) auch zu u o w n v o w. Jedes Element x in diesem Durchschnitt liegt in 
M o v, da ja mit (2) erst recht 

(7 ) WEUoV=>UoW^UoV 

gilt.' Ebenfalls wegen (2) ergibt sich weiter u 0 v = u 0 xu v o X. Folglich enthält 
entweder u 0 x oder v o x das Element w — also sei etwa w e u 0 x. Dies bedeutet, 
daß U o w i n u o X enthalten ist. Weil aber x e « o W vorausgesetzt war, ist auch die 
umgekehrte Inklusion richtig, d.h. u ow = u ox: Mit (3) folgt w = x und alsdann 

(8) weuov=>UownvoW = {w} . 

Für; beliebige Elemente M, v, W und x e M 0 i ? n M 0 w n t ; o W errechnet man (wie 
in.[7]) mit Hilfe der Implikationen (2) und (8) 

. , ' • ' • UovnuownvoW = 

= (uoxuvox)n(uoxuwox)n(voxuwox) = 

= ( M o x n u o x ) u ( M o x n w o x ) u ( i ; 0 x n w o x ) = {x} . 

Daher läßt sich das erste Axiom hier verschärfen zu der Forderung 

(9) u oV nu ow n v ow enthält genau ein Element. 

Da nun (4), (6), (7), (9) gelten, sind aufgrund von (4.11) aus [6] auch die Axiome (S) 
und (T) aus [5] hier erfüllt. Schließlich ziehen (1), (2), (6) das Axiom (Ux) aus [5] 
nach sich. Damit ist gezeigt, daß (1), (2), (3) Sholanders Axiomensystem für Baum-
Algebren impliziert. Die Umkehrung folgt leicht aus den Ergebnissen in [5] und der 
nachstehenden Bemerkung. • 
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Man beachte, daß (l), (2), (3) zu (1), (2), (4), (8) äquivalent ist. In der Tat folgt 
aus den letzteren Axiomen, daß (5) und (6) gelten (vgl. den ersten Teil des obigen 
Beweises) und daher u o v = u o w die Gleichungen {v} = UovnvoW = Uown 
n v o w = {w} liefert. 

Als Korollar des Satzes erhält man [7] Theorem 1, in dem Baum-Algebren durch 
die Bedingungen (1), (2), (6), (8) und 

(10) u o v = x o y => {u, v} = (x, y} 

gekennzeichnet werden. In jener Charakterisierung sind also (6) und (8) schlichtweg 
überflüssig! Dagegen sind die Axiome (1), (2), (3) voneinander unabhängig, wie sich 
sofort auf einer vierelementigen Menge einsehen läßt. 
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