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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha
SVAZEK 110 * PRAHA 30.8.1985 * &ISLO 3

SUR LES FONCTIONS CLIQUISH

ZBIGNIEW GRANDE, Bydgoszcz
(Regu le 3 aolt 1983)

Soient X, Y des espaces topologiques et M un espace métrique avec la métrique d.
Une fonction f: X — M est dite ,,cliquish® (quasi-continue au point x € X) lorsqu’il
existe pour tout nombre ¢ > 0 et pour tout entourage ouvert U du point x un en-
semble ouvert non-vide G = U tel que d(f(x,), f(x,)) < & (d(f(x,), f(x)) < & pour
tous les points x,, X, € G. Si une fonction f: X — M est ,,cliquish* (quasi-continue)
en tout point x € X, elle est dite ,,cliquish (quasi-continue) (v. [1], [10] et [9]).

Dans l'article [4] Fudali a démontré le théoréme suivant:

Théoréme 0 ([4], Th. 3) Let X be a Baire space, Y be a space such that for each
point y € Y there exists an open neighbourhood which satisfies the second countabili-
ty axiom and let M be a metric space with a metric d. Further let f: X x Y—> M
be a function such that for each x € X the section f, is ,,cliquish** and for each
y € Y the section f? is quasi-continuous. Then f is cliquish.

Nous démontrerons le suivant:

Théoréme 1. Soient X, Y,M les mémes espaces que ceux dans le théoréme O et
f:X x Y>> M une fonction telle que toutes les sections f,(y) = f(X,y) soient
,,cliquish®. Pour que la fonction f soit ,,cliquish®, il faut et il suffit qu’elle satisfasse
a la condition suivante:

(a) Pensemble A, = {(x, y)e X x Y:x ¢ Cl(Int {re X: d(f(t, y), f(%, ¥)) < &})} est
non-dense, quel que soit le nombre ¢ > 0 (Int A et Cl A désignent, respectivement,
Pintérieur et la fermeture de I'ensemble A et f7(x) = f(x, y)).

Preuve. Nécessité. Si une fonction f: X x Y — M ayant ses sections f, ,,cliquish*
ne satisfait pas a la condition (a), il existe un nombre & > 0 tel que I'ensemble 4,
est dense dans un ensemble ouvert non-vide H <« X x Y. Soit H, « H un ensemble
ouvert non-vide. Il existe des ensembles ouverts non-vides S < X et T < Y tels que
S x T = H,. Soit (x,, y,) un point de Pensemble (S x T) n A,. Puisque (x,, y,) €
€A,, on a donc x, ¢ ClInt {teX: d(f(t, y;), f(*1, y1)) < &}) et par conséquent
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S ¢ {teX:d(f(t,y,), f(x1,,)) <e}. Il existe donc un point x,eS tel que
d(f(x2; ¥1), f(%4, ¥1)) 2 &. L’ensemble ouvert H, étant arbitraire, il existe dans tout
sous-ensemble ouvert non-vide de I'ensemble H deux points (u, v) et (s, t) tels que
d(f(u, v), f(s, t)) = e. 1l en résulte que la fonction f n’est ,,cliquish* en aucun point
de I’ensemble H et la preuve de la nécessité est achevée.

Suffisance. La démonstration de la suffisance est une modification de la preuve
du théoréme de Fudali [4]. Fixons un point (p, g)e X x Y et démontrons que la
fonction f est ,,cliquish® au point (p, q). Soient H = X x Y un entourage ouvert
du point (p, q) et & un nombre positif L’ensemble H, = H — CI(A4,;s) étant non-vide,
il existe des ensembles ouverts non-vides U =« X et V= Y tels que U x V < H,.
Sans restreindre la généralité on peut supposer qu’il existe un base dénombrable
d’ensembles ouvertes G, (n =1,2, ) dans I’ensemble V. Posons, pourn = 1, 2, ...,

K, = {xeU:d(f(x, y,), f(%, ¥,)) < ¢/8 pour tous les points y;, y, € G,} .

Remarquons que U = |JK,. En effet, d’une part tout ensemble K, = U pour
n=1,2,..., donc UK, c'; U. D’autre part si xe U, la section f, est , cliquish*
et il existe un enser';lble ourvert non-vide G,, tel que d(f(x.yy), f(x, 1)) < ¢/8

pour tous les points y,, y, € G,,. Il enrésulte que x € K, et par conséquent U = | JK,.
n

Puisque X est un espace de Baire, I’ensemble U est de deuxiéme catégorie et par
conséquent il existe un indice naturel n, tel que I’ensemble K, est de deuxieme caté-
gorie. Soit U; = U un ensemble ouvert non-vide dans lequel I’ensemble K,, n U,
est dense. Fixons un point (a, b)e U, x G,,. Puisque 4,3 N (U x V) = 0, il existe
un ensemble ouvert non-vide U, < U, tel que d(f(x,, b), f(x., b)) < &8 pour tous
les points x,, x, € U,. Fixons un point (s, 1) € (U, x {b}) U ((K,, " Uy) x G,)) =T
et un point (x, y)e U, x G,,. Puisque 4,53 n (U x V) = 0, il existe un ensemble
ouvert non-vide U, < U, tel que d(f(x, y), f(x,, ¥)) < ¢/8 pour tout point x, € U,.
Mais I’ensemble K, n U, est dense dans U,, il existe donc un point x, € U, N K,,,.
11 en résulte que

d(f(x, y), f(s, 1)) < d(f(x, ¥), f(*0, ¥)) + d(f (X0 ¥), f(%0, b)) +
d(f(xo, b), £(s, b)) + d(f(s, b), f(5, 1)) < £[8 + &[8 + &[8 + ¢[8 = ¢[2
et par conséquent, quels que soient les points (x, y), (x’, y)e U, x G,,, ona

d(f(x', ¥), f(%, ¥)) < d(f(x', ¥'), f(s, 1)) + d(f(5, 1), f(x,9)) < ¢[2 + g2 =&

L’ensemble ouvert non-vide U, x G,, = U x V< H; < H, la fonction f est donc
»,cliquish* au point (p, q) et la preuve est achevée.

Remarque 1. Le théoréme O résulte directement du théoréme 1.Onaalors A = 0,
quel que soit le nombre & > 0.
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Remarque 2. Il existe une fonction réelle f: R — R ayant toutes ses sections
f. et f¥,,cliquish®, qui n’est pas ,,cliquish* elle-méme, mais telle que I’ensemble

B(f) = {(x, y) € R*: la section f” n’est pas quasi-continue au point x}

est de premiere catégorie, Telle est, par exemple, la fonction indicatrice d’un ensemble
dénombrable et dense 4 = R* dont toutes les sections 4, = {y e R: (x, y) € 4}
et A7 = {xe R: (x, y) € A} ne contiennet qu’un point au plus.

Maintenant démontrons encore quelques conditions suffisantes pour qu’une
fonction f: X x Y — M soit ,,cliquish.

Définition 1. Soient S un ensemble d’indices et f;: X - M (s €S) une famille de
fonctions. On dit que les fonctions f, (s € S) sont ,,équicliquish” au point x € X,
lorsqu’il existe pour tout entourage ouvert non-vide U = X du point x et pour tout
nombre s > 0 un ensemble ouvert non-vide G < U tel que d(f,(x,), f;(*,)) < & pour
tous les points x,, x, € G, quel que soit I'indice s € S. Si les fonctions f, (s € S) sont
,»»equicliquish“ en tout point x € X, elles sont dites ,,équicliquish.

Théoréme 2. Si toutes les sections f, d’une fonction f: X x Y - M sont ,,équicli-
quish* et si toutes les sections f” sont ,,cliquish®, la fonction f est ,,cliquish*.

Preuve. Fixons un point (p,q)€X x Y, un entourage ouvert U = X x Y du
point (p, g) et un nombre & > 0. 11 existe des ensembles ouverts S =X et T< Y
tels que pe S, qe Tet S x T < U. Les sections f, étant ,,équicliquish®, il existe un
ensemble ouvert non-vide T, < T tel que d (f(x, y,), f(%, ¥2)) < &[4 pour tous les
points (x, y), (x, y;), ol xe X et y,, y, € T;. Fixons un point y € V. La section f”
étant ,,cliquish®, il existe un ensemble ouvert non-vide S, = S tel que d(f(x,, ),
f(x2, ¥1)) < /4 pour tousles points x,, x, € S;. Soient (u, v), (4, v,) des points de

" I’ensemble ouvert S, x T;.On a )

d(f(w, v), f(w1, 1)) < d(f(, v), f(, y)) + A(f(w, y), f(w1, ¥)) +
+ d(f(uy, y), f(ug, 1) < €[4 + &[4 + eld <e.

Puisque S, x T, < U, la preuve est achevée.

Théoréme 3. Supposons que Pespace topologique X soit tel qu’il existe pour tout
point x € X un entourage ouvert satisfaisant au deuxiéme axiome de dénombra-
bilité. Toute fonction réelle f: X x R — R ayant toutes les sections f, croissantes
et toutes les sections f ,,cliquish* est ,,cliquish*.

Preuve. Fixons un point (p, q)eX X R et un nombre ¢ > 0. Soit U =« X x R
un entourage ouvert du point (p, g). Il existe des ensembles ouverts S « X et T < R
telsque pe S, ge Tet S x T < U. Sans restreindre la généralité, on peut supposer
qu’il existe dans I'ensemble S une base dénombrable d’ensembles ouverts G, (n =
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=1,2, ) Toutes les sections f” étant ,,cliquish®, il existe pour tout y € T un en-
semble G,,, = S tel que lf(xl, y) — f(x*s, y)| < ¢/8 pour tous les points x,, X, €
€ G,,)- La famille {G,,): y € T} étant dénombrable, il existe un indice naturel n,
tel que I’ensemble K = {y e T: n(y) = n,} est de deuxiéme catégorie. Soit I = T
un intervalle ouvert non-vide dans lequel I’ensemble K N I est dense. Fixons un point
u, € G,,. La section f, étant ,cliquish®, il existe un intervalle ouvert non-vide J < I
tel que |f(uo, y1) — f(o, 2)| < €/8 pour tous les points y,, y, € J. L'ensemble
G,, x J < U est ouvert et, quels que soient les points (u,v), (uy, v,)€G,, X J
(v < vy); il existe les nombres z, z, € J N K tels que z < vet z, = v,. Sif(uy, v,) 2
2 f(u,v), on a

lf'(ul’ vl) - f(u" D)I =f(u1’ vl) - f(u: D) éf(uls zl) —f(ll-, Z) _S_
= |f(u1, 21) —_f(“m zn)' + I-f(“m zy) — f(uo, Z)I +
+ [f(uo, 2) — f(u, z) <8 +¢f8 +¢8<e.

Dans le cas contraire, si f(u,,v,) < f(u,v), ona

|71, 01) = f(, 0)] = f(w,0) = flwss 1) < f(w, 21) = Sy, 2) <
< If(u, zy) — f(uo, zl)| + If(uo, z,) — f(uo, z)| +
+ |f(uo, 2) = fuy, 2)| < ¢/8 + £[8 + €8 <&.
Il en résulte que la fonction f est ,,cliquish* au point (p, q) et la preuve est achevée.

Exemple 1. Soient X = Y = M = R et T la topologie de densité. Soit A = R? un
ensemble ayant toutes ses sections 4, et A” vides ou composées d’un élément et tel
que la mesure intérieure de son complémentaire R* — A est égale a zéro (v. [12]).
Admettons I’axiome de Martin et rangeons tous les nombres réels en une suite trans-
finie

XisXgy ooty Xgyoany &< Q,

ou Q désigne le prémier nombre ordinal indénombrable, x; #+ x, pour B + «,
a, B < Q et tous les ensembles B, = {x;: B < «} sont de mesure zéro. Etant fixé
o < Q, il existe un ensemble C, o B, du type G; et de mesure zéro. Il existe pour
tout o < Q une fonction g,: R — [0, 1] approximativement continue et telle que
g.(x) = 0 pour xe C, — A™ et g,(x) > 0 pour x ¢ C, — 4™. (v. [14]). Si 4™ =
= {t,}, posons h,(x) = g,(x)/g.(t,) (xeR) et si A™ =0, posons h,(x) = g,(x)
(x € R). Soit f(x, y) = hy(x) pour xe R et y = x,. Toutes les sections f” sont ap-
proximativement continues, donc continues par rapport a la topologie T, et toutes
les sections f, sont ,cliquish* relativement a la topologie T,, puisque elles sont
égales a zéro presque partout. Démontrons encore que la fonction f n’est ,,cliquish*
par rapport a la topologie produit T; x T, en aucun point, En effet, fixons un en-
semble D x E + 0, o0 D, Ee T,. D’une part A n (D x E) % 0, il existe donc un
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point (u,v)e D x E tel que f(u, v) = 1 et d’autre part, il existe we E tel que
f(u,w) = 0.

Remarque 3. Si toutes les sections f, d’une fonction f: R* — R sont semi-équi-
continues supérieurement en tout point y € R (c’est-é-dire, il existe pour tout ¢ > 0
un nombre & > 0 tel que f,(f) — f.(y) < & pour tout te(y — 8, y + 9), quel que
soit x € R) et si toutes les sections f” sont ,,cliquish*, la fonction f est aussi ,,cliquish*.

(v. [5] et [4]).

Exemple 2. Soient X = Y= M = R et T la topologie de tous les ensembles
dans R de la forme U — ¥V, ou U < R est un ensemble ouvert et ¥ = R est un en-
semble dénombrable. L’hypothése du continu implique qu’il existe une fonction
fiR* > [0, 1] telle que toutes les sections f, sont semi-équicontinues supérieurement
par rapport a la topologie T en tout point ye R (c'est-a-dire, il existe pour tout
¢ > 0 un entourage ouvert ¥, = T du point y tel que f,(t) — f.(»¥) < & pour tout
te V,, quel que soit x € R) et égales a ziro a I’exception d’ensemble dénombrable
et toutes les sections f” sont égales a 1 a I'exception d’ensemble dénombrable (v. [6]).
On voit facilement que toutes les sections f” sont ,,cliquish* par rapport a la topolo-
gie T. Remarquons encore que la fonction f n’est ,,cliquish® par rapport a la topologie
T x Ten aucun point. Eneffet,siU x Vo Tx TetU x V + Oet(x,y)e U xV,
il existe un point ve ¥V et un point u € U tels que f(x,v) = 0 et f(u, y) = 1. Par
conséquent, (x,v)e U x V,(u, y)eU x Vet |f(x, v) — f(u, y)] =1>12=¢

Remarque 4. La famille de toutes les fonctions ,,cliquish* f: R — R par rapport
a la topologie euclidienne est une algébre de fonctions contenant toutes les fonctions
quasi-continues.

Dans la preuve du théoréme 4 nous profitons du lemme suivant:

Lemme. Soit m: R — R une fonction ,,cliquish* et telle que I'ensemble m~'(0)
est dense et m soit continue en tout point x tel que m(x) = 0. Dans ces hypothéses,
la fonction m est la somme de deux fonctions quasi-continues h, k: R — R.

Preuve. Désignons par 4, (n = 1,2,...) I'ensemble {x € R: osc m(x) = 27"} et
remarquons que tous les ensembles 4, (n = 1,2, ...) sont non-denses et fermés.

Rangeons tous les intervalles ouverts d’extrémités rationnelles en une suite (I,f MR
Il existe une famille dénombrable (J,'¥)° _; d’intervalles fermés telle que:
les extrémités des intervalles J'* (k, n = 1, 2,...) n’appartiennent pas a {J 4,;

n=1

Ja' A JH" = 0 lorsque n # s ou bien k + r;
Ja'™® A Ay = 0 pour tous les indices k,n = 1,2, ... ;
étant fixé k, la suite d’intervalles (J,'¥) est convergente vers 'ensemble A4, (c’est-
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a-dire CI(J JA'®) = U Ji'* U 4,) et si une sous-suite (J,'*); est convergente
n=1 n=1

(dans la métrique de Hausdorff) vers un point x, on a x € 4,;

lim sup {o(x, 4,): x € U J“"}
k=
Soit g,: R — R une fonction continue en tout point x ¢ 4, et telle que g,(J3'*) =
= ClI; pour k,n = 1,2, ... et g,(x) = m(x) lorsque x € 4,.
L’ensemble A, — A, étant du type F, et de premiére catégorie, ona A, — 4, =
= (JB}, ou tous les ensembles B} sont fermés et disjoints deux a deux (v. [13]).
k

Sans restreindre la généralité on peutsupposer que B} < Int J; ' lorsque B} n J,'' +
0 (k,I,n=1,2,..). Il existe de nouveau une famille dénombrable (J3*)P; .-,
d’intervalles fermés telle que:

les extrémités des intervalles J2'* (k,I,n =1,2,...) n’appartiennent pas

a U4,

n=1

J3% a J3* = 0lorsque [ # r ou bien k # s ou bien n * g;
J2™ ~ A, = 0 pour tous les indices k, I, n = 1,2, ... ; étant fixés I et k, la suite
d’intervalles (J 2.y est convergente vers I’ensemble B

si B2 = J!", on a U U JP e Int I (L r,s = 1,2,...);

k=1n=1

J:lk = 0;

s

siBlanly UJi*=0,0ona Y YJH*aU

k=1m=1 k=1n=1 k=

-
1]
-

étant fixé I, lim sup {o(x, 4,): xe |J J3*} = 0.
k=00 n=1

Rangeons tous les intervalles ouverts non-vides d’extrémités rationnelles contenus
dans (—1/2, 1/2) en une suite (I2)7,. Soit g,: R — [—1/2, 1/2] une fonction con-
tinue en tout point x¢ A, et telle que g,(J2"*) = CI(I7) pour k,l,n=1,2,...,
g,(x) = m(x) lorsque x€A; — Ay et gy(x) = 0 lorsuge x€ A; U

2]

V(R - U U UInth"‘)

I=1k=1n=1
En généraldansle r-mepas(r > 2) on a 4, — A,_; = |J Bj, outouslesensembles
C k

B; sont fermés et disjoints deux a deux et tels que B} < Int J¥'lorsque B} n J5' % 0
(I<retk,n,s,t =1,2,...) et, par conséquent, il existe une famille dénombrable
d’intervalles fermés telle que:

0
les extrémités des intervalles J;'* (k, I, n = 1, 2, ...) n’appartiennent pas & | 4,;
n=1

J' A J7P* = 0 lorsque I  p ou bien k + s ou bien n * g;
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J:* A A, = 0 pour tous les indices k, I,n = 1,2,.

étant fixé | et k, la suite d’intervalles (J’"‘) >, est convergente vers l’ensemble Bj;

étant fixé I, lim sup {o(x, 4,): x & U Ji*¥} = 0;si B < Ji?, on a U U J* e
k— o0 n=1 k=1n=1

cIntJ?(t<retq,l,p,s=12,. )

r-1 o o

siBiny U U UJ”’"—O onaU U.I'”‘nU U U UJ""‘—O

s=1p=1k=1n=1 k=1n=1 s=1p=1k=1n=1
Rangeons tous les intervalles ouverts non-vides d’extrémités rationnelles contenus

dans (—2'7",2'"") en une suite (I})7-,. Soit g,: R —» [—2'7",2'~"] une fonction
continue en tout point x ¢ 4, et telle que g,(J;*) = ClI; pour k,I,n =1,2,...,
g,(x) = m(x) lorsque xed, — A,_; et g(x) =0 lorsque x€ 4,_, U

U(R - U U U Int J;'%). Posons

I=1k=1n=1

h(x) = Y. g.(x) pour xeR.
r=1

@

La fonction h est continue en tout point x ¢ () 4,, comme la somme de série uni-
n=1

formément convergent, de fonctions continues en ce point x. Demontrons que la fonc-
©

tion h est quasi-continue en tout point x e ) 4,. Fixons un point x € U A,, un
n=1 n=1
nombre ¢ > 0 et un entourage ouvert U du point x. Soit N le premier nombre naturel

tel que x € Ay et p > N un nombre naturel tel que Y. 2'"* < ¢/4. On a pour

k=p+1

teR
h(t) {21 a.(?) +k§1;v a:(1) +k=§+ lgk(t).

Les fonctions g, (k = 1, ..., N — 1) étant continues au point x, il existe un entourage
ouvert V < U du point x tel que

N-1
Y |gk(t) - gk(x)| < ¢8 pourtout teV.
=1

On a aussi, pour tout t € R,

| ¥ g = ¥ |a)| s ¥ 27 <¢f8.
k=p+1 k=p+1 k=p+1

Il existe un intervalle I§ < (gy(x) — ¢/8, gu(x) + ¢/8) et un intervalle JY'X < ¥
[+ 0 Lo}

14
et tels que gy(JY'¥) = ClI¥. Remarquons que J'** — U U U U JY* contient
t=N+1l=1k=1n=1
un intervalle ouvert non-vide W et que g,(t) = O pour tout te Wu {x} et k =

=N+ 1,...,p.On a donc pour'te W
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) = h69) = | 50 = 09| = | £ 0400 = ()] <
ékilgk(t) — gi(®)| =§:ng(t) — gulx)| + |gn(t) — 9u(x)| +

P

+ Y o) = 9u()| +k=§+llgk(t) - g(x)| =

k=N+1

ST 10— )] + 10a) = x|+ 3 Joi) - o) +

k=N+1
+ Y lan)] + X ng(x)l <ée8+¢e8+0+¢8+¢8=¢2<e¢.
k=p+1 k=p+1

La fonction h est donc quasi-continue. De méme on démontre que la fonction k =
= m — h est quasi-continue et la preuve est achevée.

Théoréme 4. Soit f: R — R une fonction ,,cliquish* telle qu’il existe pour tout
point de discontinuité x de la fonction f une suite (x,) de ses points de continuité
convergente vers x pour laquelle il existe une limite finite lim f(x,), que nous dé-

n—ow

signons par a(x). Dans ces hypothéses, la fonction f est la somme de trois fonctions
quasi-continues g, h, k: R - R.

Preuve. Posons

o(x) = f(x) lorsque x est un point de continuité de f
a(x) lorsque x est un point de discontinuité de f

(étant donné x € R, il peut exister beaucoup de nombres a(x). Nous prenons
I'un d’eux.) .

Puisque la fonction f est ,,cliquish®, I’ensemble des points de continuité de la
fonction f est résiduel. Il en résulte que la fonction g est quasi-continue. Comme,
de plus, la fonction m(x) = f(x) — g(x) est la somme de deux fonctions quasi
continues h, k: R — R d’aprés le lemme, la preuve est donc achevée.

Théoréme 5. Toute fonction ,,cliquish* f: R — R est la somme de quatre fonctions
quasi-continues g, h, k, m: R - R.

Preuve. Soit 4 I'ensemble de tous les points x € R tels que, quelle que soit la
suite (x,);; de points de continuité de la fonction f convergente vers x et telle qu'il
existe lim f(x,), on a lim f(x,) = oo ou bien lim f(x,) = —co. Il existe une suite

n—o© n—*o0 n—+o

d’intervalles fermés I,, dont les extrémités sont des points de continuité de la fonc-
tion f, disjoints deux a deux et tels que la fonction f est bornée sur tout intervalle I,
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(n =1,2,...) et I'union I, est dense et I’ensemble R — (JIntI, est parfait

(IntI, + 0 pour n = 1,2,...). Fixons dans tout ensemble IntI, un point x, qui
est un point de continuité de la fonction f. Soit g: R — R une fonction continue en

tout point x e (J Int/, et telle que g(x,) = —f(x,) et g(Intl,) =R (n = 1,2,...).
1

Remarquons que 4 « B — () I,. On a f(x) = —g(x) + (f(x) + g(x)). La fonction

n=1
—g est quasi-continue. La fonction f + g satisfait 4 toutes les hypothéses du théore-
me 4. En effet, elle est continue en tout point de continuité de la fonction f apparte-

©
nant a I’ensemble (J IntI,, comme la somme de deux fonctions continues en ce

n=1
point. Cela signifie que la fonction f + g est ,,cliquish’. De plus, f(x,) + g(x,) = 0
(n =1,2,...) et fest bornée sur tout intervalle I, (n = 1, 2,...), il existe donc pour
tout point x qui est un point de discontinuité de la fonction f + g, une suite (y,)
de points de continuité de la fonction f + g convergente vers x et telle que lim f(y,,)

n—ao0

existe et est finie. D’aprés le théoréme 4 ona f + g = h + k + m, ou les fonctions
h, k, m sont quasi-continues. Cela termine la preuve.

Remarque 5. 1l existe une fonction ,,cliquish® f: R - R (méme de premiere
classe de Baire) qui n’est le produit d’aucun nombre fini de fonctions quasi-continues.
En effet, posons.

1) = q~ "' lorsque x est rationnel, x = p/q et (p,q) =1
"/ 7|0 lorsque x est irrationnel.

Sif=fi.fs...fn il existe un indice k < n tel que I'ensemble {x: f,(x) = O} est de
deuxiéme catégorie. Soient I un intervalle ouvert (= 0) dans lequel I'ensemble
{x:fi(x) = 0} est résiduel et x € I un nombre rationnel. Puisque f,(x) # 0, la fonc-
tion f, n'est pas quasi-continue au point x.

Remarque 6. Toute dérivée f' de f: R — R est une fonction ,,cliquish* en tant
qu’une fonction de premiére classe de Baire. De méme toute dérivée partielle f;
ou bien f; d’une function continue f: R* — R est une fonction,,cliquish*. La dérivée
particlle f; d’une fonction discontinue peut déja ne pas étre ,,cliquish“. Par exemple,
si la fonction g: R —» R n’est pas ,,cliquish®, la dérivée partielle f; de la fonction
f(%, ») = x g(y) n’est pas ,,cliquish*. Dans Iarticle [3] Davies a démontré que la
dérivée partielle f;, d’une fonction f: R* — R est toujours de deuxi¢me classe de Baire
et qu’il existe une dérivée f,, = £, d’une fonction f: R? — R qui n’est pas de pre-
miére classe de Baire.

Il existe également une dérivée partielle f, = f,, d’une fonction f: R*> — R qui
n’est ,,cliquish en aucun point. Telle est, par exemple, la fonction g: R?* — [0, 1]
construite dans I'article [8], discontinue en tout point (x, y) € R? et telle que
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9(x,7) = ¥ 9.(*) 9.(y), pour (x,y)eR?,
n=1

ou toutes les fonctions g,: R — [0, 1] sont approximativement continues et leurs
supports sont disjoints deux a deux. On a

x (*y
g(u, v) = fi(u,v) = fr(u,v), ou f(x,y) =j J‘ g(u, v)dudv
0J0
(v. [3]) et 1a fonction g n’est ,,cliquish* en aucun point, car elle est discontinue en
tout point. Cependant, toute fonction f: R — R dont toutes les sections f, et f”
sont approximativement continues et continues presque partout est déja ,,cliquish*,
puisque elle est ponctuellement discontinue (v. [8]).
En finissant, nous donnons une réponse partielle a la question suivante de Petruska:

Probleme ([11], Problem 2). Is there a function f such that f; and f}, exist every-
where while f), does not exist at any point?

Théoréme 6. Si une fonction f: R> — R est telle que les dérivées partielles f, et f,
existent partout et la dérivée parteille f, est bornée dans un certain intervalle
Sfermé [a, b] x [c,d], la dérivée partielle f,, existe et est égale a f,, presque
partout dans Pintervalle [a, b] x [c, d].

Preuve. En désignant par I,(x, y) lintervalle fermé [x,x + h] x [y, y + k]
(h, k # 0) on a pour presque tous les points (x, y) € (a, b) x (c, d),

(1) lim I I fi(u, v) du dofm,(Iu(x, ) = fo(x, ¥),

h,k->0 (x.5)

ol m, désigne la mesure de Lebesgue dans R? (v. [2]) Soit A I’ensemble de tous les
points (x, y) €(a, b) x (c, d) auxquels I'égalité (1) est satisfaite. On a m,(4) =
= m,([a, b] x [c,d]). Si (o, yo)€ 4, 0n a

ot = im [ [ o) sl o) -
I'nicd (

h.k=0 X0.y0)

xo+h pryotk
= lim j I fi(u, v) du do/hk =

hk=0 Jxo o

xo+h yo+k xo+h
= lim J. [ v, V) dv] du/hk = lim '[ (fiu, yo + k) —
h

h.k=0 X0 Yo k= X0

= S, yo)) dufhk = lim (f(xo + h, yo + k) = f(xo0, yo + k) +
+ f(xo + b, ¥) + f(%o0» yo))hk = lim h~![ lim (f(xo + b, yo + k) —
h—-0 k=0
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= flxo + h’, yo))lk — ],f_l:r:,(f(xo, Yo + k) = f(xo0, ¥o))[k] =

‘

= iin; (f3(xo + h, yo) = £(Xo0» Yo))[h -
Il en résulte que
lim (f;(xo + h, yo) — f3(Xo0 ¥o))[h
h—=0

existe et est égale & f1,(Xo, yo), d’or il vient que f;.(x,, yo) existe et est égale
a f1(%o, ¥o) et la preuve est achevée.

Exemple 3. Posons

xy(x?sinx~ 1 + y?)/(x* + y?) lorsque x % O,
f(x,y) = {1 y2)[(x* + y?) lorsq
0 lorsque x =0.

Les dérivées partielles f, et f,, existent en tout point (x, y) tel que x # 0. On a, de
plus,

110, y) = xhjf)l (f(xy) = f(0,¥))x =y
et

, it _ _ fxsinx™! lorsque x %0,
S 0) = il_,n; (xy) = f(x, O))fy = {0 lorsque x = 0.

Il en résulte que f7,(0, y) = 1 et £,(0, 0) n’existe pas.
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