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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 1 1 0 * PRAHA 3 0 . 8 . 1 9 8 5 * ČÍSLO 3 

SUR LES FONCTIONS CLIQUISH 

ZBIGNIEW GRANDE, Bydgoszcz 

(Reçu le 3 août 1983) 

Soient X, Y des espaces topologiques et M un espace métrique avec la métrique d. 
Une fonction f: X -» M est dite „cliquish" (quasi-continue au point xeX) lorsqu'il 
existe pour tout nombre e > 0 et pour tout entourage ouvert U du point x un en
semble ouvert non-vide G ce U tel que d(f(xl),f(x2)) < e (d(f(xi)*f(x)) < e pour 
tous les points xu x2 e G. Si une fonction f:X -» M est „cliquish" (quasi-continue) 
en tout point xeX, elle est dite „cliquish" (quasi-continue) (v. [1], [10] et [9]). 

Dans Particle [4] Fudali a démontré le théorème suivant: 

Théorème 0 ([4], Th. 3) Let X be a Baire space, Y be a space such that for each 
point y G Ythere exists an open neighbourhood which satisfies the second countabili-
ty axiom and let M be a metric space with a metric d. Further let f:X x Y—> M 
be a function such that for each xeX the section fx is „cliquishi<' and for each 
y e Y the section fy is quasi-continuous. Then f is cliquish. 

Nous démontrerons le suivant: 

Théorème 1. Soient X, Y, M les mêmes espaces que ceux dans le théorème 0 et 
f:X x Y-> M une fonction telle que toutes les sections fx(y) = f(x, y) soient 
,,cliquish". Pour que la fonction f soit „cliquish", il faut et il suffit qu'elle satisfasse 
à la condition suivante: 

(a) Vensemble Ae = {(x, y) e X x Y: x $ Cl(Int {t e X: d(f(t, y)9f(x, y)) < e})} est 
non-dense, quel que soit le nombre s > 0 (Int A et Cl A désignent, respectivement, 
Vintérieur et la fermeture de Vensemble A et fy(x) = f(x, y)). 

Preuve. Nécessité. Si une fonction f: X x Y-» M ayant ses sections f,. „cliquish" 
ne satisfait pas à la condition (a), il existe un nombre e > 0 tel que l'ensemble AE 

est dense dans un ensemble ouvert non-vide H cz X x Y. Soit Hl c H un ensemble 
ouvert non-vide. Il existe des ensembles ouverts non-vides 5 c l e t 7 c Y tels que 
S x T c Hx. Soit (xu yt) un point de l'ensemble ( S x T) n AE. Puisque (xl9 yt) e 
eAe, on a donc xi^Cllnt{teX:d(f(t,y1), f(xl,yl)) < e}) et par conséquent 
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S <$z {teX: d(f(t,yx), f(xu yx)) < e}. Il existe donc un point x2 e S tel que 
d(f(x2, yi),f(xi9 yt)) — e. L'ensemble ouvert Hx étant arbitraire, il existe dans tout 
sous-ensemble ouvert non-vide de l'ensemble H deux points (u, v) et (5, t) tels que 
d(f(u, v),f(s, t)) ^ e. Il en résulte que la fonction f n'est ,,cliquish" en aucun point 
de l'ensemble H et la preuve de la nécessité est achevée. 

Suffisance. La démonstration de la suffisance est une modification de la preuve 
du théorème de Fudali [4]. Fixons un point (p, q)eX x Y et démontrons que la 
fonction / est ,,cliquish" au point (p, q). Soient H cz X x Y un entourage ouvert 
du point (p, q) et e un nombre positif L'ensemble H1 = H — Cl(A£/8) étant non-vide, 
il existe des ensembles ouverts non-vides U a X et V cz Y tels que U x V cz Hx. 
Sans restreindre la généralité on peut supposer qu'il existe un base dénombrable 
d'ensembles ouvertes Gn(n = 1,2,...) dans l'ensemble V. Posons, pour n = 1,2,... , 

Kn = {x e U: d(f(x, yx)9 f(x, y2)) < e/8 pour tous les points yl9 y2 e Gn) . 

Remarquons que U = \JKn. En effet, d'une part tout ensemble Kn cz U pour 
n 

n = 1, 2 , . . . , donc \JKn cz U. D'autre part si x e U, la section fx est , cliquish" 
n 

et il existe un ensemble ourvert non-vide Gno tel que d(f(x yx),f(x,y2)) < e/8 
pour tous les points yl9 y2 e Gno. Il en résulte que x e Kno et par conséquent U cz [)Kn. 

n 

Puisque X est un espace de Baire, l'ensemble U est de deuxième catégorie et par 
conséquent il existe un indice naturel n0 tel que l'ensemble Kno est de deuxième caté
gorie. Soit U! cz U un ensemble ouvert non-vide dans lequel l'ensemble Kno n UY 

est dense. Fixons un point (a, b)eUx x G„Q. Puisque AE/8 n(U x V) = 0, il existe 
un ensemble ouvert non-vide U2 c Ut tel que d(f(xu b),f(x2, b)) < e/8 pour tous 
les points xï9 x2 e U2. Fixons un point (s, t) e (U2 x {b}) u ((K„0 n U2) x Gno) = T 
et un point (x, y) e U2 x GnQ. Puisque Ae/8 n (U x V) = 0, il existe un ensemble 
ouvert non-vide Uy cz U2 tel que d(f(x, y),f(xl9 y)) < e/8 pour tout point xt e Uy. 
Mais l'ensemble Kno n U2 est dense dans U2, il existe donc un point x0 e U2 n Kno. 
Il en résulte que 

d(f(x> y)>f(*> 0) = d(f(x> y)>f(x<» y)) + </"(*o, y),/(*0, &)) + 

</ (*o . b),f(s, b)) + d(f(s, b),f(s, t)) < e/8 + e/8 + e/8 + e/8 = e/2 

et par conséquent, quels que soient les points (x, y), (x', y') G U2 X Gno, on a 

d(f(xf, y'), f(x, y)) ^ d(f(x', y'), f(s, t)) + d(f(s, t), f(x, y)) < e/2 + e/2 = e . 

L'ensemble ouvert non-vide U2 x Gno cz U x V cz Hl c H, la fonction f est donc 
,,cliquish" au point (p, q) et la preuve est achevée. 

R e m a r q u e 1. Le théorème 0 résulte directement du théorème 1. On a alors A = 0, 
quel que soit le nombre e > 0. 
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Remarque 2. Il existe une fonction réelle f: R2 -> R ayant toutes ses sections 
fx ttfy ,,cliquish", qui n'est pas ,,cliquish" elle-même, mais telle que l'ensemble 

B(f) -= {(x, y) e R2: la section fy n'est pas quasi-continue au point x} 

est de première catégorie. Telle est, par exemple, la fonction indicatrice d'un ensemble 
dénombrable et dense A a R2 dont toutes les sections Ax = {y e R: (x, y) e A} 
et Ay = [x e R: (x, y) e A) ne contiennet qu'un point au plus. 

Maintenant démontrons encore quelques conditions suffisantes pour qu'une 
fonction f:X x y-» M soit ,,cliquish". 

Définition 1. Soient S un ensemble d'indices etfs: X -> M (s eS) une famille de 
fonctions. On dit que les fonctions fs (se S) sont „êquic\iquisW> au point xeX, 
lorsqu'il existe pour tout entourage ouvert non-vide U a X du point x et pour tout 
nombre s > 0 un ensemble ouvert non-vide G c U tel que d(fs(x1),fs(x2)) < s pour 
tous les points xl9 x2 e G, quel que soit l'indice se S. Si les fonctions fs (s e S) sont 
,,équicliquish" en tout point xeX, elles sont dites „équicliquish". 

Théorème 2. Si toutes les sections fx d'une f onction f: X x Y -> M sont „équicli-
quish" et si toutes les sections fy sont ,,cliquish", la fonction f est „cliquish". 

Preuve. Fixons un point (p, q)eX x Y, un entourage ouvert U a X x Y du 
point (p, q) et un nombre e > 0. Il existe des ensembles ouverts S cz X et T cz Y 
tels que peS,qeTetSx T a U. Les sections fx étant ,,équicliquish", il existe un 
ensemble ouvert non-vide Tx cz T tel que d (f(x, y1),f(x9 y2)) < e/4 pour tous les 
points (x, y), (x, y2), où x e X et yl9 y2eTt. Fixons un point y e V. La section fy 

étant ,,cliquish", il existe un ensemble ouvert non-vide Sx cz S tel que d(f(xl9 y), 
f(xi> yi)) < e/4 pour tous les points xl9 x2 e St. Soient (u, v), (ul9 vt) des points de 
l'ensemble ouvert S t x T^ On a 

d(f(u, v),f(uly vx)) z% d(f(u, v),f(u9 y)) + d(f(u, y)9f(ul9 y)) + 

+ d(f(ul9 y)9f(ul9 v,)) < e/4 + e/4 + e/4 < e. 

Puisque SY x T1 cz U, la preuve est achevée. 

Théorème 3. Supposons que Vespace topologique X soit tel qu'il existe pour tout 
point xeX un entourage ouvert satisfaisant au deuxième axiome de dénombra-
bilité. Toute fonction réelle f: X x R -> R ayant toutes les sections fx croissantes 
et toutes les sections fy ,,cliquish" est „cliquish". 

Preuve . Fixons un point (p,q)eX x R et un nombre e > 0. Soit U a X x R 
un entourage ouvert du point (p, q). Il existe des ensembles ouverts S a X et T a R 
tels que peS, qeTctSx T cz U. Sans restreindre la généralité, on peut supposer 
qu'il existe dans l'ensemble 5 une base dénombrable d'ensembles ouverts Gn (n = 
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= 1, 2, . . . ) . Toutes les sections fy étant „cliquish", il existe pour tout y e Tun en
semble Gn(y) cz S tel que \f(xl9 y) — f(x2, y)\ < e/8 pour tous les points xl9 x2 e 
e Gn(y). La famille {Gn(y): y e T} étant dénombrable, il existe un indice naturel n0 

tel que l'ensemble K = {ye T: n(y) = n0} est de deuxième catégorie. Soit I a T 
un intervalle ouvert non-vide dans lequel l'ensemble K n I est dense. Fixons un point 
u0 e Gno. La section fUQ étant „cliquish", il existe un intervalle ouvert non-vide J c I 
tel que [f(u0, y^ — f(u0,y2)\ < e/8 pour tous les points yl9 y2 e J. L'ensemble 
Gno x J cz 17 est ouvert et, quels que soient les points (u, v), (ul9 vx)e Gno x J 
(v ^ i^), il existe les nombres z,z1e J c\K tels que Z ^ v et z1 ^ p1. Sif(ul5 vt) ^ 

= f(u, »), on a 

! / (" ! , vi) - / ( " , »)| = /("i> "i) - / ( * , v) = f(ul9 Zi) - f(u, Z) = 

-â |/(i*i, zi) - / ("o , z i ) | + [/("o, z i ) - / K , z)| + 

+ [f(u0, Z) - f(u, Z)| < fi/8 + fi/8 + s/8 < fi . 

Dans le cas contraire, sif(ul9 t74) < f(u, v), on a 

1/0*1, vi) - f(u> v)\ = f(u> v) - / ( " î , "t) -S / ( " , z i ) - / ( M i , z) =" 

= |/(u, Z,) - / ( M 0 , Zi)| + \f(u0, Z,) - / (u 0 , Z)| + 

+ |/(*o, z) - / ( ^ i , *)| < <*/» + e/8 + e/8 < fi. 

Il en résulte que la fonction/est „cliquish" au point (p, q) et la preuve est achevée. 

Exemple 1. Soient X = Y = M = R et Td la topologie de densité. Soit A c R2 un 
ensemble ayant toutes ses sections Ax et Ay vides ou composées d'un élément et tel 
que la mesure intérieure de son complémentaire R2 — A est égale à zéro (v. [12]). 
Admettons l'axiome de Martin et rangeons tous les nombres réels en une suite trans
finie 

Xl9 X2, ..., Xa, ... 9 CL < il 9 

où Q désigne le premier nombre ordinal indénombrable, xp 4= xa pour p #= a, 
a, p < Q et tous les ensembles Ba = {xp: jS < a} sont de mesure zéro. Étant fixé 
a < Q, il existe un ensemble Ca ZD Ba du type Gô et de mesure zéro. Il existe pour 
tout a < Q une fonction ga: R -> [0, 1] approximativement continue et telle que 
ga(x) = 0 pour x e Ca - _4Xa et aa(x) > 0 pour x$Ca- Ax\ (v. [14]). Si Ax* = 
= {ta}, posons ha(x) = ga(x)lga(ta) (xeR) et si A** = 0, posons ha(x) = ga(x) 
(x e R). Soit f(x, y) = ha(x) pour x e R et y = xa. Toutes les sections fy sont ap
proximativement continues, donc continues par rapport à la topologie Td et toutes 
les sections fx sont „cliquish" relativement à la topologie Td, puisque elles sont 
égales à zéro presque partout. Démontrons encore que la fonction / n'est „cliquish" 
par rapport à la topologie produit Td x Td en aucun point, En effet, fixons un en
semble D x E 4= 0, où D9 E e Td. D'une part A n (D x E) =j= 0, il existe donc un 
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point (u, v) e D x E tel que f(u, v) = 1 et d'autre part, il existe w e E tel que 
f(w, vv) = 0. 

Remarque 3. Si toutes les sections fx d'une fonction f: R2 -* R sont semi-équi-
continues supérieurement en tout point y e R (c'est-à-dire, il existe pour tout e > 0 
un nombre ô > 0 tel que fx(t) — fx(y) < £ pour tout t e (y — ô, y 4- <5), quel que 
soit xe R)et si toutes les sections fy sont ,,cliquish", la fonctionfest aussi ,,cliquish". 
(v. [5] et [4]). 

Exemple 2. Soient X = Y = M = R et T la topologie de tous les ensembles 
dans R de la forme U — V, où U cz R est un ensemble ouvert et V c K est un en
semble dénombrable. L'hypothèse du continu implique qu'il existe une fonction 
f: R2 -> [0, 1] telle que toutes les sections f, sont semi-équicontinues supérieurement 
par rapport à la topologie T en tout point yeR (c'est-à-dire, il existe pour tout 
e > 0 un entourage ouvert F y c Tdu point y tel que fx(t) — fx(y) < e pour tout 
t e Vy, quel que soit x e R) et égales à z;ro à l'exception d'ensemble dénombrable 
et toutes les sections fy sont égales à 1 à l'exception d'ensemble dénombrable (v. [6]). 
On voit facilement que toutes les sections fy sont ,,cliquish" par rapport à la topolo
gie T. Remarquons encore que la fonctionf n'est ,,cliquish" par rapport à la topologie 
T x F en aucun point. En effet, si U x V c T x F et U x V + 0 et (x, y) e U x V, 
il existe un point v e V et un point ueU tels que f(x, v) = 0 et f(u, y) = 1. Par 
conséquent, (x, v)eU x V, (u, y) eU x Vet |f(x, v) — f(u, y)\ = 1 > 1/2 = s. 

Remarque 4. La famille de toutes les fonctions ,,cliquish"f: R -> R par rapport 
à la topologie euclidienne est une algèbre de fonctions contenant toutes les fonctions 
quasi-continues. 

Dans la preuve du théorème 4 nous profitons du lemme suivant: 

Lemme. Soit m: R -> R une fonction ,,cliquish" et telle que Vensemble m - 1(0) 
est dense et m soit continue en tout point x tel que m(x) = 0. Dans ces hypothèses, 
la fonction m est la somme de deux fonctions quasi-continues h, k: R -> R. 

Preuve. Désignons par An (n = 1, 2,. . .) l'ensemble {xe R: ose m(x) = 2~"} et 
remarquons que tous les ensembles An (n = 1,2,...) sont non-denses et fermés. 

Rangeons tous les intervalles ouverts d'extrémités rationnelles en une suite (/£)"= i-
Il existe une famille dénombrable (J1

n
lk)^n = 1 d'intervalles fermés telle que: 

00 

les extrémités des intervalles Jlu (k, n = 1, 2, . . .) n'appartiennent pas à (j An; 

Jllk n Jllr = 0 lorsque n #= s ou bien k 4= r; 
Jllfe n Ax = 0 pour tous les indices k, n = 1, 2,... ; 

étant fixé fc, la suite d'intervalles (J*1*) est convergente vers l'ensemble Ax (c'est-
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à-dire Cl( U «IJ1*) = U J\lk u ^1) e t Sl u n e sous-suite (JJ.1*); est convergente 
n = l n = l 

(dans la métrique de Hausdorff) vers un point x, on a x e At; 

lim sup {Q(X, At): x e \J Jl
n

 lfc} = 0 . 
fc-*oo n= 1 

Soit gx: R -> R une fonction continue en tout point x <£ Ax et telle que gi(J^lfc) = 
= ClIjJ pour k, n = 1, 2 , . . . et glvx) = m(x) lorsque xeAv 

L'ensemble A2 — Ax étant du type F,,, et de première catégorie, on a, A2 — Ax = 
=-= U-̂ fc» où tous les ensembles B2 sont fermés et disjoints deux à deux (v. [13]). 

k 

Sans restreindre la généralité on peut supposer que B\ c Int Jlu lorsque B2 n J111 4= 
4= 0 (k, /, n = 1, 2, . . .) . Il existe de nouveau une famille dénombrable (J2lk)ktit„ = \ 
d'intervalles fermés telle que: 

les extrémités des intervalles J2Xk (k, /, n = 1,2,...) n'appartiennent pas 
00 

à \]An\ 
71 = 1 

J^k n J*" = 0 lorsque / 4= r ou bien k 4= s ou bien n 4= q; 
J2lk n A2 = 0 pour tous les indices k, /, n = 1, 2 , . . . ; étant fixés / et k, la suite 

d'intervalles (J\lk)n = i est convergente vers l'ensemble B\; 

si B\ c= Jl
s
lr, on a U U J2lk ^ Int Js

u'(/, r, s = 1, 2, . . . ) ; 
t = l n = l 

si B? n G U J"" = 0, on a U G -J*2" ^ G G -f,." = 0; 
fc = l m = l fc-lB=l fc=l n = l 

00 

étant fixé /, lim sup {Q(X, A2): xe(j Jn
lk} = 0. 

fc->oo n = l 

Rangeons tous les intervalles ouverts non-vides d'extrémités rationnelles contenus 
dans ( -1 /2 , 1/2) en une suite (I2)k=v Soit g2: R -> [ -1 /2 , 1/2] une fonction con
tinue en tout point x$ A2 et telle que g2(J

2lk) = Cl(I^) pour k, l,n = 1, 2 , . . . , 
9i(x) = w(x) lorsque x e A2 — Ax et g2(x) = 0 lorsuqe x e At u 

u ( * - Û U ÛlntJn
2Ifc). 

1=1k=\n=\ 

En général dans le r-ème pas (r > 2) on a Ar — A,.»! = U Bj[, où tous les ensembles 
fe 

££ sont fermés et disjoints deux à deux et tels que B[ <= Int Jlst lorsque Br
k n Jn

tl 4= 0 
(/ < r et k, n, s, t = 1, 2, . . . ) et, par conséquent, il existe une famille dénombrable 
d'intervalles fermés telle que: 

oo 

les extrémités des intervalles Jr
n
lk (k, /, n = 1, 2, . . .) n'appartiennent pas à U -4n; 

n = l 

Jn
lk n Jr

q
ps = 0 lorsque / 4= p ou bien k 4= 5 ou bien n 4= q; 
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Jn
lk n Ar = 0 pour tous les indices fc, /, n = 1, 2 , . . . ; 

étant fixé / et k, la suite d'intervalles (Jn
k)n = i est convergente vers l'ensemble B\\ 

oo oo oo 

étant fixé /, lim sup [Q(X, Ar): xe{J Jr
n
lk} = 0; si B\ c J j " , on a \J IJ Jr

n
lk c 

fc->oo « = 1 fc = l n = l 

c Int J's" (t < r et g, ., p, s = 1, 2 , . . . ) ; 
r—1 o o o o o o o o o o o o o o o o o o 

snr,n\j u U U ! f = 0,onaU U ^ ' ^ U U U U Jnpk = o. 
s = l p = l f c = l n = l fc=ln=l s = l p = l f c = l n = l 

Rangeons tous les intervalles ouverts non-vides d'extrémités rationnelles contenus 
dans ( - 2 1 _ r , 21 _ r) en une suite (IOfc^i- Soit gr: R -> [ -2 1 ~ r , 21" r] une fonction 
continue en tout point x$ Ar et telle que gr(Jn

k) = CH[ pour fc, /, n = 1, 2 , . . . , 
gr(x) = m(x) lorsque x e Ar — Ar_l et gr(x) = 0 lorsque xeAr^t u 

00 00 oo 

u (R - U U U I n t •#*). Posons 
J = l k = l n = l 

KX) = Z 0r(*) P°Ur X E J 

La fonction h est continue en tout point x $ \J An, comme la somme de série uni-
n = 1 

formément convergent, de fonctions continues en ce point x. Démontrons que la fonc-
oo oo 

tion h est quasi-continue en tout point xe\J An. Fixons un point xe{J An, un 
n = l n=l 

nombre e > 0 et un entourage ouvert U du point x. Soit N le premier nombre naturel 
00 

tel que x e AN et p > N un nombre naturel tel que £ 21_fc < e/4. On a pour 
fc=p+i 

teR 

Kt) = ldk(t) + tgk(t)+ f gfcC). 
fc=i fc=N fc=p+i 

Les fonctions gk (fc = 1, . . . , N — 1) étant continues au point x, il existe un entourage 
ouvert V c U du point x tel que 

N-i 

Z |gfc(0 - 0*001 < e/8 pour tout t e V. 
fc = i 

On a aussi, pour tout t e R, 

I £ 9k(t)\= l M O U £ 2'-*<a/8. 
fc=p+l fc=p+l fc=p+l 

Il existe un intervalle I£ c (g^x) — e/8, g^(x) + e/8) et un intervalle J*LK c: V 
p oo oo oo 

et tels que gN(J"LK) = C1I£. Remarquons que JN
S
LK - U U U U J?* contient 

t = N+l 1 = 1fc=l n = l 

un intervalle ouvert non-vide W et que gk(i) = 0 pour tout t e IV u {x} et fc = 
= N + 1, . . . , p. On a donc pour 'f e IV 
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m - K*)\ = IZ 9Jiň - Z gfr)\ = IZ (aát) - *(*))| = 
fc = l fc = l fc=l 

0 0 J V - 1 

= Z MO - 9k(*)\ = 1 M O - 9k(x)\ + \gN(t) - gN(x)\ + 
fc=i i t = i 

+ £ MO-0-MI+ £ M0-ff-WI = 
fc = / V + l k = p+l 

N-l p 

= Z MO - &(*). + MO - 0*(*)l + Z k*(0 - et(x)\ + 
k=i fc=N+i 

+ Z MOI+ Z Mx)|<e/8 + £/8 + 0 + £/8 + £/8 = e/2<E. 
k=p+l k=p+l 

La fonction h est donc quasi-continue. De même on démontre que la fonction k = 
= m — h est quasi-continue et la preuve est achevée. 

Théorème 4. Soit f: R —• R une fonction ,,cliquish" telle qu'il existe pour tout 
point de discontinuité x de la fonction f une suite (xn) de ses points de continuité 
convergente vers x pour laquelle il existe une limite finite lim/(x„), que nous dé-

n->oo 

signons par a(x). Dans ces hypothèses, la fonction f est la somme de trois fonctions 
quasi-continues g, h, k: R -> R. 

Preuve. Posons 

'W-ÍІ1 c) lorsque x est un point de continuité de / 

c) lorsque JC est un point de discontinuité de / 

(étant donné x e R, il peut exister beaucoup de nombres a(x). Nous prenons 
l'un d'eux.) 

Puisque la fonction / est ,,cliquish", l'ensemble des points de continuité de la 
fonction / est résiduel. Il en résulte que la fonction g est quasi-continue. Comme, 
de plus, la fonction m(x) = f(x) — g(x) est la somme de deux fonctions quasi 
continues h, k: R —> R d'après le lemme, la preuve est donc achevée. 

Théorème 5. Toute fonction ,,cliquish" f: R -> R est la somme de quatre fonctions 
quasi-continues g, h,k,m:R-> R. 

Preuve. Soit A l'ensemble de tous les points xe R tels que, quelle que soit la 
suite (xn)*= ! de points de continuité de la fonction / convergente vers x et telle qu'il 
existe limf(xn), on a lim/(xw) = oo ou bien limf(xn) = — oo. Il existe une suite 

H-+00 H-+00 «-+00 

d'intervalles fermés In dont les extrémités sont des points de continuité de la fonc
tion / , disjoints deux à deux et tels que la fonction / est bornée sur tout intervalle /„ 
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(n = 1 ,2,. . .) et Punion \JIn est dense et l'ensemble R — ( J I ^ A . e s t parfait 
n n 

(Int/„ + 0 pour n = 1,2,...). Fixons dans tout ensemble Int/„ un point xn qui 
est un point de continuité de la fonctionf Soit g: R -• R une fonction continue en 

OO 

tout point x G U Int /„ et telle que g(xn) = -f(xn) et g(IntI„) = R (n = 1, 2 , . . . ) . 
n=L 

OO 

Remarquons que A a R — f] In. On a / ( x ) = — g(x) + (f(x) + g(*)). La fonction 
n=i 

— g est quasi-continue. La fonction f + g satisfait à toutes les hypothèses du théorè
me 4. En effet, elle est continue en tout point de continuité de la fonction f apparte-

00 

nant à l'ensemble |J Int /„, comme la somme de deux fonctions continues en ce 
n = l 

point. Cela signifie que la fonction f + g est ,,cliquish". De plus, f(xn) + g(xn) = 0 
(n = 1,2,...) et f est bornée sur tout intervalle /„ (n = 1, 2, . . . ) , il existe donc pour 
tout point x qui est un point de discontinuité de la fonction f + g, une suite (yn) 
de points de continuité de la fonction f + g convergente vers x et telle que limf(yn) 

n-+oo 

existe et est finie. D'après le théorème 4 on af + g = h + k + m, où les fonctions 
h, k, m sont quasi-continues. Cela termine la preuve. 

Remarque 5. Il existe une fonction ,,cliquish" f: R —,• R (même de première 
classe de Baire) qui n'est le produit d'aucun nombre fini de fonctions quasi-continues. 
En effet, posons. 

[q~l lorsque x est rationnel, x = pjq et (p, q) = 1 

lorsque x est irrationnel. /w - {;' 
Sij* = f! .f2 ...f„, il existe un indice k ^ n tel que l'ensemble{x:fk(x) = 0} est de 
deuxième catégorie. Soient / un intervalle ouvert (=j= 0) dans lequel l'ensemble 
{x:fk(x) = 0} est résiduel et x e I un nombre rationnel. Puisque fk(x) + 0, la fonc
tion fk n'est pas quasi-continue au point x. 

Remarque 6. Toute dérivée f de f: R -• R est une fonction ,,ciiquish" en tant 
qu'une fonction de première classe de Baire. De même toute dérivée partielle fx 

ou bienfy d'une function continue f: R2 -> R est une f onction,,cliquish". La dérivée 
partielle f'x d'une fonction discontinue peut déjà ne pas être ,,cliquish". Par exemple., 
si la fonction g: R -> R n'est pas ,,cliquish", la dérivée partielle fx de la fonction 
f(x, y) = xg(y) n'est pas ,,cliquish". Dans l'article [3] Davies a démontré que la 
dérivée partielle fxy d'une fonction f: R2 -> R est toujours de deuxième classe de Baire 
et qu'il existe une dérivée fxy = f'yx d'une fonction f: R2 -> R qui n'est pas de pre
mière classe de Baire. 

Il existe également une dérivée partielle fxy = fyx d'une fonction f:R2 -> R qui 
n'est ,,cliquish" en aucun point. Telle est, par exemple, la fonction g: R2 -• [0, 1] 
construite dans l'article [8], discontinue en tout point (x, y) e R2 et telle que 
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v(x> y) = E 9*(x) 9n(y), pour (x9 y) eR2 , 

où toutes les fonctions gn: R -> [0, 1] sont approximativement continues et leurs 
supports sont disjoints deux à deux. On a 

d(u> V) = fxy(u> v) = fyX(u> v) > °ù f(x, y) = g(ti, v) du dv 
Jo Jo 

(v. [3]) et la fonction g n'est ,,cliquish" en aucun point, car elle est discontinue en 
tout point. Cependant, toute fonction f: R2 -> R dont toutes les sections fx et fy 

sont approximativement continues et continues presque partout est déjà ,,cliquish", 
puisque elle est ponctuellement discontinue (v. [8]). 

En finissant, nous donnons une réponse partielle à la question suivante de Petruska: 

P rob lème ( [H] , Problem 2). Is there a functionfsuch thatf^ and/J.' exist every-
where whilef^ does not exist at any point? 

Théorème 6. Si une fonction f: R2 -> R est telle que les dérivées partielles f'y et fxy 

existent partout et la dérivée parteille fxy est bornée dans un certain intervalle 
fermé [a, b] x [c, d], la dérivée partielle fyx existe et est égale à fxy presque 
partout dans l'intervalle [a, b] x [c, d]. 

Preuve. En désignant par Ihk(x, y) l'intervalle fermé [x,x + h] x [y9 y + k] 
(h, k 4= 0) on a pour presque tous les points (x, y) e (a, b) x (c, d)9 

0 ) -im fx
f
y(u,v)dudvlm2(lhk(x,y))=fx

,
y(x9y)9 

h>k-+0JlhkJ(x.y) 

où m2 désigne la mesure de Lebesgue dans R2 (v. [2]). Soit A l'ensemble de tous les 
points (x, y)e(a9 b) x (c,d) auxquels l'égalité (1) est satisfaite. On a m2(A) = 
= m2([a, b] x [c, d]). Si (x0, y0) e A, on a 

fZy(xo> yo) = lim fxy(u, v) du dv\m2(lhk(x09 y0)) = 
h>k-+0JrhkJ(xo.yo) 

pxo + h ryo + k 

= lim fxy(
u> v) du dvjhk = 

*.fc-0J*o J.vo 
/•xo + Zi r ryo + k -i rx0+h 

= lim f:y{u, v) àv Au\hk = lim ( />, y0 + k)-
"•--Ojxo LJw J ".«^Ojxo 

- /»(". yo)) d«//ifc = lim (f(x0 + h,y0 + k) - f(x0, y0 + k) + 
M - 0 

+ f(^o + h, y) +f(x0, y0))jhk = lim ft"«[ lim (/(x0 + h, y0 + k)-
* - 0 * - 0 
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- f(x0 + h, y0))\k - lim (f(x0, y0 + k) - f(x0, y0))/k] = 
fc-0 

= lim (f;(x0 + h, y0) - f;(x0, y0))jh . 

/ i - O 

Il en résulte que 

lim (f;(x0 + h, y0) - fy(x0, y0))\h 
J.-+0 

existe et est égale à fxy(x0, y0), d'où il vient que fyx(x0, y0) existe et est égale 

àf^(x0, y0) et la preuve est achevée. 

**'>-{? 
Exemple 3. Posons 

(xy(x2 sin x " 1 + y2)\(x2 + y2) lorsque x + 0 , 

lorsque x = 0 . 

Les dérivées partielles fxy et fyx existent en tout point (x, y) tel que x + 0. On a, de 

plus, 

f;(0, y) = lim (f(x, y) - f(0, y))jx = y 

et 

/ ; (* , 0) = lim (/(*, y) - / ( x , 0))/y = \X s i n X " ' 

Il en résulte quef;;(0, y) = 1 etf;;(0, 0) n'existe pas. 

lorsque x #= 0 , 

lorsque x = 0 . 
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