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ISOPERIMETRISCHE UNGLEICHUNGEN
FUR GESCHLOSSENE KURVEN

VAcLAv SoBr, Plzeft

(Eingegangen am 21. 5. 1986)

Zusammenfassung. In dieser Betrachtung werden die im Sinne der Betrachtung [7] von Z.
Nadenik verallgemeinerten isoperimetrischen Ungleichungen fiir geschlossene und rektifizierbare
Kurven in euklidischen Rdumen E, und E5 bewiesen. Zu den Beweisen wird die Methode der
Fourierschen Reihen benutzt. Die breitere Benutzung der Methode der Fourierschen Reihen
beruht darauf, dass diese Methode ein Mittel ist, das bedeutende Analogien bei der Benutzung
in den eingefiihrten Rdumen hat.
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AMS Classification: 52A40.

1. Die klassische isoperimetrische Ungleichung fiir eine ebene einfache geschlosse-
ne und rektifizierbare Kurve

(1.1) I} — 4nF 2 0

driickt den Zusammenhang der Linge L der Kurve ¥ und des Flacheninhalts F
des durch die Kurve & begrenzten Bereichs aus. Das Gleichheitszeichen gilt nur beim
Kreis €.

Diese Ungleichung ist verschiedenartig verallgemeinert worden; siche [1]—[9].
Z. Nddenik [7] betrachtet eine solche Verallgemeinerung der isoperimetrischen
Ungleichung fiir geschlossene rektifizierbare Kurven € im vierdimensionalen eukli-
dischen Raum E,, welche den quadratischen Charakter der Ungleichung behilt.
Seiner hier im Satz 1 (s. Absch. 3) zitierten Ungleichung (7) aus [7] fiigen wir im
Satz 2 (s. Absch. 6) eine dhnliche isoperimetrische Ungleichung fiir geschlossene
rektifizierbare Kurven im fiinfdimensionalen euklidischen Raum Ejs bei.

Z. Nédenik [7] hat fiir den Beweis der isoperimetrischen Ungleichung die In-
tegralidentitaten und das Wirtingersche Lemma angewandt. Der Vorzug dieses
Verfahrens liegt darin, dass man die isoperimetrische Ungleichung verschirfen
kann. Ein Versuch um ein dhnliches Verfahren zur Herleitung der isoperimetrischen
Ungleichung fiir Kurven € im E; ist wegen der Kompliziertheit der Umformungen
der Integrale nicht gelungen. Dagegen hat die Anwendung der Fourierreihen fast
auf gleiche Weise zu den isoperimetrischen Ungleichungen fiir die Kurven % in E,
oder in E; gefiihrt.
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2. Zuerst sprechen wir die gemeinsamen Vorausetzungen fur die isoperimetrischen
Ungleichungen in E, und Es aus. Im euklidischen Raum E,, (n = 4, 5) wird ein
System von Orthogonalkoordinaten x; zugrunde festgelegt. Es bezeichne s den Bogen
und L die Gesamtldange der geschlossenen rektifizierbaren Kurve € in E,. Die Para-
meterdarstellung von ¥ sei

(2.1 x; = x1), t——L—s te0,2n), (i=1,...,n; n=4,5).

Die Funktionen x; sind absolut stetig, periodisch it der Periode 2r und besitzen
fast iiberall die Ableitung nach ¢, die wir stets mit x; bezeichnen werden. Die Funk-
tionen x; sind quadratisch integrierbar, weil nach [12]

Znn

(22) . L xtdt = ZJ x2d =_.

Die Fourierreihen von x; in {0, 2n) konvergieren gleichmissig zur Summe x;
und deshalb

(2.3) xi(1) = da,; + Y. (as; cos kt + by;sinkt), (i=1,...,n).
k=1

Die Fourierreihen von x; in <0, 2n) konvergieren im Mittel gegen x; und deshalb
[12]
(2.4) xj(t) ~ ¥ k(—ay sinkt + by;coskt), (i=1,...,n).
K=1

Nach der Parsevalschen Gleichung gilt

2.5) 1r""z xi? dt = z Zk’(ak,+b

), i=t
und
] 2x n
(2.6) —J Y (xixj — xx‘)dt—ZZ Z(ak;bk] aiibi;) -
T o id=1 ij=1 k=1
Wir setzen
(2.7) Fiy=403"(xx;—xix;)dt, (j=1,...n,j*i).

Wenn die totalorthogonale Projektion von % auf die Koordinatenebene (x;x;)
eine einfache Kurve ist, so bedeutet |F;| den Flicheninhalt des durch diese Pro-
jektion begrenzten Bereiches. Wenn aber die totalorthogonale Projektion eine
Kurve ist, die sich selbst in endlich vielen Punkten durchschneidet, so ist |F;;| die
Summe der Flacheninhalte aller Komponenten, die die Projektion mit Riicksicht
auf ihre Vielfachheit begrenzt.

Spiter benutzen wir den folgenden
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Hilfssatz. Geniigen die als Spalten betrachteten arithmetischen Vektoren a, b
den Gleichungen

(2.8) Ja— Ab=0, b+ Aa=0,

in denen die Matrix A(n\n) antisymmetrisch und die Zahl 2 % 0 ist, dann sind
die Vektoren a, b zueinander orthogonal und |a|| = |b].

3. Fiir geschlossere rektifizierbare Kurven in E, gilt der folgende nach [7]
zitierte

Satz 1. Es seien

(3~1) Cij = —Cji

beliebige reelle Zahlen, welche nicht alle Null gleich sind. Wir setzen
4

(3.2) C = z C,zj > 0, Cc = C]2c34 + C]3(‘42 + (”¢C23 .
i<j

Fiir jede Kurve € gilt die Ungleichung

4
(3.3) L2 - 41t%_1 Z cijFij g 0
i<j
mit
(3.4) % = [4C + §(C? — 4c?)!?]'2 > 0.

Das Gleichheitszeichen in (3.3) gilt genau dann, wenn € ein Kreis ist, dessen
Parameterdarstellung (falls sein Mittelpunkt zum Nullpunkt gewdihlt ist) folgen-
dermassen geschrieben werden kann:

(3.5) X; = a;cost+ b;sint,
wo die Konstanten a;, b; folgenden Gleichungen geniigen
4 4
(3.6) %ai—zc,-jbj=0, Mb,-+Zc,~jaj=0.
j=1 i=1
Der Ausdruck C* — 4c? qus (3.4) ist nichtnegativ.
Bemerkung 1. Fiir die Motivierung der Konstante x siche [7], Absch. 1.

Bemerkung 2. Sind ausser ¢y, alle ¢;; = 0, geht fiir F,, > 0 die Ungleichung
(3.3) bei ¢;, > 0 in die klassische Ungleichung (1.1) und bei ¢,, < 0 in eine triviale
Beziehung iiber. Das System (3.6) reduziert sich auf ay; = by = 0, a4 = by, = 0.

Bemerkung 3. Sind alle ¢;, = 0, geht (3.3) in die Ungleichung
L? — 4n(ci; +cis + ¢33) ? (c12F 1z + ¢13F 3 + €23F23) 2 0

iiber. Diese letzte Ungleichung beweist L. Boek [3] (siehe seinen Satz 2 fiir n = 3.)
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Das System (3.6) reduziert sich auf a, = by = 0 und die extremale Kreislinie liegt
in der Ebene x4 = 0, ¢c;3x; + €3;X; + ¢4,%x3 = 0.

4. In diesem Abschnitt beweisen wir die isoperimetrische Ungleichung (3.3) mittels
der Fourierreihen.

Mittels (2.2) und (2.7) schreiben wir zuerst die durch %/2n multiplizierte linke
Seite (3.3) als

(4.1) 3¢ 5 = X efor) = xin)] .

i<j

Das Funktional (4.1) lasst sich nach (2.5) und (2.6) folgends umformen:

(4.2) ' ["k2 (aki + b)) — 2k2 u(ak.bk, a;bii)] -

Die Nichtnegativitit der Summe (4.2) beweisen wir dadurch, dass wir sie als eine
Summe von Quadraten schreiben. Wir werden nicht mit der ganzen Summe (4.2)
rechnen, sondern nur mit ihrem k-ten Summanden, der sich nach einer einfachen
Umformung (Ergé’mzung der die a,; enthaltender Glieder zum Quadrat) und mit
Hilfe von (3.1), (3.2) und (3.4) in dieser Form schreiben lasst:

4 4 % 3 2
(4.3) Y ¥ Zkay — [=eyb| +
i=1 j=1,j#%i 3 X

s 1SS e -nd ek T d)+

Xi=1 j=1,j%i j=1,j%i
+ 3 k2 (C? — 4c)'*] by, .
Im folgenden unterscheiden wir drei Fille:
(44) x> > 2, +cly + 25,
(45)  wP=cl, +cls + ¢33, (012 — ec3a)® + (c13 — eca2)® +

+ (c1a —2c23)* >0, &= %1,

(46) x> =cly +cls + i3, (cr2 — ec38)” + (c13 — eca2)” +
+ (crqa — €€23)> =0, &= +1.

Im Fall (4.4) und (4.5) sind nach (3.7) die Koeffizienten von b7, fiir k = 3 nicht-
negativ, deshalb ist dann nur die Nichtnegativitdt des ersten und des zweiten Sum-
manden aus (4.2) zu bestitigen.

Im Fall (4.6) sind alle Koeffizienten von by, gleich und schon fiir k = 2 nicht-
negativ. Deshalb ist die Nxchtnegatmtat nur des ersten Summanden in (4.2) zu
bestimmen.

Nach der Vergleichung des ersten und des zweiten Summanden aus (4.2) stellen
wir in den Fillen (4.4) und (4.5) fest, dass wir iiber die Nichtnegativitit der beiden
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Summanden nur mittels einer gemeinsamen Betrachtung von
(47)  x(ai, + biy + aiy + bi, + agy + bl + agy + bl,) +
"2612(ak1bk2 - bklakZ) - 2013(ak1bk3 - bklak3) - 2014(ak1bk4 — i) +
_2c23(ak2bk3 - bkzakS) - 2c23(ak2bk4 - bk2ak4) - 2034(ak3bk4 - kaak4)
entscheiden k&nnen.
Im folgenden werden wir den Index k auslassen.
In (4.7) ist eine quadratische Form von aj, ..., b, gegeben und wir konnen sie
mittels eines bekannten Verfahrens (der Erginzung zum vollstindigen Quadrat)

auf die Summe von Quadraten umformen.
Im Falle (4.4) bekommen wir mit Hilfe von (3.1), (3.2) und (3.4).

x? — 2,
u[#? — (ci, + cis + c§3)]'

1 X
(48 0= ;(Xf + X3) + 55— (X3 + X3) +
12

x* — Cx? + ¢?

(X2 + X3+
(s + Xo) w[x* — (ci, + cis + ¢33)]

(X7 + Xg)

wo X;,i = 1, ..., 8 lineare Funktionen von a;, b;, j = 1, ..., 4 sind.

Infolge (3.4) verschwindet der Koeffizient von X3 + X3 in (4.8).

Weil alle Koeffizienten von X7, i = 1,..., 6, in (4.8) nichtnegativ sind, ist die
quadratische Form (4.4) auch nichtnegativ. Dann sind beide ersten Summanden
in (4.2) und auch die ganze Summe (4.2) nichtnegativ. Deshalb sind das Funktional
(4.4) und die linke Seite der Ungleichung (3.3) nichtnegativ.

Aus den Voraussetzungen des Falles (4.5) folgt unter Zuhilfenahme von (3.4)
einerseits
(4.9) C*—4c2>0

und anderseits
(4-10) (012024 + 013"34)2 + (023034 - 012014)2 + (c13€14 + €23€24)> = 0.

Unter den Voraussetzungen des Falles (4.5) und mittels (3.2) und (3.4) leiten wir
aus der Diskussion der Gleichung (4.10) wieder her, dass

(4.11) 6'14 = Cz3ck_2
Ca4 = Cacn” 2

C34 = Cypcn” 2

wobei ¢x~? + +1.
Aus (3.4) und (4.9) folgen die Ungleichungen

2
(4.12) x* > % > c?,

welche wir im folgenden anwenden.
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Zur Voraussetzung (4.5) schliessen wir noch diese Bedingung an
(4.13) x> ci,.

Bemerkung 4. Ist x2 = ¢Z,, dann fiihrt der Fall (4.5) zum Spezialfall aus Be-
merkung 2.

Im Falle (4.5) formen wir die quadratische Form (4.7) dhnlich um, und zwar wie
im Falle (4.4) mit Hilfe von (4.12), (4.13), (4.11) in

3
(414) (x4 XD) + (XD + S (X 4 X

P ? —ci, xt — ¢
wo X, i = 1,..., 6 lineare Funktionen von a;, b;, j = 1, ..., 4 sind.

Die quadratlsche Form (4.14) ist wegen (3 4) (4.12) und (4.13) nichtnegativ.
Der erste und der zweite Summand aus (4.2) sind nichtnegativ. Dann sind die Summe
(4.2), das Funktional (4.1) und auch die linke Seite in (3.3) nichtnegativ.

Aus den Voraussetzungen des Falles (4.6) ergibt sich mittels (3.4) die Beziehung
C? — 4c* = 0 und wieder (4.10), (4.11) aber diesmal damit, dass cx~2 = +1 ist.
Es wird angenomen, dass (4.13) wieder gilt.

Bemerkung 5. Der Fall x? = ¢}, fiihrt zum analogischen Fall aus der Be-
merkung 2.

Im Falle (4.6) bekommt man den ersten Summanden aus (4.2) von (4.3) fiir k = 1.
Diesen Summanden formen wir in eine quadratische (a]s Summe von Quadraten
geschriebene) Form um. Die Form ist dann

1 »
(4.15) —(X3 + X2) + 2 (X3 + X3),
% — C12
wo X, i = 1,..., 4 lineare Funktionen von a;, b;, j = 1, ..., 4 sind.
Infolge (3.4) und (4.13) ist die Form (4.15) nichtnegativ. Deshalb sind der erste
Summand der Summe (4.2), die ganze Summe (4.2), das Funktional (4.1) und auch
die linke Seite von (3.3) nichtnegativ.

5. In diesem Abschnitt entscheiden wir iiber die Gleichheitsbedingung in (3.3)
nach den einzelnen Fillen (4.4), (4.5) und (4.6). '

Der Fall (4.4). Vom vorigen Abschnitt wissen wir, dass das Funktional (4 1)
nichtnegativ ist. Wir konnen es als folgende Summe (5.1) schreiben:

R Ry

v JB)esto]}+ 555 b -9+ e - Sep) +

k=3Xi=

W w

x

+ 3K%(C? - 462)1/2] by, + 2x Z (a3 + b3) +
i=1 ‘
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2
1 b2
Y [ (X + XB) + 2 (X2 + X2) +
k=1 % - 12
x? — 2,

+
“[“2 - (sz + "fs + C%s)]

(X2s + XZs ] .

Damit in (3.3) das Gleichheitszeichen gilt, muss die Summe (5.1) Null gleich sein.
Das gilt genau dann, wenn einerseits fiir k = 2 alle a,; = b,; = 0,(i = 1, ...,4) und
anderseits fiir k = 1 die a,; und b,; die Wurzeln der Gleichungen

(5.2) Xim=0 (m=1,...,6),
sind.

Der Rang der Matrix des Systems (5.2) ist 6 und deshalb hingt dic Losung von
(5.2) von zwei Parametern «, § ab.

Fassen wir diese Losung als arithmetische Vektoren a = [a,.a,, a;.a,]",
b = [b,, by, b, by|T auf.

Fiir die Vektoren a, b sind die Voraussetzungen des Hilfsatzes aus dem Absch. 2
erfiillt. Nach diesem Satz sind die Vektoren a, b zueinander orthogonal und [a| =
= ||b|. Die Darstellung (3.5) ist die Parameterdarstellung einer Kreislinie %.

Der Fall (4.5). In diesem Fall hat das Funktional (4.1) die Form von (5.1) nur mit
dem Unterschied, dass in der letzten Zeile in den eckigen Klammern der Ausdruck
(4.14) steht, wobei es notwendig ist in (4.14) statt X,, wieder X;,, (m = 1,...,6;
k = 1, 2) zu schreiben. Das Funktional (4.1) verschwindet dann und nur dann, wenn
einerseits fiir k = 2 alle a;; = by; = 0, (i = 1,...,4), und anderseits a,; und by,
(bei der Auslassung k = 1) dem System X,, = 0, (m = 1, ..., 6), geniigen.

Der Rang der Matrix des Systems ist 6, die Losung des Systems hingt von zwei
Parametern o, § ab.

Wie im Falle (4.4) weisen wir die Aquivalenz der Systeme (3.6) und X,, = 0,
m=1,..., 6) nach, und zwar unter Zuhilfenahme der dquivalenten Umformungen
z. B. des Systems (3.6).

Nach dem Hilfsatz aus dem Absch. 2, dessen Voraussetzungen erfiillt sind, stellen
wir fest, dass die extremale Kurve ¥ eine Kreislinie ist.

Die Ebene der Kreislinie ¥ ist im Durchschnitt der Hyperebenen x, = 0 und
23Xy + €q3Xz + €39x3 = 0.

Der Fall (4.6). Das Funktional (4.1) ist nun die folgende Summe:

(5.3) kiz {[\/G) kay, — \/(%) clzbkz]2 Foot [\/(—’;) ka,, +
+ s\/(%) c,zbks:r +k§:jzx(k2 - 3)éjlb,fi + i(Xf1 + X1, +

' X
+ _z—_z_(Xf3 + Xf«t) :
* = C12
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Die Summe (5.3) verschwindet dann und nur dann, wenn einerseits fiir k > 2 alle
ay = b,; =0, (i =1, ...,4), und anderseits a,; und by; bei der Auslassung des
Index k = 1 dem System X,, = 0, (m = 1, ..., 4), geniigen.

Der Rang der Matrix des Systems ist 4. Die Lésung hangt diesmal von vier Para-
metern a, S, 9, 6 ab.

Auch im Falle (4.6) sind die Systeme X,, = 0, (m = 1, ..., 4), und (3.6) d4quivalent.
Das kann man durch eine Reihe dquivalenter Umformungen z. B. der Matrix des
Systems (3.6) in die Gestalt der Matrix des Systems X,, = 0 nachweisen. Mit dem
Hilfsatz aus dem Absch. 2 stellt man fest, dass die extremale Kurve € eine mit der
Parameterdarstellung (3.5) gegebene Kreislinie ist.

6. Fiir geschlossene rektifizierbare Kurven ¢ im fiinfdimensionalen euklidischen
Raum E; gilt eine zum Satz 1 analoge isoperimetrische Eigenschaft:

Satz 2. Es seien

(6.1) Cij= —Cj.-, (i,j= 1,...,5,].:*:1.)
beliebige reelle Zahlen, die nicht alle Null gleich sind. Wir setzen
5
(6.2) C= Y ¢
i,j=1,i<j
(6.3) Civa = Cii+1Ci+2,i+3 T Cii+2Cie3,i+1 + Cri+43Ci+1,i42»
mod5, (i=1,...,5),
4
(6.4) Cs= Y ci.
i,j=1,i<j
Unter der Voraussetzung
(6.5) ¥* — Csx®> + ¢c2>0
gilt fiir jede Kurve € die Ungleichung
.5
(66) L2 ol 475%—1 Z cijFij g 0,
i,j=1,i<}
in der
5
x=[4C + HC* -4 c))"*]"* >0
i=1
ist.

In (6.6) gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn € eine Kreislinie ist. Ihre
Parameterdarstellung, falls ihr Mittelpunkt zum Nullpunkt gewdhlt wurde, kann
man folgendermassen schreiben

(6.8) x{t) = a;cost + b;sint, (i=1,...,5).

Die Konstanten a;, b; geniigen dabei den Gleichungen

5 5
(6_9) xa; — Zlc'-’bl = 0, xb| +jzlcijaj =0 ’ (i = l, ooy 5) .
ji= =
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Im folgenden Abschnitt wird die Wahl der Konstante »x aus (6.7) motiviert, im
8. Abschnitt die Ungleichung (6.6) bewiesen und im 9. Abschnitt wird iiber das
Gleichheitszeichen in (6.6) entschieden.

7. Die durch x/2n multiplizierte linke Seite von (6.6) ist in Hinsicht auf (2.2) und
(2.7) dem Wert
5 5
(7.1) ey x> = Y eilxx) — xjx;)] dt
i1 j

i,j=1,i<j
gleich.
Angenommen, die Funktionen x; (i = 1,...,5) seien zweiter Klasse. Die not-
wendigen Bedingungen fiir das Extrem des Funktionals (7.1) fithren zu den Eulerschen
Gleichungen (s. [10], S. 40), die das d’Alembertsche System fiir x} bilden:

5
(7.2) wxi+ Y, ex;=0, (i=1,..,5).
j=1,j%i
Die charakteristische Gleichung der Matrix A dieses Systems (7.2)
(7.3) det(A—Al)=0

hat keine andere Wurzeln als die Null oder rein imaginire Zahlen. Daraus und aus
(6.2) folgt die Beziehung

5
(7.4) C*—4Yci20.
i=1

Wegen der Geschlossenheit der Kurve € und der Periodizitat der Funktionen x;
aus (2.1) verlangen wir, dass die zu einer einfachen Wurzel A zugehdrige Ldsung
(siehe z. B. [11], S. 147)

x; = yet
des Systems (7.2) die Periode 27 hat. Deshalb ist A = +i und dann folgt aus der
charakteristischen Gleichung (7.3)

5
(7.5) x = [4C + }(C? — 4 c2)/2)u2
i=1

Von (7.5) kommt nur (6.7) in Betracht, sonst bekommt man fiir geniigend kleine
Summe Y ¢ die Konstante x~! beliebig gross.

8. Die isoperimetrische Ungleichung (6.6) beweisen wir mittels der Fourierreihen.
Das Funktional (7.1) lisst sich mit Hilfe von (2.5) und (2.6) folgenderweise um-
formen:

© 5 5
(8.1) k‘_;l[xkz,;l(a’%' + bfi)— 2k Z C;j(ak.-bkj - a,‘jbki)] .

i,j=1,i<j

Die Summe (8.1) schreiben wir als Summe von Quadraten. Damit wird die Nicht-
negativitit von (8.1) evident. Wir werden wie im 4. Abschnitt nur mit dem k-ten
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Summanden von (8.1) rechnen. Fiir diesen Summanden bekommen wir

SR NS

5 5 5 5
+= Y[ Y (-4 HAC~ T )+ HC - 4T )] b
Xi=1 j=1,j*i Ji=1,j*i i=1
Der k-te Summand ist nach (6.2) und (7.4) fiir alle k = 3 nichtnegativ. Es ist noch
die Nichtnegativitit des ersten und des zweiten Summanden aus (8.1) zu beweisen.
Ahnlich wie im 4. Abschnitt entscheiden wir iiber ihre Nichtnegativitit auf Grund
der Betrachtung des Ausdrucks:

(83) ' “Z(“k; +bi) —2 Z u(akibkj — agby).

i,j=1,i<
Im folgenden lassen wir den Index k aus.
Die Form (8.3) bekommt die Gestalt der Summe von Quadraten:

(8.4) Lo e x4 X (x2+xd)+
x — C12

%2 — 3,
w[x? — (e}, + iy + ¢33)]

+ x[x* — (¢}, + cis + c33)] (X2 + X 2),
w* — Csx? + 2

+ (X3 + X3) +

wo X, i = 1,..., 8 lineare Funktionen von a;, b;, j = 1, ..., 5 sind.

Nach (8.4) 1st (8.3) eine nichtnegative Form. Weil beide ersten Summanden von
(8.1) nichtnegativ sind, ist die Summe (8.1) auch nichtnegativ und wir kdnnen sie
als folgende Summe schreiben:

(8.5)

N I I I S5 SR R

5
+ 2%Z(G§i + b;:) +
i=1

2
1
+2kfwa+ﬁ»+
k=1 X
% - 612
"[” — (cis + cls + c33)]

+ x[% - (612 + 013 + 023)] (Xz + st)]
— Csn® + 2

Die Ungleichung (6.6) ist damit verifiziert.

%
—— (X&5 + Xza) +
3{ - clz

(X% + X56) +
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9. Uber die Gleichheitsbedingung in (6.6) entscheidet man mittels (8.5). Die
Summe (8.5) ist gleich Null dann und nur dann, wenn einerseits fiir k = 2 alle a,; =
= b,; = 0(i = 1,...,5) und anderseits a,; und b,; dem System

(9.1 Xiw=0 (m=1,...,8)
genligen.

Der Rang der Matrix des Systems (9.1) ist 8. Es gibt zwei unabhingige Losungen
des Systems (9.1) und alle anderen Ldsungen sind ihre linearen Kombinationen. Die
Kurve @ im Eg mit der Parameterdarstellung

(9.2) x(t) = a;cost + b;sint

in der die Koeffizienten a;, b; (i = 1, ..., 5) die erwihnten Losungen des Systems
(9.1) sind, realisiert das Minimum des Funktionals (7.1). Die Koeffizienten a;, b;
aus (9.2) haben bei der Bezeichnung nach dem Satz 2 eine komplizierte und wenig
iibersichtliche Form, deshalb fithren wir sie nicht an.

Die Lésung a,; und by; (bei der Auslassung k = 1) ist auch die Lésung des
Systems (6.9). Davon iiberzeugen wir uns durch eine Riehe von dquivalenten Um-
formungen z. B. der Matrix des Systems (6.9), die diese Matrix in die Matrix des
Systems (9.1) iiberfiihren. Aus den Ldsungen a,;, by; des Systems (9.1) bilden wir
(bei der Auslassung von k = 1) die Spaltenvektoren a = [a,, a,, a3, as, as]" und
b = [by, by, by, by, bs]".

Nach dem Hilfsatz aus dem 2. Absch. sind die Vektoren a, b zueinander ortho-
gonal und ||a| = |[b]|. Deshalb ist (9.2) die Parameterdarstellung einer Kreislinie .
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Souhrn

IZOPERIMETRICKE NEROVNOSTI PRO UZAVRENE KRIVKY
Vicrav SoBR
V praci jsou dokazany izoperimetrické nerovnosti zobecnéné ve smyslu prace [7] Z. Nadenika
pro uzaviené rektifikovatelné kfivky v euklidovskych prostorech E, a E5. Pifi ditkkazech byla

pouZita metoda Fourierovych fad. Tato metoda ma tu vyhodu, Ze vykazuje zna¢né analogie pii
pouZiti v obou zminénych prostorech.

Peslome

M3ONNEPUMETPUYECKUE HEPABEHCTBA [JIS1 3AMKHVYTBIX KPUBBIX

Vicrav SoBr

B pabote goka3aHbl 00OOIISHHBIE H30NIEPMMETPHYECKHE HEPABEHCTBA B CMbICie paboTwl [7]
3. Hagenyka niist 3aMKHYTHIX CIIPAMIISIEMBIX KPUBBIX B IpocTpaHcTBax Ey u E5. B noxaszatenscrtax

HUCIOJIb30BAH METOJ PAILOB Qypbe, YTO NPUBOJUT K 3HAYMTECIIBHBIM aHAJIOTUAM MEXOY o6oumu
Clly4yasiMH.

Anschrift des Verfassers: Katedra matematiky VSSE, Nejedlého sady 14, 306 14 Plzeii.
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