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113(1988) ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY No. 4, 403—414 

ISOPERIMETRISCHE UNGLEICHUNGEN 
FÜR GESCHLOSSENE KURVEN 

VACLAV SOBR, PIzen 

(Eingegangen am 21. 5. 1986) 

Zusammenfassung. In dieser Betrachtung werden die im Sinne der Betrachtung [7] von Z, 
Nädenik verallgemeinerten isoperimetrischen Ungleichungen für geschlossene und rektifizierbare 
Kurven in euklidischen Räumen E4 und E5 bewiesen. Zu den Beweisen wird die Methode der 
Fourierschen Reihen benutzt. Die breitere Benutzung der Methode der Fourierschen Reihen 
beruht darauf, dass diese Methode ein Mittel ist, das bedeutende Analogien bei der Benutzung 
in den eingeführten Räumen hat. 

Keywords: isoperimetrische Ungleichung, Fouriersche Reihe. 

AMS Classification: 52A40. 

1, Die klassische isoperimetrische Ungleichung für eine ebene einfache geschlosse­
ne und rektifizierbare Kurve 
(1.1) L2 - 4 7 i F ^ 0 

drückt den Zusammenhang der Länge L der Kurve ^ und des Flächeninhalts F 
des durch die Kurve # begrenzten Bereichs aus. Das Gleichheitszeichen gilt nur beim 
Kreis # . 

Diese Ungleichung ist verschiedenartig verallgemeinert worden; siehe [1] — [9]. 
Z. Nädenik [7] betrachtet eine solche Verallgemeinerung der isoperimetrischen 
Ungleichung für geschlossene rektifizierbare Kurven ^ im vierdimensionalen eukli­
dischen Raum E 4 , welche den quadratischen Charakter der Ungleichung behält. 
Seiner hier im Satz 1 (s. Absch. 3) zitierten Ungleichung (7) aus [7] fügen wir im 
Satz 2 (s. Absch. 6) eine ähnliche isoperimetrische Ungleichung für geschlossene 
rektifizierbare Kurven im fünfdimensionalen euklidischen Raum E5 bei. 

Z. Nädenik [7] hat für den Beweis der isoperimetrischen Ungleichung die In­
tegralidentitäten und das Wirtingersche Lemma angewandt. Der Vorzug dieses 
Verfahrens liegt darin, dass man die isoperimetrische Ungleichung verschärfen 
kann. Ein Versuch um ein ähnliches Verfahren zur Herleitung der isoperimetrischen 
Ungleichung für Kurven <€ im E5 ist wegen der Kompliziertheit der Umformungen 
der Integrale nicht gelungen. Dagegen hat die Anwendung der Fourierreihen fast 
auf gleiche Weise zu den isoperimetrischen Ungleichungen für die Kurven %? in E 4 

oder in E5 geführt. 
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2. Zuerst sprechen wir die gemeinsamen Vorausetzungen für die isoperimetrischen 
Ungleichungen in F4 und E5 aus. Im euklidischen Raum En9 (n = 4, 5) wird ein 
System von Orthogonalkoordinaten x ; zugrunde festgelegt. Es bezeichne s den Bogen 
und Ldie Gesamtlänge der geschlossenen rektifizierbaren Kurve # in En. Die Para­
meterdarstellung von # sei 

(2.1) *, = *,(*), t = -js, te(0,2n}, (i = 1, . . . , n; n = 4, 5 ) . 
L/ 

Die Funktionen x, sind absolut stetig, periodisch mit der Periode 2K und besitzen 
fast überall die Ableitung nach f, die wir stets mit xj bezeichnen werden. Die Funk­
tionen xj sind quadratisch integrierbar, weil nach [12] 

p2n n n p2n j2 

(2.2) Z*;2d* = x x;2dr = ^ . 
Jo '=- » = 1 J o 2K 

Die Fourierreihen von xf in <0, 2TI> konvergieren gleichmässig zur Summe x£ 

und deshalb 
oo 

(2.3) Xi(t) = \aoi + £ (akt cos fcf + bki sin kr) , (i = 1, . . . , n) . 
fc=i 

Die Fourierreihen von xj in <0, 2TC> konvergieren im Mittel gegen xj und deshalb 
[12] 

oo 

(2.4) xj(f) ~ J^k(-aki sinkt + bkicos kr), (i = 1, ...,tz) . 
jt = I 

Nach der Parsevalschen Gleichung gilt 

(2.5) - r i > . 2 d * = £ tk*(a2
u + blt) 

7CJ0 »=1 ' i= l fc=l 

und 
| (*2n n n oo 

(2.6) - X (x,x; - x,-xj) df = 2 £ X (f l*A; - a*A*) • 
TT Jo M s l '\1=1 *=-

Wir setzen 

(2.7) - ^ = i tf'M-*.*..) d., ( j = l , . . . , « , ; * 0 -

Wenn die totalorthogonale Projektion von cß auf die Koordinatenebene (x^j) 
eine einfache Kurve ist, so bedeutet \Ftj\ den Flächeninhalt des durch diese Pro­
jektion begrenzten Bereiches. Wenn aber die totalorthogonale Projektion eine 
Kurve ist, die sich selbst in endlich vielen Punkten durchschneidet, so ist |Ffy| die 
Summe der Flächeninhalte aller Komponenten, die die Projektion mit Rücksicht 
auf ihre Vielfachheit begrenzt. 

Später benutzen wir den folgenden 
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Hilfssatz. Genügen die als Spalten betrachteten arithmetischen Vektoren o, b 

den Gleichungen 

(2.8) Ao- Ab = 0 , Xb + Aa = 0 , 

fw denen die Matrix A(n\n) antisymmetrisch und die Zahl X + 0 ist, dann sind 
die Vektoren o, b zueinander orthogonal und ||o|| = ||b]|. 

3. Für geschlossene rektifizierbare Kurven in K4 gilt der folgende nach [7] 
zitierte 

Satz 1. Es seien 

(3-0 cu= -cji 

beliebige reelle Zahlen, welche nicht alle Null gleich sind. Wir setzen 

4 

(3.2) C = X cfj > 0 , c = c12c34 + c13c42 + c14c23 . 
i<j 

Für jede Kurve %> gilt die Ungleichung 
4 

(3.3) L2 - 4™r 1 Xc l 7 F l V = 0 
i<j 

mit 

(3.4) x = [iC + \(C2 - 4c2)1 / 2]1 / 2 > 0 . 

Das Gleichheitszeichen in (3.3) gilt genau dann, wenn %> ein Kreis ist, dessen 
Parameterdarstellung (falls sein Mittelpunkt zum Nullpunkt gewählt ist) folgen-
dermassen geschrieben werden kann: 

(3.5) xt = a{ cos t + bt sin t, 

wo die Konstanten ah bx folgenden Gleichungen genügen 

4 4 

(3.6) xat - £ cubj = 0, xbi + Y cuaj = ° • 
1=i 1=i 

Der Ausdruck C2 — 4c2 aus (3.4) ist nichtnegativ. 

Bemerkung 1. Für die Motivierung der Konstante x siehe [7], Absch. 1. 

Bemerkung 2. Sind ausser c12 alle ctj = 0, geht für F12 > 0 die Ungleichung 
(3.3) bei c12 > 0 in die klassische Ungleichung (1.1) und bei c12 < 0 in eine triviale 
Beziehung über. Das System (3.6) reduziert sich auf a3 = &3 = 0, a4 = b4 = 0. 

Bemerkung 3. Sind alle c /4 = 0, geht (3.3) in die Ungleichung 

L2 - 4TU(C2
2 + C2

3 + c2
3)~1 / 2(c1 2F1 2 + c13F13 + c23F23) = 0 

über. Diese letzte Ungleichung beweist L. Bocek [3] (siehe seinen Satz 2 für n = 3.) 
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Das System (3.6) reduziert sich auf a4 = b4 = 0 und die extremale Kreislinie liegt 
in der Ebene x4 = 0, c23xt + c3ix2 + c12x3 = 0. 

4. In diesem Abschnitt beweisen wir die isoperimetrische Ungleichung (3.3) mittels 
der Fourierreihen. 

Mittels (2.2) und (2.7) schreiben wir zuerst die durch X\2K multiplizierte linke 
Seite (3.3) als 

(4.1) 11" [x i x? - i ctfax'j - xfo)] df. 
i = l i<j 

Das Funktional (4.1) lässt sich nach (2.5) und (2.6) folgends umformen: 

(4.2) £ [xk2 i(a2
ki + b2

kt) -2k£ CiJ{aklbkJ - akJbkfi . 
k=l i=l i<j 

Die Nichtnegativität der Summe (4.2) beweisen wir dadurch, dass wir sie als eine 
Summe von Quadraten schreiben. Wir werden nicht mit der ganzen Summe (4.2) 
rechnen, sondern nur mit ihrem fc-ten Summanden, der sich nach einer einfachen 
Umformung (Ergänzung der die aki enthaltender Glieder zum Quadrat) und mit 
Hilfe von (3.1), (3.2) und (3.4) in dieser Form schreiben lässt: 

(«) i I ["Jf*-«- l1cubj + 
i=i j=i,j*i[yj3 \Jx J 

+ - £ [ £ (ifc2-3)c?. + i/c2(C- i 4) + 
X i=l j = l j * i j = l,j=*=i 

+ i fc2 (C2 - 4c2)1/2] b2
ki. 

Im folgenden unterscheiden wir drei Fälle: 

(4.4) x2 > c\2 + c\3 + c2
3 , 

(4.5) x2 = c\2 + c\3 + c
2
3 , (c12 - ec34)

2 + (c13 - ec42)
2 + 

+ (c14 - ec23)
2 > 0, e = + 1 , 

(4.6) x2 = c\2 + c
2
3 + c^3 , (c12 - ec34)

2 + (c13 - ec42)
2 + 

+ (c14 - ec23)
2 = 0, e = ± 1 . 

Im Fall (4.4) und (4.5) sind nach (3.7) die Koeffizienten von b\{ für k _ 3 nicht-
negativ, deshalb ist dann nur die Nichtnegativität des ersten und des zweiten Sum­
manden aus (4.2) zu bestätigen. 

Im Fall (4.6) sind alle Koeffizienten von b\x gleich und schon für k = 2 nicht­
negativ. Deshalb ist die Nichtnegativität nur des ersten Summanden in (4.2) zu 
bestimmen. 

Nach der Vergleichung des ersten und des zweiten Summanden aus (4.2) stellen 
wir in den Fällen (4.4) und (4.5) fest, dass wir über die Nichtnegativität der beiden 
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Summanden nur mittels einer gemeinsamen Betrachtung von 

(4.7) x(a2
kl + b2

t + a2
2 + b2

2 + a2
3 + b2

3 + a\4 + b2
4) + 

-2c12(aklbk2 - bklak2) - 2c13(aklbk3 - b*^) - 2c14(aklbk4 - bklak4) + 

~2c23(ak2bk3 - bk2ak3) - 2c23(ak2bk4 - bk2ak4) - 2c34(ak3bk4 - bk3ak4) 

entscheiden können. 
Im folgenden werden wir den Index k auslassen. 
In (4.7) ist eine quadratische Form von al9..., b4 gegeben und wir können sie 

mittels eines bekannten Verfahrens (der Ergänzung zum vollständigen Quadrat) 
auf die Summe von Quadraten umformen. 

Im Falle (4.4) bekommen wir mit Hilfe von (3A), (3.2) und (3.4). 

(4.8) 6 = - {X\ + XI) + --------- (XI + XI) + *~ C" 
z12 x\x — (c12 + c13 + c23)\ 

wo Xi9 i = 1, ..., 8 lineare Funktionen von aj9 bj, j = 1, ..., 4 sind. 
Infolge (3.4) verschwindet der Koeffizient von X2 + X\ in (4.8). 
Weil alle Koeffizienten von X2, i = 1, . . . , 6 , in (4.8) nichtnegativ sind, ist die 

quadratische Form (4.4) auch nichtnegativ. Dann sind beide ersten Summanden 
in (4.2) und auch die ganze Summe (4.2) nichtnegativ. Deshalb sind das Funktional 
(4.4) und die linke Seite der Ungleichung (3.3) nichtnegativ. 

Aus den Voraussetzungen des Falles (4.5) folgt unter Zuhilfenahme von (3.4) 
einerseits 

(4.9) C2 - 4c2 > 0 

und anderseits 

(4.10) (c12c24 + c13c34)
2 + (c23c34 - c12c14f + (c13c14 + c23c24)

2 = 0 . 

Unter den Voraussetzungen des Falles (4.5) und mittels (3.2) und (3.4) leiten wir 
aus der Diskussion der Gleichung (4.10) wieder her, dass 

(4.11) c14 = c23cx~2 

— 2 

c 2 4 — c13c% 

C34 = C12CX 

wobei cx~2 # + 1 . 
Aus (3.4) und (4.9) folgen die Ungleichungen 

(4.12) * 4 > — > c 2 , 

welche wir im folgenden anwenden. 
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Zur Voraussetzung (4.5) schliessen wir noch diese Bedingung an 

(4.13) x2 > c2 
12 

Bemerkung 4. Ist x2 = c\29 dann führt der Fall (4.5) zum Spezialfall aus Be­
merkung 2. 

Im Falle (4.5) formen wir die quadratische Form (4.7) ähnlich um, und zwar wie 
im Falle (4.4) mit Hilfe von (4.12), (4.13), (4.11) in 

(4.14) i (X\ + X\) + - 1 J - - r (Xi + XI) + - ^ 1 W + *Ö 
X X *— C j 2 ^ C 

wo X,-, i = 1,..., 6 lineare Funktionen von aj9 bj9 j = 1,..., 4 sind. 
Die quadratische Form (4.14) ist wegen (3.4), (4.12) und (4.13) nichtnegativ. 

Der erste und der zweite Summand aus (4.2) sind nichtnegativ. Dann sind die Summe 
(4.2), das Funktional (4.1) und auch die linke Seite in (3.3) nichtnegativ. 

Aus den Voraussetzungen des Falles (4.6) ergibt sich mittels (3.4) die Beziehung 
C2 — 4c2 = 0 und wieder (4.10), (4.11) aber diesmal damit, dass ex"2 = ±1 ist. 
Es wird angenomen, dass (4.13) wieder gilt. 

Bemerkung 5. Der Fall x2 = c\2 führt zum analogischen Fall aus der Be­
merkung 2. 

Im Falle (4.6) bekommt man den ersten Summanden aus (4.2) von (4.3) für k = 1. 
Diesen Summanden formen wir in eine quadratische (als Summe von Quadraten 
geschriebene) Form um. Die Form ist dann 

(4.15) - (X2 + X2) + -TL— (X2 + X2), 
X X — Cj 2 

wo Xi9 i = 1,..., 4 lineare Funktionen von aj9 bj9 j = 1, ..., 4 sind. 
Infolge (3.4) und (4.13) ist die Form (4.15) nichtnegativ. Deshalb sind der erste 

Summand der Summe (4.2), die ganze Summe (4.2), das Funktional (4.1) und auch 
die linke Seite von (3.3) nichtnegativ. 

5. In diesem Abschnitt entscheiden wir über die Gleichheitsbedingung in (3.3) 
nach den einzelnen Fällen (4.4), (4.5) und (4.6). 

Der Fall (4.4). Vom vorigen Abschnitt wissen wir, dass das Funktional (4.1) 
nichtnegativ ist. Wir können es als folgende Summe (5.1) schreiben: 

(si» tllMh'-J(BcM]+-+[Mh'+ 

+ Iß) c„»„Tl+1 - i [ i jfyk* - 3)+y<\c - i cy + 

+ ik2(C2 - 4c2)1'2] b2
ki + 2XY (a2

2i + b2
2l) + 

i=i 
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2 

+ 
k 
І k Гí (x^ + x2

2) + — î Ц - де, + x2

4) + 
= 1 L* * - C12 

(x2

k5 + x 2

6 ) l . K 2 - c\2 

* [ к 2 - {c\г + c\ъ + c 2

3 )] 

Damit in (3.3) das Gleichheitszeichen gilt, muss die Summe (5.1) Null gleich sein. 
Das gilt genau dann, wenn einerseits für k = 2 alle aki = bki = 0,(i = 1,..., 4) und 
anderseits für k = 1 die au und bu die Wurzeln der Gleichungen 

(5.2) Xlm = 0 (m= 1 , . . . ,6) , 

sind. 
Der Rang der Matrix des Systems (5.2) ist 6 und deshalb hängt die Lösung von 

(5.2) von zwei Parametern a, ß ab. 
Fassen wir diese Lösung als arithmetische Vektoren o = [au a2<ai* a 4 ] T , 

fa = [bu 62, 63, b4]
T auf. 

Für die Vektoren o, b sind die Voraussetzungen des Hilfsatzes aus dem Absch. 2 
erfüllt. Nach diesem Satz sind die Vektoren o, b zueinander orthogonal und []a[| = 
= |b | | . Die Darstellung (3.5) ist die Parameterdarstellung einer Kreislinie # . 

Der Fall (4.5). In diesem Fall hat das Funktional (4.1) die Form von (5.1) nur mit 
dem Unterschied, dass in der letzten Zeile in den eckigen Klammern der Ausdruck 
(4.14) steht, wobei es notwendig ist in (4.14) statt Xm wieder Xkm (m = 1, . . . , 6 ; 
k = 1, 2) zu schreiben. Das Funktional (4.1) verschwindet dann und nur dann, wenn 
einerseits für k = 2 alle aki = bki = 0, (i = 1, . . . ,4) , und anderseits au und bu 

(bei der Auslassung k = 1) dem System Xm = 0, (m = 1, . . . , 6), genügen. 

Der Rang der Matrix des Systems ist 6, die Lösung des Systems hängt von zwei 
Parametern a, ß ab. 

Wie im Falle (4.4) weisen wir die Äquivalenz der Systeme (3.6) und Xm = 0, 
(m = 1 , . . . , 6) nach, und zwar unter Zuhilfenahme der äquivalenten Umformungen 
z. B. des Systems (3.6). 

Nach dem Hilfsatz aus dem Absch. 2, dessen Voraussetzungen erfüllt sind, stellen 
wir fest, dass die extremale Kurve # eine Kreislinie ist. 

Die Ebene der Kreislinie # ist im Durchschnitt der Hyperebenen x4 = 0 und 
^23*1 + c13x2 + c21x3 = 0. 

Der Fall (4.6). Das Funktional (4.1) ist nun die folgende Summe: 

(53) .1 IMka- -V©c,A2J+ • + IM k ° - + 
2 + Ê 4 2 - з ) Ь í i + - ( 4 + Ą ) + 

k = 2 i = l И 

+ 7 - T Й + Ą ) ' 
X — c 12 
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Die Summe (5.3) verschwindet dann und nur dann, wenn einerseits für k = 2 alle 
aki = bki = 0, (i = 1, ...,4), und anderseits ati und bu bei der Auslassung des 
Index fc = 1 dem System Xm = 0, (m = 1,..., 4), genügen. 

Der Rang der Matrix des Systems ist 4. Die Lösung hängt diesmal von vier Para­
metern a, ß, y, S ab. 

Auch im Falle (4.6) sind die Systeme Xm = 0, (m = 1,..., 4), und (3.6) äquivalent. 
Das kann man durch eine Reihe äquivalenter Umformungen z. B. der Matrix des 
Systems (3.6) in die Gestalt der Matrix des Systems Xm = 0 nachweisen. Mit dem 
Hilfsatz aus dem Absch. 2 stellt man fest, dass die extremale Kurve ^ eine mit der 
Parameterdarstellung (3.5) gegebene Kreislinie ist. 

6. Für geschlossene rektifizierbare Kurven # im fünfdimensionalen euklidischen 
Raum E5 gilt eine zum Satz 1 analoge isoperimetrische Eigenschaft: 

Satz 2. Es seien 

(6.1) Cij = -cji, (i,j = 1,..., 5, j * 0 

beliebige reelle Zahlen, die nicht alle Null gleich sind. Wir setzen 

(6.2) C= £ c2j, 

i,J = l,i<J 

("•3) ci + 4 = ci,i+lci+2,i + 3 + Ci,i+2ci + 3,i+l + ci,i+3Ci+l,i + 2 > 

mod 5 , (i = 1,..., 5) , 

(6.4) C5= £ cfj. 

Unter der Voraussetzung 

(6.5) K4 - C5x
2 + c2

5 > 0 

gilt für jede Kurve <$ die Ungleichung 

(6.6) L 2 - 4 ™ - ! ' £ cl7Fl7 = 0, 
i.J=l.i<J 

in der 

x = [K + i(C2 - 4J]c2y^2 > 0 
i = l 

ISLf. 

In (6.6) gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn % eine Kreislinie ist. Ihre 
Parameterdarstellung, falls ihr Mittelpunkt zum Nullpunkt gewählt wurde, kann 
man folgendermassen schreiben 

(6.8) Xf(0 = at cos t + bt sin t, (i = 1,..., 5) . 

Die Konstanten ai9 bt genügen dabei den Gleichungen 
5 5 

(6.9) x<i| - £ c*A = ° > *fci + I cuaJ = ° - (i = 1,..., 5). 
i = i I=i 
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Im folgenden Abschnitt wird die Wahl der Konstante x aus (6.7) motiviert, im 
8. Abschnitt die Ungleichung (6.6) bewiesen und im 9. Abschnitt wird über das 
Gleichheitszeichen in (6.6) entschieden. 

7. Die durch xjln multiplizierte linke Seite von (6.6) ist in Hinsicht auf (2.2) und 
(2.7) dem Wert 

(7.i) J 0
B [ K £ * ; 2 - i * , /* ,* ; -* ;* , ) ]* 

i = l i,j=l,i<j 

gleich. 
Angenommen, die Funktionen xf (i = 1, ...,5) seien zweiter Klasse. Die not­

wendigen Bedingungen für das Extrem des Funktionais (7.1) führen zu den Eulerschen 
Gleichungen (s. [10], S. 40), die das d'Alembertsche System für X; bilden: 

(7.2) xx"t+ £ cyxj = 0, (i= 1,...,5). 

Die charakteristische Gleichung der Matrix A dieses Systems (7.2) 

(7.3) det (A - kl) = 0 

hat keine andere Wurzeln als die Null oder rein imaginäre Zahlen. Daraus und aus 
(6.2) folgt die Beziehung 

(7.4) C2 - 4 £ c2 ^ 0 . 
i = i 

Wegen der Geschlossenheit der Kurve ^ und der Periodizität der Funktionen x,-
aus (2.1) verlangen wir, dass die zu einer einfachen Wurzel X zugehörige Lösung 
(siehe z. B. [11], S. 147) 

xt = yfixt 

des Systems (7.2) die Periode 2n hat. Deshalb ist X = ±i und dann folgt aus der 
charakteristischen Gleichung (7.3) 

(7.5) « = [ i c± i ( c 2 -4£c 2 y / 2 ] 1 / 2 . 
1 = 1 

Von (7.5) kommt nur (6.7) in Betracht, sonst bekommt man für genügend kleine 
Summe J]c? die Konstante x'1 beliebig gross. 

8. Die isoperimetrische Ungleichung (6.6) beweisen wir mittels der Fourierreihen. 
Das Funktional (7.1) lässt sich mit Hilfe von (2.5) und (2.6) folgenderweise um­

formen: 

(8.1) Z[*fc2£(-2. + &2.)-2fc f CiJ(aktbkJ - akJbkl)l. 
k = l i = l i,j=l,i<j 

Die Summe (8.1) schreiben wir als Summe von Quadraten. Damit wird die Nicht-
negativität von (8.1) evident. Wir werden wie im 4. Abschnitt nur mit dem fc-ten 
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Summanden von (8.1) rechnen. Für diesen Summanden bekommen wir 

+ -U X iik'-t)c], + ik\C- I cl) + ik'(C'-4l <*)"•] b'„. 
X i = l j = l ,7-H J = lJ*i » = 1 

Der fe-te Summand ist nach (6.2) und (7.4) für alle fc = 3 nichtnegativ. Es ist noch 
die Nichtnegativität des ersten und des zweiten Summanden aus (8.1) zu beweisen. 
Ähnlich wie im 4. Abschnitt entscheiden wir über ihre Nichtnegativität auf Grund 
der Betrachtung des Ausdrucks: 

5 5 

(8.3) x £ (a2
ki + blt) - 2 £ cu(akibkj - akjbki) . 

i = i i j = i . i < ; 

Im folgenden lassen wir den Index fe aus. 
Die Form (8.3) bekommt die Gestalt der Summe von Quadraten: 

(8.4) i (X\ + XI) + _ - J - _ (XI + X2) + 
x c 1 2 

+ {xl + x2) + X — c 1 2 

x[x2 - (c\2 + c\3 + c2
23)] 

, * [ > 2 - (c\2 + c\3 + c2
23)~] , 2 2. 

+ 4 ^ 2 , 2 V A 7 + A 3 ) > 

X* — C5X
Z + ci 

wo Xi9 i = 1 , . . . , 8 lineare Funktionen von aj9 bj9j = 1, ..., 5 sind. 
Nach (8.4) ist (8.3) eine nichtnegative Form. Weil beide ersten Summanden von 

(8.1) nichtnegativ sind, ist die Summe (8.1) auch nichtnegativ und wir können sie 
als folgende Summe schreiben: 

(8.5) 

-- -- \J(J)ka" - K1)c-A/T + t\l~i(*2*2- 4 £ CDb2
kJ] + 

k = 3i,J=\,J*i]JSJ\4J "\f \XJ J k = 3\_Xj=\ i=\,i*J J 
5 

+ 2* Y > 2 i + !>2i) + 

+ £ k \ i (X2
kt + X2

k2) + -^-^ (X2
3 + X2

4) + 
k = \ [X X — C12 

x[x2 - (c\2 + c\3 + c2
3)] 

. X[><2 - (Cl2 + C\3 + C2
23)~\ f 2 2 x"l 

+ x< - C5x
2 + c\ {X" + Xk8)\ • 

Die Ungleichung (6.6) ist damit verifiziert. 
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9. Über die Gleichheitsbedingung in (6.6) entscheidet man mittels (8.5). Die 
Summe (8.5) ist gleich Null dann und nur dann, wenn einerseits für k = 2 alle aki = 
= bki = 0 (/ = 1, ..., 5) und anderseits au und bu dem System 

(9.1) Xlm = 0 (m = 1,...,8) 

genügen. 
Der Rang der Matrix des Systems (9A) ist 8. Es gibt zwei unabhängige Lösungen 

des Systems (9A) und alle anderen Lösungen sind ihre linearen Kombinationen. Die 
Kurve # im F5 mit der Parameterdarstellung 

(9.2) xt(t) = at cos t + bi sin t 

in der die Koeffizienten ah bt (i = 1, ..., 5) die erwähnten Lösungen des Systems 
(9.1) sind, realisiert das Minimum des Funktionais (7A). Die Koeffizienten ahbt 

aus (9.2) haben bei der Bezeichnung nach dem Satz 2 eine komplizierte und wenig 
übersichtliche Form, deshalb führen wir sie nicht an. 

Die Lösung alt und bu (bei der Auslassung k = 1) ist auch die Lösung des 
Systems (6.9). Davon überzeugen wir uns durch eine Riehe von äquivalenten Um­
formungen z. B. der Matrix des Systems (6.9), die diese Matrix in die Matrix des 
Systems (9.1) überführen. Aus den Lösungen ali9 blt des Systems (9.1) bilden wir 
(bei der Auslassung von k = 1) die Spaltenvektoren a = \au a2, a3, a4, a 5 ] T und 
b = [bl9 b29 b3, b4, b5]

T-
Nach dem Hilfsatz aus dem 2. Absch. sind die Vektoren o, b zueinander ortho­

gonal und ||a|] = ||b]|. Deshalb ist (9.2) die Parameterdarstellung einer Kreislinie (€. 
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S o u h r n 

I Z O P E R I M E T R I C K É NEROVNOSTI P R O U Z A V Ř E N É K Ř I V K Y 

VÁCLAV ŠOBR 

V práci jsou dokázány izoperimetrické nerovnosti zobecněné ve smyslu práce [7] Z. Nádeníka 
pro uzavřené rektifikovatelné křivky v euklidovských prostorech E4 a E5. Při důkazech byla 
použita metoda Fourierových řad. Tato metoda má tu výhodu, že vykazuje značné analogie při 
použití v obou zmíněných prostorech. 

Pe3K>Me 

M O r i E P H M E T P M E C K H E HEPABEHCTBA A.JDI 3 A M K H y T b I X KPMBBIX 

VÁCLAV ŠOBR 

B pa6oTe ^oKa3aHi>i o6o6nisHHBie H3onepHMeTpHHecKHe HepaBeHCTBa B CMbicne pa6oTbi [7] 
3. Ha^eHHKa AJIH 3aMKHyn>ix cnpHMJiaeMBix KPHBMX B npocTpaHCTBax E4 H E5. B AOKa3aTeni>CTBax 
Hcnojn>30BaH MeTOfl pfl/KJB <Dypbe, HTO npHBOAHT K 3HaHHTejibHbiM aHajiorHHM Mê KAy O6OHMH 
cjiyna^MH. 

Anschrift des Verfassers: Katedra matematiky VŠSE, Nejedlého sady 14, 306 14 Plzeň. 
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