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ОБ АРИФМЕТИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ ЗНАЧЕНИЙ ^-ФУНКЦИЙ 
В АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ТОЧКАХ 

11Я1 СГ2ЕК, Р к е п 

(Поступило в редакцию 10. X. 1988 г.) 

Пусть задана система линейных однородных дифференциальных уравнений 
первого порядка 

т 

( 0 У) = Ъй3лУ1> У = ! , . . . , « , ^^,^еС(г) 
1 = 1 

или система линейных неоднородных дифференциальных уравнений 
т 

(2) у) = б у > 0 + X й}.,у1, ] = 1, • -., т , б/., 6 С(г). 
1=1 

Обозначим Т наименьший общий знаменатель функций ^• . в системе (1) 
или (2). 

Теорема 1. Пустъ кеN, К-алгебраическое поле, Н = \_К:0\, совокупность 
Е-функций (см. [1], стр. 87) с коэффициентами в К (т.е. КЕ-функций)/^г), ..., 
...,/т(г), т = 2 (т _ 1), составляет решение системы (\) (системы (2)), и ^ е К 
такое, что % Т(%) + 0. Тогда если функции /х(г), . . .,/ т(г) не связаны алгебраи­
ческим однородным уравнением степени к(тк — И + 1) (алгебраическим урав­
нением степени к(тп + 1)) над С(т), то числа / ( ^ ) , -•-,/„,(%) не связаны одно­
родным алгебраическим уравнением (алгебраическим уравнением) степени к 
над К. * 

В случае к = 1 выполняется более точное утверждение: 

Теорема 2. Пустъ К-алгебраическое поле, Н = [К: О], совокупность КЕ-фун-

кций/^(г), ..,,/ш(г), т > 2 (т _ 1), составляет решение системы (1) (системы 

(2)), и ^еК такое, что % Т(%) + 0. Тогда если функции /1(2), ...,/т(г) не 

связаны однородным алгебраическим уравнением степени (т — 1) (Н — 1) + 1 

(алгебраическим уравнением степени т(Н — 1) + 1) над С(г), то числа/}(%), ..., 

...,/т(%) (1,/](<^), . . . , / т ( 0 ) н е связаны однородным линейным уравнением над К. 

Следствие. Пустъ К-алгебраическое поле, Н = [К: О], совокупность К Е-функ­
ций /{(г), . . . ,/ т (2), т >̂ 1, составляет решение системы (2) и % е К такое, что 
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% Щ) Ф 0. Тогда если функции/1(2), ...,/т(г) не связаны алгебраическим уравне­
нием степени т(Н - 1) 4- 1 над С(г), то /,({) ^ ^ для всех I = 1,..., т . С.ге<Э0-
вательно, все /^) иррациональные. 

Доказательство. Рассмотрим однородный случай. Обозначим 

(3) йя = (" + т-1)1. 
У* ' _ У ! ( т - 1 ) ! 
Если N е /V, N _̂  к, такое, что 

о 

(л) ^ . ш — ,%-*,ж < ~~Г~ 
П 

и функции /1(2), ...,/„,(_•), т = 2, не связаны однородным алгебраическим 
уравнением степени N. то числа у1(^), —, У^(0 не связаны алгебраическим 
однородным уравнением степени к (см. [1], стр. 124, неравенство (160)). Не­
равенство (4) равносильно неравенству 

(5) ^--•-•- N(N-^)...(N-к + 1) ^ г 1 

^ . _ (* + » . - . ) . . . ( * + т - „ ) А' 

Так как Птц%-к,т1$,т = 1 > 1 — 1/!*. то существует Nке N такое, что 

неравенство (5) справедливо для всех /V е А/, /V _ /V*. Последовательность 
{/V — I + 1//У — / + ".}(=! — убывающая. Оттуда 

(6) /4-*.~ > /_____+1у 
/ с - и + ш - к)' 

Если N е /V, N __ /С, удовлетворяет неравенству 

/ _ _ * _ ! * _ _ . 

\ЛГ + /и - /с/ к 

то /V удовлетворяет и неравенству (5). Но (7) справедливо для 

КТ , 1 ( ш - 1 ) ( й - I ) 1 ' * 

N > к - I + ^ !— . 

н1/к - (и - \ук 

Оттуда 
(8) Ц * f c + Г < w - 1 > < » - 1 П . 
w L lt17* - (л - o l д J 
Для /с = 1, N. __ (/и - 1)(й - 1) + I (очевидно # х = (ш - 1) (к - 1) + 1), 
откуда вытекает утверждение Теоремы 2. Для любого к е /V справедливо 

(9) -V» __ к + [(ти - 1) (к - \)1/к кк1~11к] <к + кк(т - 1), 

что завершает доказательство Теоремы 1. 

291 



Неоднородный случай Теорем 1 и 2 вытекает из однородного, если его 
применить к функциям/0(г) = 1,/,(г), ..../„(г). 

Jlumepamypa 

[l] Ulud.íoecKuu A. B.: TpaHCueHfleHTHbie HHCJia, MocKBa, HayKa 1987. 

Souhrn 

O ARITMETICKÝCH VLASTNOSTECH HODNOT E-FUNKCÍ 
V ALGEBRAICKÝCH BODECH 

JIŘÍ ČÍŽEK 

Buďte f l 5 ...,fm E-funkce, které tvoří řešení soustavy lineárních diferenciálních 
rovnic prvního řádu, £ 4= 0 buď algebraické číslo. V práci je zdola odhadnut stupeň 
algebraické rovnice, kterou mohou splňovat funkce fí9 ...,fm, aby funkční hodnoty 
/i(£)> •••>fm(£) nevyhovovaly žádné algebraické rovnici stupně nejvýše fc-tého. 

Summary 

A NOTĚ ON THE ARITHMETICAL PROPERTIES OF THE VALUES 
OF E-FUNCTIONS IN ALGEBRAIC POINTS 

JIŘÍ ČÍŽEK 

Letf l5 ...,fm be F-functions satisfying a systém of linear diťferential equations of 
the first order, let č, # 0 be an algebraic number. The degree of an algebraic equation 
which the functions fl9 ...,fm can satisfy is estimated from bellow in the čase the 
values fi(č), ...,fm(£) do not satisfy any algebraic equation of the degree less oř 
equal to fc. 
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