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1966 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS. 
FACULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 21. 

Ка1еа"га у ргггоа'оуёа'ескё /акику 
Уейои* ;"''>/'. ВЫ1)г. е1 С8с. МгговХач) Ьа^осН 

О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ РЕШЕНИЙ ДВУХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

И Н Д Р Ж И Х ПАЛАТ 

(Поступило в редакцию 31. 5. 1965 г.) 

В настоящей работе исследуется вопрос взаимных преобразований ре
шений квазилинейных уравнений в частных производных первого порядка 
(§) и (С). Применяется метод работы [1]. 

1. Рассмотрим два к в а з и л и н е й н ы е уравнения 

( ф ) х + ф ) у) гх + ( ф ) х + ф ) у) ц - ф ) , (д) 

(2(7.) X + В(Ъ) У) Ъх + (С(Ъ) X + Щ2)Х) 7У = 0(1), (О) 

в которых предполагается, что ф ) , Ь(г), с(г), _(г) и _(г) ФО непрерывные 
функции, определенные в интервале / и 2(7), В (7), С(7), 0(7) и 0(7) Ф О 
непрерывные функции, определенные в интервале ,1. Вместо уравнений 
(д) и (О) будем рассматривать эквивалентные им уравнения 

( ф ) х + Ь(г) у) ъх + ( ф ) х + ф ) у) ху = 1, (^ 

(.4(2) X + В(7) У) 7Х + (С(2) X + 0(2) У) Ъ_ = 1, (С) 

в которых коэффициенты при х, у, X и У равны соответствующим коэф
фициентам с чертой из уравнений (д) и (О), деленные соответственно д(г) 
и 0(7). Выпишем характеристические системы, соответствующие уравне
ниям (§•) и (С) 

- ^ -= ф ) ж + 6(2) у, - ^ = ,1 (2) X + 5(2) У, 

(а) ^ = Ф)а"+<-С-)У, ^=С(7)Х + 0(7)У, (2) 

&1 __ &7_ ^ 
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Разделив в каждой из систем (а) и (А) первое и второе уравнение третьим, 
получаем системы двух уравнений 

% ~- Ф ) х + Ц-) у, Ц - = А (Ъ) X + В(Ъ) У, 

(а) ' (Л) 

^ = ф ) х + оф) у, Н - = С(2) X + 0(2) Г. 

Как легко проверить, каждый первый интеграл системы (а) или (А) будет 
одновременно первым интегралом соответствующей системы (а) или (А). 

Пусть 1х(х, у, ~) = сх и /2(.г
-, т/, л) = с2 два независимые первые интегралы 

системы (а) и Рг(Х, У, Ъ) =•• 6\ и Р2(Х, У, Ъ) = С2 два независимые первые 
интегралы системы (Л). Тогда общее решение уравнения (#) и (С) имеет 
соответственно вид 

»Ша. 1/. -О, / . К /У, ^)] = О, Ф[^(Х, У, 2), /г8(Х, У, 2)] = О, 

где ср и Ф произвольные дифференцируемые функции. 
Напомним, что первые интегралы системы (а) и (Л) можно получить из 

общего решения системы (а) и (л), если уравнения, дающие общее решение, 
разрешить относительно произвольных постоянных. Такое разрешение, 
как известно, всегда возможно и однозначно, если за произвольные по
стоянные взять начальные значения х0, у0, г0 е /, Х0, У0, X0~^. 

2. Взаимные п р е о б р а з о в а н и я решений систем (а) и. (А). 

Перепишем системы (а) и (А) в матричный вид 

М . ) \ |а( 2) Ф ) \ / Ф ) \ /Х(2)\ /л(2) В(2)\/Х(2)\ 

<а' \г/'(2)| \Ф) Ф)Мф)/' \У(2)/ \б'(2) /)(2)НУ(2)/' {А) 

где штрихом обозначена производная относительно 2 и точкой производная 
относительно 2. Обозначим Л(г) = Ъ произвольную функцию, обла
дающую непрерывной производной В'(г) Ф О и отображающую интервал 
г с у на интервал I <~ ^ и 1ф0) = 2 0 Е I для 2„ е г. Тогда существует 
и обратная функция /?_1(2) = 2, отображающая интервал I на интервал 
I и В-г(10) = 20. В дальнейшем согласно [1] важную роль играет следующая 
система дифференциальных уравнений 

г Д(г) 
I <<!(«)-«(<)> <1< - / <2>[й(0]-^[Л(0]> «'(<)<!< 

а'(г) = 6(г) ег° у(г) — С[1ф)] Л'(г) е к^) ф ) , 
г Д(г) 

/ <с1(0 — в(()> а. I <Д[Я(0] — -4[«(0]> Л'(<) «к 
/9'(г) = 6(2) ег« ф ) - В[В(г)] К'(г) е *<*«> ф), 

г Ж г> (Г) 
-/<(1(0 —в(.»а* - / <2>[вд-л[й(0]>д'(оаг 

7 '(г) = ф ) ег« ф ) - С[Л(г)] Я ф ) е ^») . ф ) , 
г й(г) 

-/<<!( . )-а(«)>си - / <Д[Л(.)]-.4[Д(0]>Д'(0«К 
<3ф) = ф ) ег» ф ) — #[1ф)]#'(2) е л<г°> у(ъ). 

74 



Для выбранной функции К(г) и при сделанных предположениях о коэф
фициентах уравнений (§) и (С) гарантируется существование и единствен
ность решения ф ) , /ф), у(г) и д(г) системы (Т), в окрестности точки г = %0, 
принимающего для ъ = ъ0 заданные значения а0, /?0, у0 и Ь0, которые опре
делим ниже. Имеет место 

Теорема 1. Пусть Х(Ъ), У(Ъ) есть решение системы (А), определенное 
в интервале I начальными условиями Х(%0) = Х0, У(Ъ0) = У0 для 2 0 е /. 

Тогда уравнения 
г Щг) 

.ф) - ф ) ехр { / а(1) & - / А[Е(1)]И'(1) &1}Х[П(г)] + 
г0 Л(г0) 

+ /ф) ехр { / а(1) 61 - / 0[Д(1)] Л'{1) <Щ У[Н(г)], (1) 

ф ) - у(г) ехр { /<ф) <П - / Л[Л(г)]Л'(0 с В Д / ф ) ] + 
г 0 Щго) 

+ а(2)ехР { /(1(0 си - /я[Я(*)] Д'(-) «0 Л В Д ! 
г0 Д(г0) 

определяют решение системы (а), причем начальные значения равны 

Фо) = ^о : = а0Х0 + /?0У0, 
ф 0 ) = у0 == у0Х0 + (50У0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Преобразования 

/ «(О & 

(3) 

( Г А(Т)д.Т \ 

О 1/*1(2)\ 

0 ег° / 

переводят уравнения (а) и (Л) в уравнения 

/ /<а(«) -«(*)> а< 
м*)\ = | ^° адег° 
\гф)/ \ -/<о(1)-«<*)> а» 

\ ф ) ег° 0 

( /</)(2')-л(Т)>ат 
0 75(2) ег° 

— /<Л(Г)-Л(Т)>с1Г 
С(2)е г» 0 

Í + 

(5) 

(6) 
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<v "" \yJ' [vj 

п()ичем начальные значения равны 

(Я-
С-о! ласно [1], решение уравнения (5) можно выразить с помощью уравнения 
(Н) так, что 

/ ф ) \ 1ф) 1Щ1ЩЯЩ 
\~(-)/"\у(-) д(г))\У[В(г)]Г { > 

причем (иЛ = (ао Ро\№о\ 

Складывая выражения (3), (7) и обратное (4), получаем, что 

1 /а(1) 61 \ I - / А[К(1)]Е'(1)й1 \ 

О \(ф) Щ е ЭД О \ШД(-)]\ 
Люа/М-) Ф)1 - / % « а ( 1\-'[Л(-)]/' * ' 

О ег» / \ 0 е я «̂) / 
Этим выведены равенства (1). Из (8) вытекают равенства (2), так как, 
полагая в (8) г = ъ0, получаем 

W(-o/ 

Замечание: Начальные значения а0, /?0, у0 и <50 решения системы (Т) 
выберем так, чтобы а0<50 — у(ф0 = К0 Ф 0. Согласно [1] матрица 

' Ч " ' \У(2) а(2)/ 

такая, что производная определителя | К(г) | равна нулю для г е г. Это 
значит, что определитель | К(г) | в интервале I постоянен и его значение 
! К(г) | = | /Г(-0) | = К0 = а0<50 — у0/?0 — /\'0 --= 0. Следовательно, матрица 
А'(з) невырожденная, и для нее существует обратная матрица К~г(г). 
Тогда из [1] вытекает 

Теорема 2. Решение Х(Т), У(Ъ) системы (А), определенное начальными 
условиямиХ(Ъ0) — Х0, У(2>0) — У0,удовлетворяет в интервале I (I — Н(С)) 
по отношению к решению х(г), у(г) системы (а), определенному начальными 
условиями (2), обратному соотношению относительно (8) 

(ХЩ е* О 1 А„ А» 1 х 

\У(2)}- \ /„»П-МЛ-М-] 4Д-'(2)] 
Kn Ko 

R-Ҷг) 
- / a[--Ҷ-)](Ä-Ч~))'d~ 

*-*<*•> 0 \(x[R-г(Z)] 

— / d[Л-ҶГ)](Д-Ҷ~))' dT 

0 e я-1^) " 

ЫR-ҶZ)]\ 
ЫR-ҶZ)]/ ' ( 9 ) 
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/, a \z) 

X(Z) = S ^ Í ? ) J c x | ) ( jA(T)dT - Ja[R-\T)}[R-\T)YdTyc[R~\Z)] 

R~Ҷz0) 

R-\г) 

- ^ — ^ h x ^ J A(T)dT - J d[R~\T)][R-\T)]'dT}y[R-(Z)], 

z, R-K-o) ( 1 0 ) 

X J?-'(Z) 

y(Z) - = ^ í ^ e x p [ JD(T) dT ~ j a[R-\T)W-\T)]'dT^R-^Z)] + 

a[H-ҶZ)] 
+ v+ ^ J exp 

я 0 R-ҶЯ0) 

к-ҷz) 

Г 
ţ J D(T) dT - J d[Л-ҶT)][R-ҶT)]' dф[R-ҶZ)], 

причем 

*o- - тz X0 jr Уoi 

л 0 л 0 

Yь- ^ - x + -^-г/ 
л 0 л 0 

3. Взаимное преобразование первых интегралов систем (а) к (А) 

Теорема 3. Пусть Т"{(Х, У, Ъ) = С1 есть первый интервал системы (А). 
Тогда 

Я(г) 

«-.,;.)-41^ 
(<5(z) — I<K*)* ^ ( Z ) ~ f d ( ř ) d í \ f ^[R(í)]R'(t)de 

/ ť (x , ?y, z) = EA V ^ - e гo , x _ e *» г/ e 

R, , 

/ — v í Y í - f«(« )d í a ( z \ - I d ( i ) d í v / D[l}(í)]R'(í)dí "i 

í _ B _ e «. x + - ^ L ê « yJ e«W , H(2) (И) 

есть первый интеграл системы (а). 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Возьмем любое решение х(г), у (г) систем (а) и под

ставим его в уравнение (11). Используя уравнения (10), в которых положим 
Ъ _ Л (г) и Т = Е(1), получаем, что 

№, 2/, ^ - Л[Х(Д(2)), У(ВД], Д(~)] = ^ [ „ ( 2 ) , У(2), 2] = 6+ 

З а м е ч а н и е : В выражении (11) можно пренебречь множителем 1 : Л 0 , 
так как, если х(%), у (г) есть решение однородной системы (а), то К0х(г), 
Л'о2/(2) также является решением той же системы (а), и, следовательно, 
имеет место 1{(К0х(г,), К0у(г), г) = с{. 
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4. В з а и м и ое п р е о б р а з о в а н и с (> б щ и х и н т е I1 р а л о в у р а в н е н и й 
(?) и (С) 

Лемма: Пусть РХ(Х, У, 7>) = Сх и Р2(Х, У, Ъ) = С2 два независимые 
первые интегралы, системы (А). 

Тогда преобразованные первые интегралы (11) /х(х, у, г) = сх и /2(х, у, ъ) = 
= с2 системы (а) являются тоже, независимыми. 

Утверждение леммы вытекает из того, что 

D(h,f2) _D(FX,F2) 1 

D(x, y) D(X, Y) Д 0 ^ ť 1 í exp <A[R(t)] + D[R(t)]>R'(í)dt-

[<a(í)-l-<i(í)>4^0. (12) 

Теорема 5. Пусть РХ(Х, У, Ъ) - Схи Р2(Х, У, Ъ) 
первые, интегралы системы (А). 

Тогда 

Ш*> У, ^ к(х, у, -0] - о, 

Со два независимые 

где 1х(х, у, г) и /2(.т, у, I.) определены выражениями (11) и ц>-дифференцируемая 
функция, есть общее решение уравнения (§"). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Согласно теореме 3, зная первые интегралы РХ(Х, 
У, Ъ) = Сх и Р2(Х, У, %) = С2 системы (/1), можно с помощью (11) 
построить первые интегралы 1х(х, у, г) = сх и /2(х, г/, г) = с2 системы (а). 
В предыдущей лемме доказано, что из независимости первых интегралов 
Р\(Х, У, Ъ) = Сх и Т2(Х, У, 2) = С2 системы (Л) вытекает независимость 
первых интегралов /1(.г, ;//, г) = сх и /2(х, ?/, г) = с2 системы (а). Этим утвер
ждение теоремы доказано. 

Пусть 
Ф[РХ(Х,У,Ъ), Р2(Х, У, Ъ)} = 0 (13) 

есть общее решение уравнения (С). Тогда из теоремы 5 вытекает, что 
(А!г(х, У' 2) и(х^ У, 2)1 — 0. гД е ^-произвольная дифференцируемая функция, 
/1(.х, г/, г) и /2(х, г/, ъ) определены (11), есть общее решение уравнения (%). 
Однако, для определенности будем сохранять внешнюю функцию и опре
делим взаимное преобразование общих интегралов уравнений (§") и (С) 
следующим об разом: 

Определение: Пусть (13) есть общий интеграл уравнения (С). 
Тогда 

Чк(х, У, Ю, /,(*, У, -0] = 0, (14) 

где (х(х, у, 2.) и /2(х, у, ъ) определены выражениями (11), есть преобразованный 
пбиши интеграл (13) м общий, интеграл уравнения (@), 
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5. Пример 

Используем выше изложенную теорию к тому, чтобы выразить общее 
решение уравнения 

(ах + Ъу)~х -1- (сх + йу) ~у = 2,*, (15) 

где а, Ь, с, а7, V, (Ь2 + с2 > 0) произвольные вещественные числа, через 
общее решение более простого дифф. уравнения однородных функций 
первого порядка Х 2 д . + У 2 Г = 2. (16) 

Предполагая, что ~ ф 0 и X Ф 0, приведем оба уравнения к виду (~) и (С) 

(±s + ±,)b + (jr,+±,)Ь-i. (") 

у 2 х + { 2 г = 1. (18) 

Для уравнения (18) легко определить первые интегралы соответствующей 
характеристической системы. Например 

*\(Х, У, Ъ) ~~ - | - = С,, Р2(Х, У, Ъ)=~ = с2 

Ръ(Х,У,Ъ)=~=Сг. (19) 

Общее решение уравнения (18) есть любая дифференцируемая однородная 
функция первого порядка. Например, 

г ^ Х Ф - ( х ) и 7' = УФ*(Щ- (20> 
Для уравнений (17) и (18) целесообразно положить К(~) = г = %. Тогда 
система (Т) принимает для р Ф 1 вид 

^а:~ал->> 
ос'(~) = Ъо}-^ о 1~* 7(2), 

/ 3 ' ( " ) = ЪШ7Г*Ъ Х~" 6(2,), 

« - Д . 1 - -

у'(г) = сю-1-.-* е 1 " ' ' а(г), 

" ' ( г ^ с с о - ^ - " ^ 1 - ' р(-), 
- - ^ - 1 - , . 

где ш = е х ~ •'• ° и для V = 1 
а'(-0 = 1ш2-

1'+'11у(-), 

(21) 

/ÎҶjг) = te'í+rf~M(z), 
y'(z) = cw-^-zř ^ ^ ( z ) , 

гдe w = z*-(/. ð'(z) = crø-V řř~ ?(z), 

(22) 
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Обе системы (21) и (22) распадаются на две одинаковые системы двух 
уравнении (первое вместе с третъим и второе вместе с четвертым) следую
щего типа 

" - * Л-У 

и'(г) = Ъ(07,~г е 1 — * ь(г), 

. « - ^ №') 
?/(г) = соУ г2Г'х' е 1_~'' и(г), 

и'(г) = Ъы>г-+*-Ч>(г), 

^(г)^суо~х2,а^~ха(г). 

Рассмотрим сначала случай V ф \. Решим систему (21'). Исключая 
с помощью дифференцирования из системы (21') функцию у(&), получаем 
д л я определения функции и(г) диф. уравнение второго порядка 

22"м" + [г 2 "- 1 * + г»(а — с?)] и/ — беи = 0. (23) 

П о л а г а я и(г) = ^(1), где | = 21 ", получаем 

ч*(» + |Ет ' , ( й ~ (Т= ^ ^ = а (24> 

Это линейное уравнение с постоянными коэффициентами, решение которого 
зависит от значения Д = (а — с!)2 + 4/Зе. 

I. Пусть Д > 0. Тогда фундаментальная система решений уравнения 
(24) есть 

щ = ехр |(с/ - в - ]/Д щв (1 - ^)) 2 ( 1 -̂ —-} , 

>?2 = ехр |(г/ — д ] ]/Д щи (1 - »')) 2(Г-ГгО/ ' 

П о л а г а я 

Р=2(Г^ТУ » = 2 < Г - ^ " ' - Р о в п а ^ ' ) . (25) 

получаем, что фундаментальная система решений уравнения (23) 

и.(2) = е ^+'/>г1-*, и2(2) = е"<^* ) г 1 _ " . 

Ив второго уравнения системы (21') находим, что 

*,(*) = - {-Е±4^=^ & *1"', ьф) -= - ^=4=-=-= е ^ ^ 
1 4 у Ьо) л ' Ьо) 

Решение системы (21) 

ф) = е (Р+1К1-', р(г) е ( Р - ^ 1 - " , 

у(.) = - ^ ± 4 1 1 --- -} ^^1" г, ад = - ^ - \ ) ( 1 " у ) с»™»1-. 
060 МО 
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Определитель К0 = у— . Пусть Р*(Х, У, Ъ) = С, есть первый интеграл 

характеристической системы, соответствующей уравнению (18). Тогда, со
гласно (11), 1,(х, у, _) = 

Л 1г^г1~7-а + ̂  + 5 . \ ^тг1~р(а-с{ + 8 _ Л 1 
— /^ _ е -(--*> 1 - х — Ьу\]ге г(1~") I ^ ж + ЬУ)'> 2 

есть первый интеграл характеристической системы, соответствующей 
уравнению (17). Общему решению (20) уравнения (18) соответствует общее 
решение уравнения (17) 

е - _ Ы - г 1 _ ' + [(р _ д)(1 _ у)Х + 6у] ^ Г__ I й - - + . ._ Ж _____ Л(1_)г1"" 
Фľ_í_^±+L+^_eŕV-1 = o. 

[ (a — d — _•) ж + 2öy 1 
Заметим, что второй член левой части является однородной функцией 
первого порядка относительно х, у. 

II. Пусть А = 0. Тогда фундаментальная система решений уравнения 
(24) при обозначениях (25) 

% ( | ) = е-**, ъ(*) - | с ^ . 

Фундаментальная система решений уравнения (23) 

их(г) — е~ г ~\ и2(г) = гх~г' е~рг ~"-

Из второго уравнения системы (21) находим, что 

/ ч Р(1 - ") „ _ - , . V (1 - V) - р ( 1 - -»)_-» 
_-(_) = - ^ е - , ^ _ ) _ - т - е- ,. 

Решение системы (21) 

а(г) _ е"^ 1 -", /ОД = г1-' е^ 1 " " , 

Р(1 — ") 1-* -, ч (1 — V) (1 — 02 1 -' ) !-,, 

у(г) = _ / - Ц _ - V * \ б (г ) = ^ ^-\ - -V2 . 
00) 00) 

1 — V 

Определитель А 0 = — . Пусть Р{(Х, У, 7) — С{ есть первый ин

теграл характеристической системы, соответствующей уравнению (18). 

Тогда, согласно (11), 
П(х, у, _) = _-, [_ е _ 2 " ^ ) г 1 " ' [ ( 1 - V) (1 - /,_-"*) х - 6у_--]; 

» + ̂  .1-у 1 

г о 2(1-,) Г р ( 1 _ х,)х + 6у) ; 2] 

есть первый интеграл характеристической системы, соответствующей 
уравнению (17). Общему решению (20) уравнения (18) соответствует общее 
решение уравнения (17) 

— ЙТГЧ,-1"*' / м , 7 ч *Г[(1 — У) (1 — /?_--») х — Ъугх~*Л _ 
е 2(1—о _ (р(1 _.__ „) ж + /^) ф _ !Х II ' __ — о. 

^ ; У' Ч р ( 1 — у ) „ + 6у I 
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Второй член левой части я в л я е т с я однородной функцией первого п о р я д к а 
относительно х, у. 
I I . Пусть А < 0. Тогда фундаментальная система решений уравнения 
(24) при обозначениях (25) есть 

т(%) = е-*- 81П Ц%, г}2($) = е~« соз Щ, 

_______ 
2(1 

ния (23) 

У__д 8СП (1 — V) 
где <? = 1 — " т т т ^ — \ • Фундаментальная система решении уравне-

2(1 V) 

и2(') = е р г сов </_1-V. 

Из второго у р а в н е н и я системы (21') находим, что 

р , м = е . - " ( _ _ ! _ _ _ 8 Ь ? 2,-, + ? ( ! - ' ) с о з ,2: 

^)-о^(_-^со8^_-^-,„^). 

Решение системы (21) 

л(~) = с•-^1~,' 81Н я . 1 *, /3(_) = е - ^ 1 - " соз лг1-»', 

ер г 1~'(1 — г>) 
У(-) = ^ о (Я 81П р 1 г ' — ? соз ^г1-*1), 

е р г 1 _ , ( 1 )') 
<5(_) = • : (</ 81П ^-г~V + » СОЗ Й2 1 -*') . 

О СО 

5 (1 — V) 
Определитель Кй = ^ . Пусть /%-(Х, У, 2) = 6+ есть первый 

интеграл характеристической системы, соответствующей уравнению (18). 
Тогда, согласно (11), {{(х, у, ~) = 

[ _ а+а л - , 
= /% [—_ е 2ц—"> (1 — у) (</ 81п 021-1" + /? соз р 1 - " ) х + % с о 3 Щ-~у)\ 

-+а
 Л-У | 

2 е ( 1 — у ) ((1 — г) (/? 81П ^г 1-" — Ц соз аг1""*) :г + Ьу з т Ц~1~г), ~ | 

есть первый интеграл характеристической системы, соответствующей 
уравнению (17). Общему решению (20) уравнения (18) соответствует общее 
решение у р а в н е н и я (17) 

_±_ л-, 
е 2 ( 1 — ^ + [(1 — г>) {д зш с?-1-*" + р соз д . 1 -") „ + 

• I 1 т __. Г (1 — *) (<? 8 Ш Р 1 " 1 ' + х» с о 8 ?21-'') х-\-Ьу С08.7-1"* 1 « 
+ 6?/ СОЗ 521-1'] Ф, V, +) !-_____ !__ — , - 4 — ' . -,— -= 0. 

[ (1 — V) (р зш дл1 -* — ^ соз дг 1-") а; + Ьу зш й-1-*' I 
Второй член левой части я в л я е т с я однородной функцией первого порядка 
относительно х, у. 
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Теперь рассмотрим случай V = 1. Решим систему (22'). Исключая с по
мощью дифференцирования из этой системы функцию .(г), получаем для 
определения функции и(г) уравнение Эйлера 

ъ1и" + (а — (I I- \)т' — 6см -_ 0. (26) 

Решение этого уравнения зависит от значения А = (а — о7)2 + 46с. По
ступая аналогично предыдущему случаю, получаем следующие результаты: 

I. Пусть А > 0. Тогда решение системы (22) возьмем в виде 

—а+й+У_~ — а+Л— Уд* 

ct(z) = 2 г ß(z) = 2 ^ _ 

_ а + d+V_j_i+н: 
2irø Z 

а + d -]/Д *"--»-" 
Ó(Z> 2to Z 

Определитель К0 = -у-— . Пусть Р((Х, У, Ъ) = С{ есть первый интеграл 

характеристической системы, соответствующей уравнению (18), Тогда, со
гласно (11), 

Г -а-О—УТ+2 _ 

Цх, у, 2.) =- Р( У 2 ( ( _ а + а _ ]/Д) - _ 26?/), 

—а—а!+Уд+-2 П 

г 2 ((а — _ — У А) ж + 2.2/), г] 

есть первый интеграл характеристической системы, соответствующей 
уравнению (17). Общему решению (20) уравнения (18) соответствует общее 
решение уравнения (17) 

_____ .._ Г(— а + А + 1/Д) ж — 2ЪуЛ Л 

2 • + [(а - о- + УД) х + 26,,] 0 | - ( а _ - - ^ х - 2 % ] ] - 0. 

II. Пусть А = 0. Тогда решение системы (22) возьмем в виде 

—а+Л —а+а 

Ф) = ъ 2 , т==* 2 1п|_|, 

Определитель /У0 = Ь-Ч»-1. Пусть Р((Х, У, _) = С4 есть первый интеграл 
характеристической системы, соответствующей уравнению (18). Тогда, 
согласно (11), 

Г - * - * + -
/.(ж, г/, _) = / ф 2 "[(2 | (о7 - а) 1п | % \) х - 26г/ 1п | 2 |], 

г - " [ ( « - „ ) „ + 2%], 2] 
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ость первый интеграл характ [Ы, соответствующей 
уравнению (17). Общему решению (20) уравнения (18) соответствует общее 
решение уравнения (17) 

/?_[(„__)_ + ^ ф Г _ _ + ( _ - -) 'п I -1) - - а . !• I- II __ 0 
и ; Ч (а —д)х + 2Ьу] ] 

111. Пусть Д < 0. Тогда решение системы (22) возьмем в виде 

—а+а ~-а-\ -</ 

а(г) = г 2 соз Я(г),, /9(г) = г .- зш Я(г), 

-r_-CoSA(,)-L|si,aW) ; 
-а + d 

"26мГ C 

í—a + d . a / ч , 1/^Д «(-)-*,(-_^^--(-) + |жг««"(*)). 

гдеЯ(г) = У- —1п | г |. Определитель Л'0 = Еу— . Пусть Р^Х, У, Ъ) = _7. 

есть первый интеграл характеристической системы, соответствующей урав
нению (18). Тогда, согласно (11), /,.(„, у, г) = 

г - а — ^ + 2  

_?_ [г" 2 ({(с/ — а) зш Я(г) + ]/—А соз Я(г)} _ — 2/л/ э т Я(г)), 
—а—<г+г 1 

г 2 ({(а — а1) соз Я(г) + ]/—Д вш Я(г)} _ Ь 2% вш Я(г)), г\ 

есть первый интеграл характеристической системы, соответствующей 
уравнению (17). Общему решению (20) уравнения (18) соответствует общее 
решение уравнения (17) 

д+а 

2 а ___ щс[ __ а ) в1п д(-) + у_. д с о 8 х(г)} х — 

- 26, вш Я(г)] Ф> Г« я - *> ™^ + У Е ! 8 1 П * » * + 2 % С°5 Щ] = 0. 
..((с* - а) вш Я(г) + У - Д соз Я(г)) ж — 2% зш Я(г)1 

6. Взаимное преобразование решений задач Коши уравнений 
(В) и (С) 

Пусть дана начальная кривая 

X -= ВД, У =- !Р_(т), 7 = ^з(т), (26) 

где функции ^ ( т ) , Уу

2(
г)> ^з( т) определены и непрерывны в интервале 1/, 

в котором существует производная ^ ( т ) =̂  0 и ^ 3 ( т ) е I Д л я т е Ь. О на
чальной кривой (26) предполагается, что она не является характеристи
ческой, значит но является решением системы (А). Пусть 

РХ(Х, У, „) =- С1 ( ^2(Х, У, 2) = С21 (27) 
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есть два независимые первые интегралы системы (А). Если в равенства (27) 
подставить начальную кривую (26), то левые части этих равенств не могут 
быть одновременно постоянными. Предположим, что обе левые части явля
ются после подстановки т функциями т и что нам удалось этот параметр ис
ключить из системы (27). Таким образом, установим искомую связь между 
постоянными Сх и С2 

ПС,, С2) = 0, (28) 

где Ч* определенная функция. Итак, интегральная поверхность, про
ходящая через начальную кривую (26), определена уравнением 

П^(Х, У, Ъ), Ь\(Х, У, Щ = 0. (29) 

Подвергнем начальную кривую такому же преобразованию, как решение 
системы (А) в теореме 1. Пусть для Т0ЕЬ, У 3(ТО) = 2 0

 6 I- Определим 
преобразование начальной кривой (26) следующим образом 

<pz(т) = = R-TВД] 

<Pi[<Pз(t)]\ = 

,<PÅ<Pз(t)]l 

/ /a(ęa)dęa \ 

** 0 j Ш<p9) 
\ /dшdnjЫn) 
\ 0 e"! / 

ß(n)\ y 
à(n)f 

j R(Vз) 
I - / -*[-%«)] 
í e R^ 

R'(ę3)d<pa 0 
(Ř<Pз) 

- / ҖҖ<Pз)JЩ<Pз)d<pa 

(30) 

Уз Д(Рз) 

-« = ^[^(т)] = «Ыехр{/ а(<р3)а<р3— / Л[ДЫ]1*'Ы <%} -^РР.М] + 
95 л(?>;) 

У 3 Щ<Рз) 

+ % » ) е х р { / а Ы % - / />[Д(^)]/?'(^8)^»}-Рв[*Г8(т)], 
»! Д(9Ф 

9>з Л(9в) 

У = ^[^з(т)] = у Ы ехр { / й(ср9) й<р9 — / 1)[#Ы] Я'{<р9) й<р9} ^ [ ^ ( т ) ] + 
<р°, Щ<р°3) 

<Рз Ш<Рз) 

+ б{<р9) ехр { / а(<р9) а>3 - / 0[Е(П)] Я'{<р9) о1п} ЩУ9(т)1 (31) 
<р1 ЕЮ 

г = <р,(т) - Д - Ч З Д ] , 

где с̂о = Д--[У,(т0)]. 
Теорема 6. Пусть (29) определяет интегральную поверхность уравнения 

(6), проходящую через начальную кривую (26). 
Тогда уравнение 

ПШ У, *), /.(*, 2/, 2)] - 0, (32) 
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где, согласно (11), /._(„;, у, ъ) и /2(ж, т/, г) первые интегралы системы (а), 
определяет ту интегральную поверхность уравнения (%), которая проходит 
через преобразованную кривую (31). 

Д о к а з а т е л ь с т в о : То, что (32) определяет решение уравнение (§), 
сказано в теореме 5. Покажем еще, что интегральная поверхность, опре
деленная равенством (32), проходит через преобразованную начальную 
кривую (31). Согласно (11), /{(х, у, г) — 

z z K(z) 
í / S(z) —/"(.Dát R(z) —/d(t)di \ / _[B(ť)]„'(í)dť 

jß(-) 
VÍZ) - / « ( < ) - a(z) _ / d ( ť ) d í \ / D[R(t)]R'(t)dt 

We «. _ + -^- . e «- y\e*M , R(z) 

(1 =_ 1, 2) являются первыми интегралами системы (а). Выразим первые два 
аргумента этих функций в матричном виде 

z z „<-) 
-\ _/a(ť)dť /J/-\ - / d ( ť ) d ť \ / _[„(*)] fi'(ť)dť 
í-e z» „ —-í-JP-e *• y eBW 
. o ^ o / 

3 2 „(Z) 
-VÍ2) - / « ( * ) _ „ ( _ . ~ / d ( « d ť \ / Z)[fi(ť)] fi'(ř) dť 

A 0 /i,, ' / 

( 5г) \ / щ —Р2 \ / ; \ 

/ _ [ „ ( . ) ] „ ' ( « ) - \ / - 4 г - р - ^ \ / - / « ( * ) - \ 
ел< г«> О I | Л о ^ о Н е г« 0 I /;с(_) V 

Т-свд~ю_ \ ____> __*_ М - /ад _ / ' *«/ 
О е*'-) / \ Ж0 __0 / \ 0 е ^ / 

Полагая в этом равенстве х = «^(т), /у — <?_(т)? 2 — 9-(т) и используя (30), 
получаем 

(
Ж ? , ) 

/ -[„(->,)]_'<»,)<. .• 
ел«> 0 

Д(<Ы 
/ _>[„(9>,)] _'(9>а)<1?! 

0 ей«> 
/«(<?,) <*<Ь \ , , ч л / ч . / - / Л[_(?.)]Д'(9>з)с1<Ра \ , , , г / ц г / \ . 

о 1/«(?•).%_)\/еад> 0 |/»_(-?_)\ 
О ей / \ 0 еад> / 



Следовательно, 
!Шг), 9>3(т), у3(т)) - Р,(Ч*х(т), У,(т), ^з(т)) (33) 

и поэтому 
^Т/хМ*), у,(т), 9>3(т)), /,(?-(*), 9>2(т), уа(т))] -

= ^ [ ^ ( ^ ( т ) , У2(т), ЗД), /"-(^(т). -ВД, !Р,(т))] = О, 

что и требовалось доказать. 
Заметим, что из равенств (33) вытекает, что если кривая (26) не является 

характеристической для системы (А), то кривая (31) не является характе
ристической для системы (а) и наоборот. 

Если одно из равенств (27) таково, что его левая часть после подстановки 
начальной кривой не зависит от параметра т, то это равенство определяет 
искомую интегральную поверхность уравнения (С) и соответствующий 
преобразований первый интеграл определяет интегральную поверхность 
уравнения (§), проходящую через преобразованную кривую (31). Таким 
образом, мы установили, что решение задачи Коши для уравнения (С) 
и кривой (26) и решение задачи Коши для уравнения (§) и кривой (21) 
между собой эквивалентны. 

Замечание: Очевидно, что все выше изложенное можно перенести на 
уравнения 

гх + (а(х) у + Цх) г) гу = с(х) у + й{х) ъ, 
Хх + (А(Х) У + В(Х) Ъ) Ъу =- С(Х) У + 0{Х) 7, 

и 
(а(у) х + Ь(у) г) ъ% + гу = с(у) х + Л(у) 1, 

(А(У)Х + В(У) Ъ) Ъх + Ъу = С(У)Х + /)(У) 2, 

так как характеристические системы этих уравнений имеют вид систем (а) 
и (А). 
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S H R N U T Í 

TRANSFORMACE Ř E Š E N Í DVOU PARCIÁLNÍCH 
D I F E R E N C I Á L N Í C H ROVNIC PRVNÍHO RÁDU 

JINDŘICH PALAT 

Tento článek se zabývá vzájemnou transformací obecných řešení kvazi-
lineárních rovnic (g) a (G). Výsledky se ilustrují na příkladě rovnic (15) a (16). 
V závěru jsou studovány vzájemné transformace řešení Cauchyovy úlohy pro 
rovnice (g) a (O). 
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