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1966 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS.
FACULTAS RERUM NATURALIUM. TOM 21.

Katedra matematické analyjzy prirodovédecké falkulty
Vedouci katedry: z. prof. RN Dr. et CSc. Miroslav Laitoch

O NEKTERYCH NELINEARNICH DIFERENCIALN{CH
ROVNICICH TRETIHO RADU

JAN VORACEK
(Doslo dne 31. kvétna 1965)

Tato prace se zabyva diferencialnimi rovnicemi

a” 4 fla) a” 4 ba' - h(x) = Q(F), (1)
x” 4 ax” + g@) (@) = Q(t), (2)
2" 4 ax” 4 bx' + h(v) = Q(t), (3)

kde | A{x) | = H, | Q)| =@.

Nékteré vlastnosti téchto rovnic jsou znamy jiz z publikaci J. O. C. Ezeila [1],
(2], 3]. ‘

Price je rozdélena na ¢tyfi ¢asti. V prvni ¢dsti se dokazuje pomoend véta
o rovnici drubého Fadu; tato ¢ast je jistym kvantitativnim vyuZitim avah z [4].
Ve druh¢ Gasti se zkouma omezenost a asymptotické vlastnosti feseni rov-
nice (1). Hlavnim obsahem tieti ¢asti je véta o dissipativnosti rovnice (2).
Vlastnosti rovnice (3) se studuji ve étvrté Gdsti.

1. Budtez a,, b kladné konstanty, f, realné ¢islo a f(y) funkce spojitd na
intervalu (— oo, -+ o0), spliiujici na tomto intervalu nerovnost f(y) = a,.
Oznaéme ddle N, munozinu fankei definovanou takto: p(t) € N, pravé kdyz
existuje t, > 1, tak, Ze p(l) je spojité na intervalu (ty, ¢,) = I, a spliiuje na
ném nerovnost | p(t) | = P, kde P = @ + H. Necht M, je mnoZina diferen-
cialnich rovnie

Y+ )y 4 by = p(h)
pro viechny funkce p(t) € N;,. Funkei y(f) nazveme fefenim nékteré rovnice
z M, existuji-li p,(t) € N\ a t’ > 1, tak, Ze y(t) sphiuje na <ty, #') diferencidlni

rovnici

Y)Y 4 by = (o). (4)

Ozpadme jeité J, = {t,, t,) maximdlni interval, na ktery se dd y(¢) prodlouzit
vpravo jako fesenf rovnice (4).

Pomocnd véta: Bud y(t) fefenim nékteré rovnice z M,D. Potom. je I,,u =/
a plati: ’

"
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1 Jelit, < + oo, jsou funkee y(t) a y'(t) omezené na I, .
2°: Je-li t,,y = + o, existuje konstanta D, spoleénd pro vechny rovnice tohoto
typu = M, pri libovolném t, tak, Ze platt

lim sup | »(t) | £ D, lim sup | ¥'(t)| < D.
t> o0 >t

Dikaz: Rovnici (4) pisme ve tvaru ekvivalentni soustavy

y' = =) — Fly(®)]
== —by(t) + p,(0), (6)

v
kde F(y) = [ f() dy. Funkee F(y) je rostouci a spliuje nerovnost
0

1yl

Fy) = nf Jorsgny)dy za, 1y | (6)

Dale zavedme jestd tato oznadeni (¢ je libovolné, pevné zvolené kladné &islo):

a = Min [a,, V;?b_s] (7

& = 4Pa2, p = 2Pa, (8)

A = Max [aF (&) + £(2b + @®) + &, al F(—&) | + &2b + a?) &), (9)
B = (4b -+ zzf)ﬂ [‘24; — 2.P], (10)

n = Max {B, F_[—F(—B)]}, (11)

kde F-, je funkce inversni k F. Ze (7) a (8) plyne
E 2 b Y(P + &) (12)

Kazdému &slu %, pro které plati = 5,, pitadme uzavienou kiivku K(z)
roviné y, z, sloZzenou z oblouku a tsefek takto:

<

&

A

1 1
y=n 22Fy): 52—pt+5by—Py= D),

1 1
kde @,(y) = 5 F*(y) — pF(y) + 5 by* — Py.
Fy) >z =0: Yy=n .
1 1
t=sy =y 2=0: Zzz—pz—l-—ébg/“+Py:—.];bn2+1’n

+ z, 2
lyl <& z=o e—Bg = AT



1
ASys—& 2SO Gt byt Py = o)
Fly) <z =0: y=Aa
Asys—& z20 ‘122»erz—i-—;fbyz—-—Py:-é-blﬁ-—P}.

v

72 zZ + 2

lyl<é& 220: p =gty ="

Piitom je 2 = A() definovéno jednoznaéng jako jediny nulovy bod funkee
1 1
Puly) = 5 F¥(y) + pF(y) + 5 by* -+ Py — D),

ktery splituje nerovnost 2 < —&. Ze tomu tak je, miZeme ukdzat takto:

Ao,

“ay =IO IF@) +p) + by + P,

Pro y < —¢& plati podle (6), (7), (8) F(y) + p = —p < 0 a podle (12) je také
by - P = —& < 0. Dy(y) je tedy klesajici pro y = —¢&. Navic je podle (6).
Hm @y (y) = + oo. (13)
g

Podobné plyne, Ze ®,(y) je rostouct pro y = & Protoze F(y) je rostouct, plati
podle (11), (10), (6) a (7)

F) =z —F(—B) =z —F(—¢§) > at = 2p
a tedy

-

5 20 + pFon) =3 F* (—8) + pF(—). (14)

Podle (12) je %bf2 — Pt = ~;» by} — Pp,. Settenim této nerovnosti s (14)
dostévame Dy(—E&) + Di(n) < Dy(ny) a tedy Pyo(—&) < 0. To spolu s (13) jiz
ddva dokazované tvrzeni.

Z definice A plyne, Ze bod [4, F(4)] je prisetikem kiivek K,, K, o rovnicich

}z 2 pz g byt + Py = Py(n) a z= F(y). Z (6) a (7) vidime, Je 2 nenf

mendi nez Gsedka piislusného prusediku K, s pi{mkou z = ay. To maZeme po
snadném vypodtu vyjadiit nerovnosti

3P - [9P? + 1 5
3P+ ,igjgbﬂf B P gy < —e. (15)

Koeficienty z,, z,, 23 jsou rovnéz funkcemi 5 a jsou zvoleny tak, aby kiivka
byla uzaviend. Vypodteme je snadno z rovnic piislugnych oblouki.

Jednoduge souvislou oblast, kterd je vnitikem kiivky K(n) oznatme K °(n),
uzavér této oblasti K °(n) . y(t), z(t) bude v daliim znamenat Feseni soustavy (5),
[y(t), 2(t)] bod v roviné y, z o soufadnicich y(1), z(f).

p(n) = -
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Kl"i\'k_y K (n) maji tyto (lu](*/it(' vlastnosti, stejné jako v [4]:

Jerli o, 2] = [y, =] € K0, jo pro ¢ >ty [y(), #(0)] € K ().
Il lim z,(y) = lim -—‘12(1]) == llm 23(7/) = - 00, 2 + 2y = -p, 2 — 23 = 2p.
y ot oo | o

Je-li [yo, 20} € K°(ny), oznaé me- pro te.J, symbolem n(t; y,, z,) tslo pro
které plati [y(t), z(1)] € K(n(t; ¥o, 20)): tim je na J, definovana funkco n(t; Yo» z.,)
Pro strudnost bud n(ty; %o, 2y) = 7,. Podle 1. je potom [y(), =(t)] € K°(n,)
pro ted,. Vyraz | y(t) | + | z(t) | je proto na J, omezeny a podle 711.d.m(x
existendni \6tv ([5], str. 135, véta 2) musi byt J, = I, . Tvrzeni 1° je tedy
dokazano. K dukazu 2° nyni staci dokuzat 7e exlstUJf‘ kladna konstanta
w = 0(y,, %) tak, Ze pro t =1, a n = n, plati nerovnost

d"l( Yo> 20) < N
dt = —m < 0. (16)

V tomto piipadé totiz musi existovat r(yﬁ, 29) >ty tak, e n(r; yo, 2 = M
a podlﬂ L. pak je pro t > 7 [y(t), 2(t)] € K°(3,).
K dikazu (16) budeme potiebovat nékteré odhady a Gvahy, které nyni
provedeme.
Je-l E z&je Fly)y—p=p>0aby=P~P + ¢ podle (6), (7) a (12), jak
jsme jiz vidali. Miveme tedy pro & =y =, 2 = F(y) potitat takto:
dd,[n(t; ye, z0)] 7P, dy ¢ (I)l dz
A Ty i > di
= (z—p) [0y + p,0] + (by — P) (z — F(y)) = p,() (z — p) —
— Plz ~F()] - bylF(y) = p] = (P = by) (F(y) — p) = —ep < 0. (17)

Jc\stlin plo néjaké t, = to je y(ls ) > E, Fly(t,)] > z(ty), pak existuje ofy(L,),

2(1)] = (Yo, zo) > 0 tak, e pro t = t, plati
2(t) — Fly(h] < = d(yy. 2o), (18)
pokud [y(t), z(t)] zistavi v mnoziné y = &, F(y) > 2. V opatném piipadsé by
totiz oxmtmalo t' >ty tak, ze
,11,111 () — Fly(h)]} = 0} (19)
a mohli bychom nalézt t”, 15 = 1" <t tak, Ze pro L e (1", t') by bylo
d
70— Pl = — by + p,(0 —flyO] =0) — Fly@ly = — 5
coz je spor s (19).
V mnozingé y = £ z = 0 dostavdme uzitim (6), (7)
1
d (2 by + 1’7/)
—dl = (z=p) [=by 1 p, O] (by + P) [z — F(y)] =
= (by + P)Ylp - Fy)] < --Pp < 0. (20)
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V mnozing |y | = & 2z = 2(n) plyne pro n = #, uZitim (8), (9) (10), (11) ne-
rovnost
o bs - P ¢
2o(n) — F(—&) < —¢&- -~
tn P »
a navic oviem je z(t) — Fly(t)] = z,(n) — F(-—&), pokud [y(t), z(t)] ztstiva
v uvazované mnoziné. Tam tedy plati podle II.:

1 d(zy — 2z;) b L 2tz - E
ERP TR o OB CRl A V) g (21)
Zavedeme-li je§té konstantu
M, = Max 100 (22)
MmEnste Ul
platf pro n, < n = n, nerovnost
d(z, — 2,) - 1
P P ) (23)

Vypotteme a odhadneme jesté . Funkee A(y) je definovana implicitné

AA(n)
P

rovnici @,(2) == 0 a proto

di _ f) [F(p) —p] + by — P

== S £ L — 24
dy = SPGB + pl + A+ P e
Oznadéme
My = Max LA [F(G0) + pl + bi6y) + P. (25)
Pro n e (yy, 3y» pak plati nerovnosti
My oAb _apte , (26)

Cap e~ dyp T M,

Odhady a uvahy ve zbyvajicich mnozindch jiz nehudeme provadét, nebot jsou
zcela analogické.

Nyni pfistoupime k dikazu nerovnosti (16). Budeme postupovat opét po
jednotlivych mnozindch.

V mnozing & =y, F(y) = z mame podle (17) a (22

dy  dy dD _ —ep

a T de, A =, <O
v mnozing & <<y, F(y) >z = 0 podle (18)

d. dy

= < e, ) <0,

8 Shornik UP 113



v mnoziné & < y, z < 0 podle (20)

d (; bt + o))

dy dy B Pp o
= T 1 - - I ’ ,L <
dt d <‘) brg? -+ P’I) dt )’[0 P
a v mnoziné |y | < & z = zy(n) podle (21), (23)
dy oy Az —2) 2ep .
dt T T d(e ) dt T by P My

Proy = —& © = Fy) plati stejnd neroviost jako v mnoZing y = ¢, 2 = p(y);
jejt odvozeni je analogické.

V mnozing y = —¢&, 0 =z > F(y) plati nerovuost z — F(y) > §'(y,, z,),
odpovidajici (18) a u#ijeme-li je§té (26) dostaneme

_dn dy d2  ap te

=ar @ < g YW ) <0
V mnozing y = —&, z > 0 plati nerovnost analogickd (20), kterd spolu s (26)
dava

dy _ (ap+e)Pp

dt S M (bl — P)

Podle (10) a (15) je 1 << —B, takie v mnoZing |y | = £, 2z = 24(n) plati ne-
rovnost odpovidajici (21):

< 0.

d(zy + zg)
Ta T

Pro n, <5 = 5, plyne podle (26)
_ dn. & diyr pgy 1 "=
FTEA e [ W ay| = [l (b/l(no) Py =y>o0.

Z poslednich dvou nerovnosti dostdvame na uvazované mnozing

dn

— 0.
q <ve<

Tim je ukonden dukaz nerovnosti (16) a tedy i celé pomocné véty.

Pozndmka 1: Dikaz piedchozi pomocné véty ndm umoziiuje provést odhad
konstanty D. Vidéli jsme, Ze ke kazdému FeSeni soustavy (5) existuje 7 = ¢,
tak, Ze [y(t), z(1)] € K°(n,) pro ¢ > 7. Je-i y(t) YeSenim néjaké rovnice z M,
pak [y'(0) [ = [2() [ + [ Fly(®)] |. Pro y(t) je podle (15) p¥i ¢ > 7

Ly(t) | = Max [n1, » (m)] (27)

LY@ 1 = | z(m) | + Max [F(n), —F(p(m))]- (28)

a proto
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Celkem tedy
D < Max [D,, D], (29)

kde Dy resp. D, jsou konstanty na pravé strand nerovnostf (27) resp. (28).

2. Nyni se budeme zabyvat diferencidlnf rovnici (1). V celé této ¢asti budeme
piedpoklidat, %e b je kladnd konstanta, e f(y), h(x), Q(t) jsou spojité na
intervalu (— oo, 4- o0) a %e existuji kladné konstanty a,, H, @ tak, %e pro
viechna y, @, t plati

) za, (k@ =H, QM) <0
Véta 1: Ka#dé feSent x(t) rovnice (1), spliiujici prot = t, podminky a(t,) = x,,
a'(ty) = @y, &"(ty) = x" ewistuje v intervalu {t,, -+ o) a hovi nerovrostem
lim sup |&'(t) | < D, lim sup | 2"(1) | < D,
t>4w to> o0
kde konstanta D splituje (29) a je spolelnd pro wvSechny wspofddané trojice
(@g, 20> ¥y) @ vSechna tg.
Dukaz: x(t) existuje v jistém maximalnim ,,pravém’* intervalu (ty, t;)
a spliuje tam vztah

a4 f@) & A bt = Q(t) — k(). (30)

Polozme 2'(t) = y(t), Q(t) — hz(t)] = p(¢). Pii tomto oznadeni nabyva vztah
(30) tvaru

y' Hf@ Y by = p(t). (31)

Divame-li se na (31) jako na diferenciilni rovnici druhého ¥idu, pak tato
rovnice patii do mnoziny M, a potitetnimi podminkami y(t,) = g, y'(f) = ;5
je jedno jeji feSeni, oznacme je y,(t), jednoznadné uréeno [6]. Funkce x'(t) tedy
splyvd s 7o(f) a to podle tvrzeni 1° pomoené véty na celém intervalu {f, ¢).
Podle existendni véty ([5], str. 135, véta 2), uZité na soustavu

=y, Y=z 2=—fy)r—by—h) + Q)

ekvivalentni rovnici (1), je‘ll < + oo pravé kdyZ plati aspon jeden ze vztaht

lim | 2(t) | = + (32)
>ty —
lim [y | = + o, lim|z0)]| =+ . (33)

Protoze y(t) = 2'(t), 2(t) = "(t), plyne bezprostiedné z tvrzeni 1° pomocné
véty, %e nemuze platit (33). Pro te <y, t;,) vSak plati |a(t) | = |2(t) | +
+ sup |y(t) | (¢, — t,) a proto nemizZe z tychZ pidin platit ani (32). Musi
thysf<iy
tedy byt t, = + co. Zbytek tvrzeni véty uz piimo plyne z tvrzenf 2° pomocné
voty.
Pozndmka 2. Vznika piirozend otézka, zda jo mozno pomocf véty 1 dokdazat
i omezenost x(f) pti zachovani podminky na f(y). Rovnice

z" + fx') x" + ba’ + h(x) = 1 —h (l;—)
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t . .
b 7 toho vidimo, #e kladenim dalsich podminek jen na

funkei A(x) nelze dosahnout omezenosti a(#). Totéz Fefeni ma v8ak i rovnice

A fl@) " bt b Qba) = 1+ Q1)

mé FeSeni () =

takze ani dodateéné podminky kladené jen na Q(f) nemohou zajistit omeze-
nost a(t).

Véta 2: Necht ewistuji konstanty b > 0, Q, > 0 tak, Ze pro funkce h(x) a Q(t)
2 rovnice (1) plati

N ¢
sgn ah(x) =0 pro || = h, | f Q(s) ds | < Q, pro vdechna i.  (34)
0

Potom jsou vdechnw FeSeni této rovnice omezend.
Ditkaz: Zvolme pevné fedeni x(t) rovnice (1). Podle véty 1 existuje 7 tak,
ze pro t = v platf
[y <D+ 1, x| <D+ L (35)

Predpoklidejme nyni, ze v jistém intervalu (t,, 1,) < {7, | oo) plati

(36)
Rovniei (1) pisme ve tvaru

bar' (1) == Q1) — h{a0)] — fl’) 2"(1) — a"(1) (37

a integrujme v mezich {,, t € {fy, t,). Znasobime-li takto vzniklou identitu
sgn a(t) = konst. a piejdeme k absolutnim hodnotdm, vyjde ndm nerovnost

bla(t) —- 2(ty)] sgn @ = | j Qs)ds | - j hw(s)] sgn @ ds + (38)
oL F (O] — Fla’ ()] |+ () —a"(ty) 1.

Z (36) plyne, Ze pro tato t plati pryni nerovnost z (34), takZze (38) bude platit
tim spise, vynechame-li v.ni ¢len s hlx(s)]. Podle predpokladi véty a (35)
pak dostavime
bla(l) — a(ty)] sgn a =
< 2[Qy ) Max [F(D 4 1), —F(—D —1)] - D+ 1] = M.

Pro t z uvazovaného intervalu tedy plati

o) 1= Latt) | 1

takie véta je dokazana.

Daldim zesilenim podminky na funkei h{z) lze dosahnout dissipativnosti nasi
rovnice.
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Véta 3: Necht existuje konstanta @, tak, Ze pro funkce h(x) a Q(t) z rovnice (1)
plati

t
]iTnI inf xh(z) > 0, | 0fQ(s) ds | < Q, pro pro vdechna t. (39)
2] >+ w

Potom existuje konstanta D, tak, Ze pro libovolné Feseni x(t) rovnice (1) platé

lim sup | a(t) | < Dy, lim sup [2'(t) | =< Dy,
r

tordow S

lim sup | z"(t) | = D,. (40)
tortoo

Dikaz: Oznadme lim inf xk(x) = 2d; podle (39) je d > 0. Existuje A > 0

2| >+
tak, Ze pro x| = A ;)lz;ti ah(x) = d, takze podle (39) je splnéno (34) a podle
véty 2 je kazdé YeSeni diferencidlni rovnice (1) omezené. Zvolme pevné jedno
takové feSeni x(f) a oznaéme sup |x(f) | = X < 4 oo. Poznamenejme jests,
ze podle véty 1 existuje 7' tak, ze pro t = T plati

[a') | <D+ 1, a0 <D+ 1

Integraci rovnice (1) dostdaviame pak pro libovolnd dvé &isla t a &, vizani
vztahem ¢ = ¢, = 7', po prechodu k absolutnim hodnotdm nerovnost

[ [ hle(s)] ds | = 2@y + 1) (D 1) + 2X + 2Q,. (41)

Pro | @ | = hplati podle piedchoziho h(x) sgna = a podle véty o stfedni

d -
‘ fa| " o
hodnoté | z(t) | < | a(ty) | + (D - 1) (i — #;). Piedpokladejme nyni, Ze existuje
t, = T tak, %e pro t =, je stale | x(f) | = k. Z provedenych avah plyne, ze
pro tato ¢ plati
d

()] sgn a(t) = — = 42

hl(t)] sgn a(t) = ) DT — 1) (42)
navic je oviem sgn x({) = konst. Z toho dale
¢ t
ds
ety [0 24 s 0w "

B D+ D—t]_ 0
b llg[l Ty JJ (b5 4y). (43)

t
Podle (42) jo pro { = #, sgn (l) = sgn Az(t)] = sgn [ hla(s)]ds, takie (43) dévi
f
t
| ha(9)] ds | = alt; )] (44)
[
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Pii pevném f, je oviem lim o(f; t,) = + oo, takze (44) je pro dost velkd ¢
L el
ve sporu 8 nerovnosti (41). Proto musi platit

lim inf | 2(f) | < h. (45)

Lorgon

Zvolme A > 0. Podle (45) mohou nastat jen dva piipady: a) existuje ¢ tak,
%e pro t =1 jo stale |x(t) | < h - 1. b) existuje rostouci a divergentni po-
sloupnost {#,} (k = 1, 2, ...)tak,Zet, > Taze |af) |=h+ A(k =12, ...).
V ptipadé a) je vic jasné. Nastane-li b), pak v intervalech (f;, ¢;+,), v nichz
plati | () | > & + A, dostavame stejné jako v dikaze véty 2 nerovnost

| a(0) | 5 (@, -+ Max [F(D + 1), —F(—D — )] + D+ 1} + & + .

Tim je véta dokdzdina a navic jsme ziskali odhad pro D,.
t
Véta 4: V rovnici (1) necht je | [ Q(s)ds | < @, pro viechna t a navic
0
lim sup ah(z) < —R, (46)
|

PR

kde (D je konstanta z pozndamky (1))

H
R = - [D + Max (F(D),—F(—D)) + Qi]. (47)
UvaZovand rovnice md potom fefeni, pro které plati
lim a(t) = + oo. (48)
t=qo

Dukaz: Budeme uzivat oznadenf z odstavee 1. Uvazujme funkei

t
2V (ay, @y, @y, t) = —27 —y — F(2y) — bxy + fQ(s) ds]2 . (49)

Je zfejmé, Ze pro |, | = D, |ay| = D, — o0 <t < + oo plati

lm V(x,, x,, @4, t) = 4 0. (50)
[EARER

Oznadme jesté pro k> 0 S(k) = sup V(,, ¥,, @3, {) na mnoziné |z, | <k,
|2y | <D, |2y| =D, — o0 <t < 4 oo. Podle (46) existuji kladné &isla Ay, d
tak, %e pro | &, | = h, je x,h(x,) < —R — d a z vlastnosti (50) funkce V plyne
existence b > hytak,depro |z, | > h, |, | <D, |2y | = D,— o0 <t < o je
Vi(xy, 2y, 25, t) > S(hy). (81)

Zvolme nyni pevné FeSeni x(t) rovnice (1), pro které plati a(t,) = ,, 2’ (f,) =
2"(t,) = a;, pridemy tato ¢isla spliwuji vatahy |z, | > &, (2, 2 + £ (2])]
& K°(n,). Polozfme-li '(t) = y(t), 7)) = y'(t) + FIy(®)], p,0) = Q(t) — hla(®)].
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je y(t), z(t) fesenim soustavy (5). Z dikazu pomooné véty vime, Zze prof > &,
je [y(2), 2(t)] € K°(n,), takie vzhledem k poznamce 1 je pro tato ¢

&) =D, |a"(t)] < D. (52)

Dosadme nyni do (49) za z,, z,, v, funkee x(t), 2'(¢), «"(f). Vznik ne tak sloZend
funkee proménné t, kterou oznadime struéné V(t) a pro jejiz derivaci platf

ar i[__x"_F(m’) — by + f'Q(s) ds]h(z) 2
0

= —wh(x) ——2—1‘ [D + Max (F(D), —F(—D)) + @,] = —ah(x) — R.

Pro t = t, je oviem —ah(x) — R >d > 0 a tedy

av L
@ d > 0; (53)
tato nerovnost plati rovnéz pro vSechna t = t,, pro néz je | z(t) | = h,. Kdyby
existovalo &slo @ > t, tak, ze x(0) = hy a x(t) > h, pro t, <t < 0, bylo by
podle (52) a (51)

Vite) > S(h) = V(6),
coZ je spor s (53). Musf proto byt | 2(t) | > h, pro vechna t = f,. Z toho oviem
plyne, %e pro vSechna tato ¢ je spravna nerovnost (53), takZe ziejmé

!
lim ; [w.w(n Py — balt) + f Qs) ds]‘= lim V(t) = + co.
t=>+ o t>+ o0
0
7 toho a z (52) vidime, Ze plati (48). Véta 4 je tim dokdzana.
Niésledujici véta se zabyva asymptotickymi vlastnostmi fe§eni rovnice (1):
Véta 5: V rovnici (1) necht plati

zh(x) > 0 pro @ 4= 0, |f Q(s) ds | <@, pro vdechna t. (54)
0
Potom kaZdé Feseni této rovnice spliuje vztah
lim a(t) = 0, (55)
tort oo

nebo je oscilujict (t.j. ke kafdému t existuge t, > t lak, Ze x(t,) = 0).

Dukaz: Poznamenejme nejprve, ze plati-li pro nékteré ¢ vatah 2(f) = é > 0,
pak plyne ze spojitosti funkce A(z) a z prvni nerovnosti (54), Ze existuje
&(d) > 0 tak, %e pro tato { je

[ Bla(t)] | = &(0) > 0, (56)
nebot z(t) je podle véty 2 omezené.
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Predpokladejme nyni, Ze a(t) neosciluje a Ze neplati (55). Potom cxistuje
6 > 0 a k nému posloupnost {t,} (n = 1, 2, ...) tak, Ze jc | a(t,) | = 26 pro
viechna n. Oznatme jedté X = sup | 2(t) |, X' = sup [2/(f) |, X" = sup | 2"(t) |,
ly =t < 4 co. Podle vét 1 a 2 |s0u to koncuw. disla. l’osloupno%t {t.} je
mhtoum a divergentni a mizeme o ni piedpokladat, Ze plati
o 26

t >ty A S a(f) | >0 pro t =1, by — 1, > X (67)

pro viechna n. Oznadime-li

9. ) R
e e SR BENCEL S}
dostavame posloupnost po dvou disjunktnich intervalii; pro ¢ € J, plati podle
véty o stiedni hodnoté
la(t) —a(t,) ]| < |t—1, | X' <6
a tedy podle (57)
lalt) | > Ja(t,) | — 6 = 6.

Odtud, z (56) a z (54) plyne pro t = {, ., nerovnost

[fh ]du f | hl2(s)] | ds > hl(\sﬁ(h)

(n = 1,2, ...), neboli
’
lim {f hla(s)f ds | = + oo, (58)

I gl
Z rovnice (1) vdak vyplyva pro t =i, integraci nerovnost (podobné jako
v diukaze véty 3)

| fh[r Nds | < 20Q, 4 Max(F(X'), —F(—X")) 4 bXT.

To je ovsem ve sporu s (58) a véta je dokdzana.
Pozndmka 3: Jestlize funkce h(x) sphiuje lokdlné Lipschitzovu podminku
pak vidime, %e soustava

=y, oy =z Py, 2 =—by o h(x) Q)

ekvivalentni rovnici (1) spliuje lokdlné Lipschitzovu podminku vzhledem
k proménnym z, y, z. Potom jsou tedy FeSeni urdena pocatetnimi podminkami
jednoznaéné. V tomto piipadé je mozno, je-li @(t) periodicka, dokazat pomoci
Levinsonovy transformace existenci periodického Feseni ([7]), jsou-li splnény
predpoklady véty 3. Je-li navic zh(x) > 0 pro « == 0, plyne z véty 5, %e perio-
dické fefeni je oscilujiei.
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V diikaze véty 3 byl nejdilezitsjsi dikaz vztahu (45), z véty 5 viak vyplyvs,
pro a(t) silndjsi vatah
lim inf | 2(t) | = 0. (59)
tor |
7 toho je vidét, Ze je mozno dokdzat i takovouto vétu o dissipativnosti
rovnice (1):

Véta 6: V rovnici (1) necht platé (54). Potom je tato rovnice dissipativnt (t.j.
vdechna jeji feseni se daji prodloufit pro t — -+ oo a existuje konstanta D, tak,
Ze plati (40)).

Dikaz: Z (59) plyne, ze mohou nastat jen dva piipady, analogické piipa-
dam a), b) z dikazy véty 3.

3. V této Gasti si viimneme diferencidlni rovnice (2). V celé tieti ¢asti bu-
deme predpoklddat, ze konstanta a je kladnd, funkce h(z), b'(2), g(x) a Q(t)

t

spojité. PoloZzime rovnéz G(t) = f g(s) ds. K dikazu dissipativnosti rovnice (2)
0
uzijeme Yoshisawovy véty, kterd je uvedena napi. v [8]. Pro nase tidely postadi
jeji zvladtni piipad, ktery muzeme formulovat takto:
Vé&ta: Bud ddana soustava diferencidlnich rovnic

= fi@, gz t), Y =L@ e t), 2= [y 2t), (60)

kde funkee f; jsow spojité v B,. Necht existuje funkce V(x, y, z) se spojitymi deri-
vacemt podle viech proménnyjch, s témito vlastnostma:
lim Viz, y, z) = + oo, . (61)

2|+ ]yl +lz]> 4w
existuje R > 0 tak, Ze pro |x | + |y | 4 [z | > R plati nerovnost

dv. oV ov ., oV
= = —fot+ —-fe S —e <0 6
a r')xfl+ oy fa+ N fos—e <0 62)
Potom je soustava (60) dissipativni.
Véta 7: Necht ewistuji kladné konstanty H, G, ¢y, 6 « konstanta ' < 6 tak,

Ze plati
1’

Lo ) = H, [g)| =, | fQ(s) ds | < @ pro vdechna x, t z intervaly
0
(= 0, 4 o)

2. h'(z) = ;5’ < 0 pro viechna x, lim inf 2h(x) > 0.

|2 to
3. lim inf h(z) [aG(x) — dx] > O,
[T
al? 45

kde C' = 40, + aV pfi oznadent H(Q, -+ 1) -+ T te= v,
A A R

Potom je rovnice (2) dissipationi.
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Dikaz: Misto (2) budeme uvazovat ekvivalentni soustavu
1
o =y Y =z—ay+ [Q)ds, 2 = () —h(). (63)
Hlavnim néastrojem dikazu bude funkee V(z, 7, z), definovans takto:

5 \® 5 2
2V(x, y, 2) = (z+ o) — = r) 1 2 (;r/+ % h(x)) +

d R (s) o020 N 2yz
-+ 2a f (l -— -\(r) h(s) ds + ot f (ali(s) — ds)ds — (i—FTVWﬁ-‘!z—I) .
0

(64)

0

Ukédzeme, %e tato funkce ma vlastnosti (60) a (61). Podle druhé podminky 2)
existuje k; > 0 tak, Ze pro | @ | = &, je sgn ak(z) > 0. Podle 3) existuje ky > 0
tak, Ze pro |a | = h, plati h(z) (aG(z) — dx) > 0. Je-li (2| =k, kde h =
= Max (hy, hy), plati [aG(z) — dz] sgn > 0arovnd: C' < h(x) [aG(z) — dx] =
= h(x) sgn x . sgn x . [a@(z) — 6] < H[aG(x) — 6] sgn x. Z toho plyne déle
(miizeme oviem predpoklddat |z | = h):

z hegnz
lim f[aG'(s) — 6s]ds — lim |f+ =
|2l~t o |z] >+ o
I hsgnz
)

= Min f [aG(s) — és] ds + lim »[C_i- (r — h sgn ) sgn & = - c0. (65)
“h §y§h0 2|+

Déle je podle 2)1 —hgﬂ > 0 pro viechna =, takie pro |az| =k, je

f ( 1 *,’_‘,,éi)) h(s) ds = 0. Musi tedy byt

Tysgn x

of(l - ,’E'gil) Ms)ds = Min Oj! (1H,’P',((5£),) h(s)ds > — co.  (66)

—hSysh
Nerovnost
| yz !
SR CA—— | 67
o lFgnaTEm| < (67)
je ziejma.

Z definice (64) funkce V(z, ¥, z) a z nerovnosti (65), (66) a (67) vidime, Ze je

lim V(z, y, 2) = + oo. (68)

|z]|>+om



Z (65), (66), (67) a (64) je ihned zfejmo, zZe plam rovnéz lim V(x, y, 2) = + oo.

y| >+

Konetné neplati-li lim (z 4 G(z) — é- ) = 4 oo, musf byt lim | x | = + oo,
[z] -+

takZe v kaxdém piipadé je podle (68) lim V(z, y, 2) = + .
\ >+ 0
Tim je dokézéno, ze funkce V(x, y, z) mé vlastnost (61). Abychom dokazali
i (62), vypotteme nejprve %—pomom soustavy (63). Vychazi

= o) (6 — 2 a) — o~ + 2y [ as
0

ayz L ,@(JE).., o
+ b fQ Yt a Ty PO pa s EE T

yh(z) I ( [
T T wE Era TE (Pe few ).
Uzitim predpoklada véty tedy miZeme provést odhad
dav 4 L]
= )60 —gz) =y Ty 10+ HO, +
t .
1
) VA H o
Fa 16— *’JQ(S)ds)‘ ©

Protoze plati

stz [Quanza—iz1q =z -4,
jo ’
1 . o @
— AT aT e JQ(S)‘“)§
takZe nakonec

5 .
%‘; < —h(w) (G(x) 2 )—yea FlylU+ 7. (10)

Snadno vypotteme, Ze plati
(7
Max (“'1/25 +lylU+ V)= -"f+ V. (1)

—oly<t®©
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Ozna¢me lim inf A(2) [aG(2) — 6] — €' = 2ae, takze podle 3) jee > 0 a existuje
Jel> 4@

) e
ko0 tak, Ze pro | x| = kje h(x) (G(.u) — :: ;v) >
1

+ V + e Podle (70) a (71)
plati pro | x| = &, y a z libovolnd, nerovnost dt < — ¢ < 0. Uzitim (70) ma-

Zeme rovné# psiti nerovnost, spraviou pro viechna z, y, z

v . e Y 2 7 —

@ = f‘\rﬁd)(/, [-7’&(.2/) ((:(.L) u 1” 00y A+ 1y | U~ V= m(y)

a protoze lim m(y) = — co, existuje ziejmé &islo [ > 0 takové, Ze pro |y | =1,
lul—>tw )

z a z libovolnd bude platit (iii/. < -—¢ < 0. Koneéné plati-li ja|+ |y| <

=< k + 1, dostdvame pro dostateéné veliké |z |:

—(—IV = Max [—JL(.?:) ((x'(x) ~—§x} — y20, + yU + V]-—-

At T ppizho

1 L A
T4k (lz]—&) i+ 21" n(z).
Opét plati lim n(z) = — oo, tak#e existuje dislo » > 0 tak, #e pro |z | = r
2] t-c0
alw|-Flyl=k+1plati (fllr/ < —e <0 Jeditedy (2| + |yl &z =

4

2k+ 1+ platl’%‘t < — & < 0, tj. (62). Véta 7 je tim dokdzina.

Véta 8: Za predpokladic véty 7 necht xh(x) > 0 pro x == 0. Potom jsou viechna
Fedent rovnice (2) oscilugici nebo plati (55).

Dikaz: Je zcela analogicky dikazu véty 5.

4. V této Gasti budeme predpokladat, Ze v rovnici (3) jsou @, b kladné kon-
stanty, funkce h(z), @(1) jsou spojité v intervalu (— oo, + oo) a ze plati

) )
[h@) | = H, Q)| =@, | [Qs)ds | <, pro viechna w, .
0

Véty z odstavei 2. a 3. je ovSem mozno specialisovat na rovnici (3). Pro
vétu 4 je dilezity odhad prvni a druhé derivace feseni diferencidlni rovnice (3).
V tomto specidalnim piipads je vyhodné uzit véty 1 z prace [9], kde je uveden
i jednoduchy zpisob vypoétu konstant A, B, pro které plati

lim sup | 2'(t) | < B, lim sup |w"(t) | = A.
. i w
V tomto zvlastnim pifpadé je mozno zlepsit i odhad konstanty R z vty 4.

Plati
Véta 4': V rovnici (3) necht je

lim sup wh(z) < 7-—2{(‘4 + @) (72)

o
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Potom existuje FeSent rovnice (3), pro které plati

lim | 2(t) | = + oo.
[ ]

Ditkaz: Uvahy jsou stejné jako v ditkaze véty 4, misto funkee V(xy, %,, v5, t)
viak uZijeme funkee
t

" 2
Vi@, @, @5, t) = fh ) ds + - (——x,, — ay — bxy |- / Q(s) d,s-) .
[
(73)
t
7 ptedpokladu (72) snadno vidime, %e | k(s) ds je shora omezeny, takZe pii
0

|2, | £ B, |23 | = A plati i pro V, vztah (50). Podle (72) a (50) je zajisténa
cxistence éisel Ay, &, kterd maji stejny vyznam pro V,, jako b,k pro Vv dikaze
véty 4. Bud z(f) i'eéeni diferencidlni rovnice (3), pro které plati | x(ty) | >
= ha'(ty) = 0,2"(ty) = 0. Z dikazu véty 1 v [9] je vidét, Ze pro vSechna ¢ = ¢,
plati nerovnosti lz’(f) | < B, |2"(t) | = A. Dosadime-li do V, za x,, @y, ¥4
funkee x(t), @'(t), 2"(t), ziskame funkeci V,(t), pro jejiz derivaci plati

W L b)) + /Q Jds = ) — T4 Q)).

Nyni doplnime tvrzeni véty 5 ve specialnim piipadé rovnice (3).

Véta 9: V rovnici (3) bud xh(x) > 0 pro x 4= 0 a Q(I) £ O periodickd funkee.
Potom vdechna FeSeni roviice (3) osciluji a neplati (55).

Dikaz: Srovndme fesenf rovnice (3) s FeSenim rovnice

" ay” A by A ey = Q). (74)
kde ¢ je voleno tak, aby bylo ab > ¢ = 0. Perioda Q(1) bud w. Rovnice (74)
mé ziejmé PLIIOdl(‘kL Feseni s pcnodou w; oznaéme je y,(t) a polozme Y,
= sup ¥,(t), Y, = supy,(t), ¥, =sup 1/,,( ) na intervalu <0, w). Dosadme
dn (74) za y j], a vzniklou identitu integrujeme od 0 do ¢ > 0. Vy(ham

;j:z/,,««») da} 2@ bY, ) <Yy,

Z toho vyplyva, %e Y (t) nabyva v intervalu <0, w) ja l\hdny ch, tak zapornw'h

hodnot. Budp nejvetsi kladnd hodnota y,(f), # jeho nejmensi zapornd hodnota

a polozme & = Min (p, —n). Budtez r,, ry, 7y kofeny charakteristické rovnice

¥ ar® 4 br |- ¢ = 0 al = Max (RE(r;)); je oviem I <= 0. Definujme funkei
i=1,2,3

onn P ot

(ry == 1) (ry — r,‘) + (ry ‘77'2) (rg —13) ; (r— 773) (ra—7s)

y(u) =
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a konstantu

1 S R

? T L e N L e B Py N T —1y |
Platf zfejmé nerovnost

| plu) | = Qe (u == 0) (75)
Viimnéme si jostd funkee h(x) z rovnice (3). Protoze h(0) = 0, existuje d; > 0

tak, #e pro || =d, plati | A(x) | =

B Polozme iestéd d — Mi
PR Polozme jesté d = Min (dn

d()(;til = ) a bud x,(t) néktéi‘é 7 téeh feSeni rovnice (1), pro ktera plati (55).
Existuje 7' tak, Ze pro ¢ = 7' plati nerovnost
_ —el '-—el .

el |+ 1Ml S ed b g <28 (76)

Podle (3) a (74) je
(@ —u,)" -+ a(xy — .I/p)” - blw, —Y,) + elw, — !/p) = ey — ()

identicky v <7, 4 o). Z toho dostévime pro t = T

—yp=Y()+ f Pt — s [ox,(5) —h(x,(s)] ds, (11)

kde Y(t) je vhodné partikuldrni fefeni rovnice (74) bez pravé strany. Jezto
ovsem lim Y (f) = 0, mazeme nalézt £, = T tak, ze pro ¢ = ¢, plati nerovnost
>+ o

Y < ; a tedy také, podle (77), (76) a (75)

|2y | < +f gl — ) 1 (e 1 aals) |+ |AL(e)] 1) ds =

; + ‘4@ Qfe’(' 0 ds <ﬂ (18)

Ziejmé plati lim sup y,(t) = ¢ a z toho uzitim (78) plyne nerovnost lim sup ,(t) =
= lim sup (yﬁtr-]jr'avl —1/,)) > 0, co je spor s (55). Véta je dokal.;sil;oa.
VZ(:ZI(I: V rovnici (3) bud ah(z) > 0 pro x >0, limfh(x) | = 4+ oo,
h(x) <c <ab pro || =h a Q) £ 0 periodickd junkce pm kterou platt
| f‘ Q(s) ds | = Q, pro vSechna t. Potom vdechna ¥eleni uvaZované rovnice oscilujé
(tonepluli (56).
Dikaz: 7 véty 6 v [9] plyne, e se dé provést stejné, jako dikaz véty 9.
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ZUSAMMENFASSUNG

UBER EINIGE NICHTLINEARE
DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DRITTER ORDNUNG

JAN VORACEK

Die Arbeit beschiftigt sich mit den Differentialgleichungen (1), (2), (3).
Insbesondere sind Sitze iiber die gleichmissig vollstindige Beschrinkheit
aufgestellt. Fiir (1) werden u. A. folgenden Behauptungen bewiesen:

Satz 3: Die Funktionen f, b, @ seien stetig fiir alle Werte ihrer Argumente
und A(z) und Q(f) noch beschrinkt. Wenn noch eine positive Konstante Q,
80 existiert, dass (39) gilt und ausserdem fiir alle y f(y) = a, > 0 ist,so kann
man alle Losungen von (1) bis nach -} oo verlingern und es gibt eine Glei-
chungkonstante D, so, dass fiir jede Losung (40) gilt.

Haben wir dagegen (46) unter sonst gleichen Voraussetzungen (R kann man
mittels (47) abschitzen), so besitzt (1) Losungen mit der Eigenschaft (48)
(Satz 4).

Die Eigenschaften von (2) werden mittels einer Ljapounoffschen Funktion
(64) untersucht.

Satz 3 stellt eine Verallgemeinerung von [1] dar.
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