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1971 -— ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 33

Katedra algebry a geometrie pFirodovédecké fakulty
Vedouci katedry: Doc. RNDr. Josef Simek

ZOBECNENI TEOREMU SYMETRIZACE
FRANTISEK KRUTSKY

(Predlozeno 30. 6. 1970)

V knize N. Bourbaki: ,,Algebra — algebraické struktury, linearni a pololinedrni
algebra®, je uvedena nasledujici véta:

Teorém symetrizace: Nechf T je viude definovany komutativni asociativni zdkon
komposice prvkit mnoZiny E. Pak je moZno ur€it mnoZinu E. komutativni asociativni
zdkon komposice T prvkil této mnoziny a podmnoZinu 4 mnoZiny E. uzavienou
vzhledem k zdkonu T tak, aby byly spinény nasledujici podminky:

1. Existuje isomorfismus mnoZiny E (opatiené zakonem T), pfifazujici kazdému
regularnimu prvku z E prvek z 4, ktery je symetrizovatelny v E.

2. E je nejmensi uzaviend mnoZina, kterd obsahuje sjednoceni 4 a mnoZiny 4’
prvki, které jsou symetrické pravé ke viem moznym regularnim prvkim z 4.

Pfitom uvedené podminky urduji mnoZinu E jednozna¢ng (s piesnosti aZ na iso-
morfismus) a kazdy regularni prvek z E je symetrizovatelny.

V uvedené knize je tato véta dokazovana tak, Ze se nejprve provede jisty rozbor
tlohy a poté se provede konstrukce mnoZiny E (se zikonem komposice T) tak, aby
byly splnény pozadované podminky. V tomto ¢lanku provedeme zcela jinou kon-
strukci mnoZiny E (se zikonem komposice T), ktera je odlisna od uvedené (mohli
bychom fFici klasické). konstrukce. Soucasn& bude touto novou konstrukci rozifena
platnost teorému symetrizace na ten pfipad, kdy nepfedpokladime komutativitu
zékona T na E, ale misto toho poZadujeme, aby kaZdy regularni prvek mnoZiny E
byl centralni, coZ miZzeme povaZovat za jisté zobecnéni uvedené véty. Zakon kompo-
sice T na E viak v tomto pfipad€ nemusi byt komutativni, co? viak neni podstatné,
podstatnd je otazka symetrizace.

Kdyby se pozadovala pouze asociativnost zdkona T na E, neni moZné dokazat
vétu obdobnou k teorému symetrizace. Viz A. Malcev: On the immersion of an
algebraic ring into a field. Math. Annalen dil 113, 1937, str. 686—691.

Diive nez piikro€ime k vlastni konstrukci, uvedeme si dv& pomocné véty. Pfi
vlastni konstrukci pak pfedpokladame znalost n&kterych zakladnich definic a vét,
které budeme pouzivat.
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Lemma 1: Nechi T je asociativni zdkon komposice prvkd mnoziny E, necht
Ac E, A’ < E jsou mnoZiny uzaviené vzhledem k zdkonu T, pfiemZ A’ je mnoZina
prvki, které jsou symetrické ke viem reguldrnim prvkiim z 4. Pak mnoZzina 4 T A’ je
nejmensi uzavienad mnozina, kterd obsahuje sjednoceni 4 L A"

Ditkaz: Mnozina A4 T A’ je uzaviena vzhledem k zakonu T a obsahuje neutrélni
prvek mnoziny E: Jelikoz mnoziny A, A’ jsou uzaviené vzhledem k T a zakon kom-
posice T je asociativni a prvky mnoZiny 4 jsou centralni (nebof jsou regulérni), tak
plati
ATANTUTA) = ATA TAHTA = ATUATA)T A = (AT ATATA) =
=ATA".

Prvek a' e A’ je symetricky K jistému prvku a € 4, ktery je regularni. Tedy prvek
aTd e AT A" Ale aT a' = e, kde e je neutralni prvek mnoZiny E vzhledem k T.

Mnozina AT A" obsahuje 4 U A", nebot pro libovolny prvek ae A, be A platia =
=aTe=aTGhTh)=(@ThTh eT A" Podobné se dokaze vztah 4’ < AT A'.
Prinik viech uzavienych mnozin, které obsahuji 4 U A’ je také uzaviena mnoZzina —
tedy podle ([2], Rez § 6 n” 5) existuje nejmensi takova mnoZina uzaviena. Oznaéme
si ji M. Jisté plati M « A4 T A'. Ale také obréacené plati A T A" = M. KdyZz x e
eATA =>y=aTad,aed ared =a,eAdv A aveduv A =a,dyeM
a jelikoz M je uzaviena. také a, T a5 = xe M.

Atedy AT A" = M. co? bylo dokézati.

Lemma 2: Kazdy regularni prvek z 4 T A" = F je symetrizovatelny v E vzhledem
k zakonu komposice T. (Mnoziny 4, A" zna¢i totéz, co v minulém lemmatu).

Dukaz: Necht xT ' je regularni prvek z £ (xe 4, 3" € A’), pak také prvek
(xT )Ty = xjeregularni v E nebotl komposice dvou regularnich prvk je regularni
prvek. Prvek x je také regularni v 4 < E, nebot kdy? ze vztahu x T x; = x T x, =
= x, = x, pro viechna x,, x, € E, plati toto také pro viechna x,, x, € 4 = Ea x je
tedy regularni v A4 a tudiZ podle pfedpokladu je prvek x symetrizovatelny v E =
prvek x T p’ je symetrizovatelny v E nebof souin dvou symetrizovatelnych prvka z E
je opét symetrizovatelny prvek v E.

Dfive nez zapo¢neme s vlastni konstrukci, shritme si, co bude nasim idkolem.
Predpokladame, Ze na mnoZing E je vSude definovany asociativni zakon T a kazdy
reguldrni prvek z E je vzhledem k tomuto zakonu centralni. Nasim tkolem nyni bude
definovat mneZinu E a asociativni zdkon T na E a isomorfismus f mnoZiny £ na
uzavienou podmnozinu A < E (s indukovanym zikonem T) tak, aby

I. E méla neutrdlni prvek vzhledem k T

2. f(x) bylo symetrizovatelné v E pro kazdy regularni prvek x € E.

3. E byla nejmensi uzaviena mnozZina, ktera obsahuje 4 a A"

Pozndamka: Budeme nadale predpokladat, Ze mnozina viech regularnich prvku
mnoziny E, kterou budeme znadit £*, neni prazdna.
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A nyni jiz provedeme vlastni konstrukci.

Definice 1: Necht T je viude definovany zakon komposice prvki mnoZiny £.
Levou (respektive pravou) translaci, ktera odpovida prvku a € E, se nazyva zobra-
zeni x > a T x (respektive x - x T a) mnoZiny E do sebe. Levé a pravé translace,
které odpovidaji prvku @ € E se budou znacit y, a d,, to jest

V(X)) =aTx, 0 =xTa

Oznaceni 1: Pismenem .7 si oznacime systém viech podmnozin X < E, které maji
nasledujici vlastnost:
existuje takové y € E*, pro které 6 (E) c X.

Véta 1: Pranik dvou podmnozin z # patii opét .F.

Dikaz: Necht X, €7, X, e# = X, < E, X, © E a existuji prvky y, € E*, y, e E*
tak, ze 6, (E) = X, 9,,(E) = X,. Mame dokazat, Ze také X, n X, . lhned vidime,
ze X, n X, = E. Staci nalézt takové y; € E*, aby platilo 6, (E) € X, 0 X,. Za y,
vezméme y, T y,. Prvek y; = y; T y, € E*, nebot mnoZina viech regularnich prvki
vzhledem k asociativnimu zakonu komposice je uzaviena. Pfitom plati

‘3y,Trz(E) =ET(Ty)=ETy) Ty, cETy, < X,,
5)’:”2(5) =ET(p Ty) =ET(,Ty)=(ETy) Ty, cETy, < X;.
Z poslednich dvou vztahii plyne d,, 1,,(E) = X; n X,. Patfi tedy také X, n X, do 7.

Oznaceni 2: Oznaéme pismenem @ mnoZinu viech funkei, definovanych na mno-
zinach z # a nabyvajicich hodnot z E, které maji tuto vlastnost: vezmeme-li libo-
volné fe @ a X e 7, pak f~!(X) pat¥i #.

Pozndmka: f~*(X) zna&i mnozinu viech vzord prvkéi mnoZiny X pfi zobrazeni f
(to jest takovych prvka z E), jejichZ obrazy pfi zobrazeni f padnou do X.

Definice 2: Na mnozing @ si definujme binarni relaci R nésledujicim zpiisobem:
prvek f € @ je v relaci R s prvkem g € @ (znalime fRg) pravé tehdy, kdyz existuje
takova mnozina X €7, ze zlizena zobrazeni f a g na X se ztotoznuji.

Véta 2: Relace R na @ je relaci ekvivalence na &.

Dikaz: Kdyz f e @, g € &, fRg <> existuje takova mnozina X €7, ze ziZzenifa g
na X se ztotoZiluji, neboli fy = gx.

1. Mohu rozhodnout pro kazda dvé zobrazeni f, g € ®, zda fRg nebo fnonRg.

2. Relace R na @ je reflexivni. Nebot pro kazdé f € @ plati fRf. Existuje totiz pro
kazdé f € ¢ mnoZina X €Z (a sice ta. na které je f definovana), pro kterou plati
Sx=Jx-

3. Relace R na @ je symetricka. Nebot pro kazda dvé zobrazeni f € @, g € @ pro
ktera plati fRg, plati rovnéz gRf. KdyzZ plati fRg, existuje takova mnozina X €Z, Ze
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pro kazdy prvek x e X plati f(x) = g(x) a tedy také g(x) = f(x) pro kady prvek x e X
a z toho plyne gRf.

4. Relace R na @ je transitivni. Plati-li totiz sou¢asn¢ fRg, gRh, plati také fRh.
Kdyz plati fRg, existuje mnoZina X eZ tak, Ze fx = gx, kdyZ gRh, existuje mnoZina
Y e tak, ze gy = hy. JelikoZ prinik XnY € podle véty 1 a jelikoZ plati pro ziZeni
funkci f, g, h, na X n Y vztah fx,y = gxay = hxay, plyne z toho fx,y = hyx,y
a tedy fRh. X

JelikoZ relace R na @ je relace ekvivalence, zpasobuje rozklad mnoZiny @ na tfidy
ekvivalentnich prvkt (funkci). Pfislusnou faktorovou mnoZinu mnoziny & podle
této relace si oznaéme Y = @/R. Tfidu ekvivalentnich funkci, do které patfi funkce f
budeme znadit [f]. '

Lemma 3: Necht funkce f € @ je definovana na mnozingé 4 €% . Necht mnoZina
X c A je z#. Pak ziZeni funkce f na X je z @, (neboli fy € ®).

Diikaz: Funkce fy je definovana na mnoZiné X € # a nabyva hodnot z E, nebof
plati pro viechny prvky x € X vztah fy(x) = f(x) € f(4) < E. Zbyva dokazat, Ze pro
kazdou mnoZinu Ze # plati fy'(Z)e F. Pro kazdé Ze Z plati f~'(Z)e #,
nebot fe @. Prinik X n f~'(Z) € # podle véty 2. Ale prinik X n f~1(Z) = fx '(2).

Véta 3: Necht funkce fe @ je definovana na mnoZiné Ae &%, necht funkce
g€ @ je definovidna namnoZingé B € #. Necht existuje mnoZina X < B, ktera patii #
(X e F) a pro kterou plati g(X) = A. Oznadime-li pomoci gy zuZené zobrazeni g
na X, patfi sloZené zobrazeni & = fogx do @ . (fog, = f(gx)).

Dikaz: Funkce i = fog, je definovdna na mnozin€ X e# a nabyva hodnot z E,
nebot pro kazdé x € X plati h(x) = f(gx(x)) € E. Zbyva dokazat, Ze pro kazdé Ze F
plati h~'(Z) e F. Ale podle [2] str. 363, odst. 11 plati h~'(Z) = gx'(f~'(2)) =
= g5y (C), kde C = f"(Z)e #. Nechf Z je libovolna mnozina z.%, pak f Y(2)e #
nebot fe d agy € P, dile gy (C)e F a tedy h = fg, € @.

Véta 4: Ke kazdym dvéma funkcim f € &, g € & mizeme uréit ve & funkci A,
rovnou /i = fog,.

Diikaz: Necht funkce fe @ je definovana na Ae &, funkce ge & je definovana
na B e #. Pak stadi vzit za mnoZinu X = g~'(4) a pro ni plati X = B, X € #Z (neb
gedaAdeF)arovnéZig(X) = 2(27%(4)) c A. Tedy funkce h = fogx je urdena.

Véty 2 a 3 nam umoZiiuji nasledujici definici:

Definice 3: Necht f, g jsou libovolné funkce z ®. Necht funkce f je definovana na
mnoZin& 4 € Z, funkce g je definovana na mnoZin& B e #. Pak komposici f 1 g téchto
dvou funkci rozumime funkci & = fogy, kde pro X plati X e #, X < B, g(X) < A.
Zkracené piseme f L g = fogx-

Véta 5: Komposice 1 prvkl mnoZiny @ je kompatibilni s relaci ekvivalence R,
definované na této mnoZiné. Tfida ekvivalentnich funkci, do které patii funkce h =
= fLlg = Jog, je nezavisla na volbé mnoZiny X.
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Ditkaz: Nejprve dokaZeme druhou &4st véty. Vezméme tedy misto X n&jakou jinou
podmnoZinu ¥ < B, Ye &, g(Y) c A a dokazZeme, Ze (fogx) R(fogy). Funkce fog,
je definovana na mnoZin& Y e, funkee f,gy je definovana na mnoZing X e, existuje
tedy mnoZina X nY = Z, Ze %, Z < B naniZzob& funkce fogx,fogy jsou definovany
a plati gx(Z) = gy(Z) a tedy plati f(gx(c) = f(gy(c) pro viechna ce X N Y = ZeZ.
A tudiz plati (fogx) R(fogy). Jestlize f, g, h, jsou tfi funkce z @ a plati fRh, mam do-
kazat, Ze také (fL g) R(h L g) a (g Lf) = (g L h). KdyZ fRh, existuje takova mnoZina
ZeF,Z < AnC,zeplatif, = h,. Za mnozinu X zvolme v prvém piipadé g ~'(Z).
Pak plati X < B (kde B je defini¢ni obor funkce g). X €#, nebof g € @, g(X) = A
(defini¢ni obor funkee f), g(X) = C (defini¢ni obor funkce /) nebof g(x) = Z. Tedy
funkce fogx a hogx jsou definovany a plati pro viechna ae X gy(a)e Z. A jelikoz pro
viechny prvky p € Z plati hi(p) = f(p), mame h{gx(a)) = f(gx(a)) pro viechnaa e X e
atedy (f L g) R(h L g). Ve druhém piipad® zvolme za X = Z n f~'(B). Pro X plati
X eZ nebot ZeZ,f (B)eF,f(X) = B,i(X)< B, X < A4, X < C, nebot X < Z.
Tudiz jsou funkce gofx, gofty definovany a plati (g L f) R(g L /), nebot pro vsechna
d e X plati g(fx(d)) = g(ix(d)).

Véta 6: Necht pro prvky z @ plati fRg, hRk. Pak plati (f L h) R(g L k).

Diikaz: Podle predchozi véty plati (f L &) R(g L h) a (g L /) R(g L k). Vzhledem
k transitivit& relace R pak plati (f L /) R(g 1 k).

Pozndmka: Piedchozi véta nam fika, Ze tfida, do které patii komposice prvki z @ je
nezavisla na volb& reprezentantii z té které tiidy navzijem ekvivalentnich prvki
a druha ¢ast véty nam fik4, Ze je tato tfida nezavisla na volbé mnozZiny X.

Definice 4: Na mnoZin¢ y = ®/R definujeme rovnost tfid a komposici tiid
nasledujicim zpiisobem:

a) [f] = [g]<fRg,
b) [flL[gl = [fLgl

Tiida [f L g] se nazyva komposice tiidy funkce f a tfidy funkce g.
Poznamka: Rovnost tfid je zdkladni rovnost na mnoZing y.

Véta 7: MnoZina  je vzhledem k zdkonu komposice 1, definovaném v definici 4
pologrupa s jednotkovym prvkem.

Ditkaz: Zakon komposice L prvki mnoZiny ¥ je viude definovanym zidkonem na y.
(Podle véty 3 a 4). RovnéZ je tento zakon kompatibilni se zavedenou rovnosti na y.
(Podle véty 5). Zbyva dokézat, 7e zakon komposice je asociativni a Ze existuje v
jednotkovy prvek vzhledem k tomuto zikonu.

Chceme dokazat, Ze plati [k] L ([4] L [¢]) = ([k] L [A)) L [g] pro kazdé t¥i tiidy
[k), [A), [g] z mnoZiny y.
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Necht funkee g, /1, k z @ jsou representanti ptislusnych t¥id (g, [4), [k] z y. Pfitom
necht funkee g je definovana na G e#, funkce & na H €% a funkce k na KeZ. Jelikoz
he &, plati h~'(K) e#. Oznadme Y = h™"(K) n H, pak y = H, hi(Y) = K a podle
véty 1 je YeF atedy g~ '(Y)eZ nebof ge ¢. Oznalme X = ¢~ (Y)n G. Pak X = G
XeZ agX)c Y < H Tedy plati [A] L [g] = [h Lg] = [hogx] = [1]. Funkce 1 je
zobrazeni X do K nebot plati pro kazdé x € X: I(x) = hy(gyo(x)) € H(Y) = K a tedy
plati ((X) = K) k1L [1] = [k] L (hogx] = [k L (hogx)] = [ko(hogy)]. Pfitom gy je zo-
brazeni X do Y, ziZené zobrazeni hy je zobrazeni Y do K a z toho plyne /yogx = f0gx.

Jelikoz skladani zobrazeni je asociativni (viz [3] str. 31). plati na mnoZiné X e
Kollrogx) = ko(hyogx) = (kohy)o gx a tedy plati [k] L ([A] L [g]) = ([K] L [A]) L [g]. CoZ
bylo dokazati, nebot plati [k] L (4] L [g]) = [ko(hogx)] = [(kohy)o gx] = lkohy] L
10g) = [k L Lgl = (k] L [A) 3 [g]. Necht i je identické zobrazeni na mnoZiné E.
Pak i € @ a [i] € Y je jednotkovy prvek v  vzhledem k zakonu komposice L na yr.
Funkce 7 je definovana na mnoziné E < E a nabyva hodnot z E. Pro kazdou mnozinu
Xe# platii™'(X) = XeZ, tedy i € @ a[i]je jeho tfida. Pro kazdou t¥idu [f] € ¥ pak
platia) [i] L [f] = [f1. b) [f1 L [{] = [f].

a) Ze tiidy [f] vybereme jako representanta zobrazeni f € @, které je definovano na
mnoZing 4 €7 a nabyva hodnot f(4) < E. Pak plati [i] L [f] = [i Lf] = [ipfd = [f],
nebof zobrazeni iy f, a f nabyvaji pro viechna ¢ € 4 eZ tychz hodnot.

b) Pro A €# jsou zobrazeni i a i, ekvivalentni nebof nabyvaji pro viechna ¢ € 4
tychZ hodnot. Za representanta t¥idy [i] mtiZzeme vzit tudiZ zobrazeni i, € ®. Pak plati
[f1L il = [f L] = [fois] = [f]nebof pro viechna c € A €% nabyvaji zobrazeni fyi,
a f tychZ hodnot (zobrazeni f je definovano na A eZ).

Véta 8: Pro kazdé a € E leva translace y, patii ®.

Dikaz: Necht a je libovolny prvek z E. Leva translace y, je zobrazeni které kaz-
dému prvku x € E pfifazuje prvek a T x € E. Je to tedy zobrazeni definované na E e
a nabyvajici hodnot z E. (E €% nebot E < E a existuje y* € E* tak, 22 ET y* < E,
nebot E* + 0).

Zbyva dokazat, Ze pro libovolné X e plati y, '(X) e #. neboli y, '(x) < E a ze se
da najit p* < E* tak, 2 ET y* < y, '(X).

Necht tedy X €7 pak existuje takové yf e E¥, 7 ETy} < X. Mnozina y, '(X) je
mnoZina viech ¢ € E, pro kterd plati @ T ¢ € X. Tedy y, '(x) = E. Vime, Ze plati
aTEcEdale(@TE)Ty} < ETy} < X. Jelikoz jsme na E predpokladali asocia-
tivni zakon, oznageny symbolem T, plati (a TE) Tyl = aT(ETy}) pro véechny prvky
7 E. Tedya T(ET y}) = X. Pro kazdy prvek he ET yi < E tedy plati a T b <
cX=hbey, (X)=ETy] <y, (X).

Za y* stadi tedy poloZit y] < E*.

Véta 9: Oznadime-li mnoZinu viech t¥id tvaru [y,] z ¥ pro viechna moZna x € £
jako ¥, je zobrazeni x — [7,] isomorfni zobrazeni E na ¥.
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Ditkaz: Ke kazdému x € E je pfifazeno jediné y, a tim také jedina tfida [y,]e ¥.
Pfitom je zobrazeni x — [y,] zobrazeni E na y, protoZe ke kazdé t¥idé [y,] Ize ptifadit
jisty prvek z E jako vzor. Navic je toto zobrazeni x — [y,] vzijemné jednozna&né.
KdyZz a # b [y,] # [7,], nebot kdyby platilo [y,] = [7,], musila by existovat takova
mnoZina X €%, pro kterou by platilo (y,), = (7). pro viechny prvky z X. JelikoZ
X €7, existuje takové y* < E*, 7e ET y* c X. JelikoZ E* < E, E* % 0, muselo by
pro reguldrni prvek ¢ € E* platit ¢ T y* € X. Pfitom je ¢ T y* regularni, nebot kompo-
sice dvou regularnich prvkii je regularni prvek v E. Pak z (3,), = (7). plyne pro regu-
larni prvek ¢ T y* € Xrovnosta T (¢ Ty*) = b T (c Ty*)=a = b. Nebot ¢ T y* € E*
a to by byl spor s pfedpokladem a #+ b.

MnoZiny E a ¥ jsou tedy ekvivalentni a zbyva dokazat, Ze plati [v.r,] = [7.] L[]
pro kazdé dva prvky x, y € E. Ale [y.1,] = [7:07,] nebot plati pro libovolny prvek
zeE vztah 9,1,(2) =[x Ty) Tz =xT(y T 2) = y(y,(z)) a tedy pro viechna ze E
plati vztah y.7, = ¥x07,. JelikoZ zobrazeni y, je zobrazeni E do E, 7, je také zobra-
zeni E do E, E €7, plati vztah [y.07,) = [7= L %] = [7J 1 [7]. CoZ bylo dokazati.
Tedy mnoziny E a ¥ jsou isomorfni.

Véta 10: KdyZ prvek a e E*, tak ke t¥id8 [7,] € ¥ existuje v  tiida symetricka.

Diikaz: Nejprve dokaZeme, Ze zobrazeni, inversni k zobrazeni y, patii k @ a pak,
Ze jeho t¥ida (vzhledem k relaci R na &) je symetricka ke tfidé [y,].

Zobrazeni 7, je zobrazeni E na mnoZinu a T E a je prosté, protoZe a je regularni
prvek z E. Z toho plyne, Ze k nému existuje zobrazeni inversni, které budeme znagit y;.
Zobrazeni inversni y, je definovano na mnoZing @ T E < E a nabyva hodnot z E.
Pfitom a T E€Z, nebot a T E < E a existuje a € E* tak, Ze §,(F) < a T E, protoze
platia TE = ETa.

Zbyva dokézat, Ze pro libovolné Xe Fplati [y,”") (X)eZ. Ale (7, ') (X) =P je
mnozina viecha T yeaTE, kde ye En X neboli P = a T (X N E). Jelikoz XnE eZ,
existuje y} e E* tak, 2 ET Yy c XnE=>aT(ETy)) caT(X nE) = P. Ale
aT(ETy}) = ET (aTy)), nebot prvek a je regularni a tudiZ podle pfedpokladu
také centralni.

Nalezli jsme tedy prvek a T y; € £%, pro ktery ET (@ T y;) = P, P < E a z toho
vieho plyne, Ze zobrazeni 7, patii @. Jeho t¥idu budeme znadit [y,]. Zobrazeni y,
ptifazuje kazdému prvku z € E prvek a T z (je definovdno na mnoZing E), zobrazent y,
prifazuje kazdému prvkua T zea T E prvek z E (je definovano na mnozinga T E eZ).
Pritom plati [y.] L [7,] = [7a L 7. = [ya07a) = [i], kde i je identické zobrazeni na E.
Pro kazdé z € E totiz plati (y,07,) (2) = 7.(7.(2)) = 7.(a T z) a tedy zobrazeni 7,07,
a zobrazeni i nabyvaji na mnozin€ £ e tychz hodnot = [y,07,] = [i].

Déle plati [y,] L [7)] = [7.L7a] = [Va07) = [i]. nebot pro kazdé z e a TE€F naby-
vaji zobrazeni 7,07, a zobrazeni i tychZ hodnot. Pro kazdé z=aTpea TE totiz
plati (Ya072) (2) = 7.(%(2)) = 7.(ve(@ T p)) = Va(p) = a T p = z. CimZ jsme dokazali, Ze
trida [7.] je symetrickou ti¥idou ke tiid& [y,] vzhledem k zdkonu komposice 1 na
mnoZin€ Y.

57



Tim jsme ulohu. kterou jsme si vytycili na pocatku splnili a dokazali jsme si
nasledujici vétu:

Véta 11: Necht T je viude definovany asociativni zakon komposice prvk@ mno-
ziny E. pficemz kazdy regularni prvek mnoziny E vzhledem k tomuto zikonu je
centralni. Pak je moZno uréit mnozinu E a asociativni zakon komposice T prvki této
mnoZiny, pritemz kazdy regularni prvek mnoziny E vzhledem k T je centralni tak, Ze
jsou splnény nasledujici podminky:

1. Existuje isomorfismus f mnoziny E (opatfené zakonem T) na uzavienou pod-
mnozZinu A < E (A4 je opatiena zdkonem. indukovanym zakonem T), ktery kazdému
regularnimu prvku z E pfifazuje prvek z A, ktery je symetrizovatelny v E.

2. F je nejmensi uzaviend mnozina vzhledem k zakonu komposice T, ktera obsa-
huje A a A’, kde A’ je mnozZina viech prvki, které jsou symetrické ke viem mozZnym
regularnim prvkim z A. Ema tvar AT A'.

Piitom mnoZina £ je podminkami 1) a 2) urena jednozna¢né, s piesnosti a7 na
isomorfismus a kazdy regularni prvek z E je symetrizovatelny.

Diikaz: Z vét 3—10 je vidét, Ze mnozina i a na ni definovany zakon komposice 1,
ktery je asociativni, vyhovuji podmince 1) nadi véty. Aby byla spinéna i podminka 2),
statdi za E vzit mnoZinu ¥ L ¥ (viz vétu pomocnou 1), kde ¥’ je mnoZina viech
prvki, které jsou symetrické ke viem regularnim prvkiim z ¥, za mnoZinu A < E vzit
mnoZinu ¥ = ¥ 1 ¥’ a misto zakona T na E uvaZovat zikon komposice Lna ¥ 1 ¥".
Ze kazdy regularni prvek z E je symetrizovatelny plyne 7z lemmatu 2.
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Pesiome
OBOBIMEHNE TEOPEMW CHMMETPH3ALLUU
DPPAHTUUMEK KPYTCKBI

B cratee J0oKa3zaHa TeopemMa:

nyCTb T - BCHOY OHPCHGHCHHﬁ acCOLMATUBHBIA 3aKOH KOMIIOCHLIUU 3JIEMEHTOB
MHOXeCTBa £ N Kax/blii PEryJsipHbli 2J1€MEHT MHOXeCTBA £ OTHOCHTEJILHO 3aKOHA
T- lleHTleJlbllblﬁ IJIEMEHT, TO MOXHO ONPEACTUTHL MHOXECTBO EH aCCOL(MaTI/IBHLIﬁ
3aKOH KOMIOCULUH 'T 3JIEMECHTOB 3TOI0 MHOXECTBA TaK, 4YTO Ka)KD,blf;l pel’yﬂﬁpllblﬁ
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31eMEHT MHOXeCTBA E OTHOCHTEBHO 3aKOHA T — UEHTPaJIbHBIN, TaK 4TOObI BbLI-
HSAJIUCD CJIEAYIOLUME YCIIOBHS:

1. cywecTByeT nzoMopdusM f MuokecTBa £ (Haaeneunoro 3akoHom T) Ha 3am-
kHyTOe noamuoxectso A = E (A HaneseHo 3aKOHOM, WHAYUMPOBAHHBIM 3aKOHOM
T), oTHOCALINIT KAXKAOMY PETYJISIPHOMY IEMEHTY W3 £ 371eMeHT H3 A, CHMMETpH-
3yemblii B E.

2. E noposxnaetcst o0beanHennem A u Mioxecta A’ 31eMEHTOB CHMMETPHUHDBIX
BCECBO3MOXHBIM PETYJISPHBIM diemeHTam u3 A. £ umeet Bun AT A'.

Tpu s1oMm MuoxkecTBo E onpenesncto ycnosusimu Ne 1. i 2. oaH031a4110, € TOU-
HOCTBIO 10 W30MOP(GU3MA ¥ KaKAbLH PEryIAPHBIA 2J4eMeHT U3 E cuMMeTpulyem.

Zusammenfassung
DIE VERALLGEMEINERUNG DESSYMMETRISATIONSATZES
FRANTISEK KRUTSKY

In diesem Beitrag wird folgender Satz bewiesen:

Es sei T ein iiberall definiertes assoziatives Kompositiongesetz der Elemente einer
Menge E, wobei jedes reguldre Element der Menge E in bezug auf dieses Gesetz
zentral ist. Alsdann ist es mdglich, die Menge E und das assoziative Kompositions-
gesetz T der Elemente dieser Menge zu bestimmen, wobei jedes regulidre Element
von E in bezug auf T zentral ist, derart, daB folgende Bedingungen erfiilt sind:

I. Es existiert ein Isomorphismus f der Menge E (mit definiertem Gesetz T) auf
eine geschlossene Untermenge 4 < E (4 versehen mit dem Gesetz, welches durch das
Gesetz T in A induziert wird), der jedem reguliren Element der Menge E cin in E
symmetrisierbares Element von A4 zuordnet.

2. E ist die kleinste geschlossene Menge in bezug auf das Kompositionsgesetz T,
enthaltend 4 und A4’, wo A’ eine Menge alier Elemente ist, die zu allen mdglichen
reguliren Elementen von 4 symmetrisch sind. Die Menge E hat die Form AT A4’

Dabei ist die Menge E durch die Bedingungen 1. und 2. mit einer Genauigkeit bis
auf den Isomorphismus cindeutig bestimmt und jedes regulire Element von E ist
symmetrisierbar.
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