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UBER BEZIEHUNGEN DER DARSTELLENDEN
GEOMETRIE UND NOMOGRAPHIE ZU EINANDER

FRANTISEK HAVELKA
| Eingelangt am 31. 5. 1971)

Die Anfiange der heute weitverzweigten wissenschaftlichen Disziplinen der
darstellenden Geometrie und der Nomographie sind ungefihr in derselben
Zeit, in den Jahren 1780--1810, zu suchen. Sie stehen in Verbindung mit den
wohlbekannten Namen G. Monge und J. Pouchet. G. Monge, wie
bekannt, fiigte die bisher unzusammenhingenden Kentnisse iiber Abbildungen
von raumlichen Gebilden in die Ebene zu cinem wissenschaftlichen System
zusammen und Pouchet konstruicrte das erste Schnittpunkten-Nomogramm
einer Funktion zweier Veranderlichen und war sich sehr gut der Vorteile einer
solchzn graphischen Methode in der Praxis bewusst.

Im Laufe des 19. Jahrhunderts wurde beiden Disziplinen einc schnelle
Entwicklung zuteil. Insbesondere die darstellende Geometrie bediente sich der
Ergebnisse der projektiven Geometrie, dic zur selben Zeit von J. V. Poncelet
gegriindet wurde und stand in Bezichung auch zu andceren geometrischen Teil-
wissenschaften, z. B. zur analytischen und Diffcrential-Geometrie. Man kann
sagen, dass beide Teilwissenschaften: die darstellende Geometriz sowic die
Nomographie sich meist unabhiangig voncinander entwickelten. Das Interesse
an gemeinsamen Berithrungspunkten beider geometrischen Gebiete zeigt sich
erst in der letzten Zeit. Friiher, soweit mir bekannt ist, fanden beide Disziplinen
einen gemeinsamen Beriihrungspunkt um das Jahre 1830, als gezeigt wurde,
dass einc Funktion ctwa der Art:

flx,v,2) - 0

als Orthogonalprojcktion von Schichtenlinien dicser Funktion mit den Glei-
chungen:

S vz 0,2 &
im rechtwinkligen Koordinatensystem 0(x, v, z) darstellbar ist.

In neuster Zeit finden wir in den Abhandlungen der darstellenden Geometrie
Anwendungen nomographischer Rechenmethod»n (L. 3, I.. 11) und genau so
in den Abhandlungen iber Nomographie b>diznt man sich hiufig geometrischer
Darstellungsmethoden bei Konstruktion neuer Nomogramme (L. 5).

I. Applikationen der Nomographie in der darstellenden Geometric

Hier werde ich an erster Stelle die graphische Ausdruksweise anfiibren,
deren man sich bedient um stercometrische Beziehungen zwischen Basis-Ele-
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menten einer gegebenen Projektion auszudriicken. Ein ganz einfaches Beispiel
solchen Verfahrens sei hier angefiihrt:

Im sogenannten Diirerschen System der Zentral-Projektion, welches einge-
fithrt wurde um die Ein-Eindeutigkeit des abzubildenden Objektes und seiner
Zentral-Projektion mit der Basis (0, ) zu sichern, (womit ihre Anwendbarkeit
in der Praxis ermoglicht wird) gilt die Beziehung:

tgo v i d.

Dieses System ist dquivalent mit der perspektiv-kollinearen Beziehung der
Grundebene ¢ und der perspektiven Projektionsebene . In der Theorie dieser
Verwandtschaft spielen eine wichtige Rolle die sogenannten Perspektiv-Geraden,
die entweder der Hauptvertikalen oder einem anderen der selbstentsprechenden
Kollineationsstrahlen entsprechen. Eine Perspektiv-Gerade bildet mit dem
entsprechenden Kollineationsstrahle den Winkel «, der abhingig von der
Hohe v und der Distanz d der Abbildung ist (L. 4).

Mit Hilfe des Nomogramms der gegebenen Beziehung lassen sich die Grossen
dieses Winkels fiir jedes Paar v, d ermitteln und sogleich die entsprechende
Konstruktion durchfiihren. Es handelt sich offenbar um die wohlbekannte
kanonische Form: f, == f, . f; einer Funktion zweier Verdnderlichen.

An dieser Stelle kann man die Arbeiten der Autoren: A. Miiller (L. 6),
Glazunov — Tschetveruchin (L. 2) anfithren, die — meines Wissens -
als erste in der darstellenden Geometrie nomographische Methoden gebrauchen.
Auch einige unserer jiingeren Geometer befassen sich mit diesen Fragen
(L. 3, L. 11). Erwihnt sei J. Zamoznik, der sich bsi der Bestimmung von
Bezichungen unter Basisclementen einer Zentralprojektion der Nomogramme
bedient, und A. Hartmannovdi, welche in ihrer Dissertations-Arbeit die
Bezichungen unter verschiedenen Parametern (z. B. Winkel der Projektions-
geraden mit den Koordinaten-Achsen des Dreikants, Winkel dieser Achsen mit
der axonometrischen Projektionsebens, Deformationen an den Achsen und an
den Koordinaten-Ebenen usw.) in der orthogonalen und Zentral-Axonometrie
behandelt und diese Probleme mit Hilfe nomographischer Methoden l6st.

Weiter kann man die Relationen zwischen Elementen der Abbildungs-Basis
und der Lage der Punkte des abzubildenden Objektes untersuchen. Z. B. bei
geeigneter Durchschnitts-Methode lassen sich die Entfernungen der Perspektiv-
bilder der Punkte des Objektes vom Hauptpunkt mittels eines Nomogramms
bestimmen und so kann dic Herstellung der Perspektive des Objektes vereinfacht
und beschleunigt werden (L. 11).

2. Nomographie als Abbildungsmethode der darstellenden
Geometrie

Dicse Gedankenginge lassen sich weiterfiihren bis zum Augenblick, wo die
Nomographie nicht nur ein Hilfsmittel der darstellenden Geometrie ist, sondern
beinahe zu einer selbstindigen Abbildungs-Methode der darstellenden Geo-
metrie wird. Zur leichteren Orientation sei ein Beispiel aus der Literatur ange-
fithrt (L. 7).

Es sei ein System der orthogonalen Axonometrie gegeben, d. h. ein Koordina-
ten-Dreikant 0(x, y, 2) mit der axonometrischen Abbildungesebene (axono-
metrisches Dreieck XYZ) gegeben. Das axonometrische Bild des Gipfelpunktes 0
sei mit 0, bezeichnet. Die Gerade ZO, ist die Orthogonal-Projektion der Koordi-
natenachse z — OZ in die Projektions -- Ebene 7, P bezeichne den Schnittpunkt
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des Bildes ZO, mit der Seite XV des axonometrischen Dreiecks XYZ, P -=
= 20, . XY. Mit ¢ bezeichnen wir weiter die Gerade der axonometrischen
Abbildungsebene, welche durch den Punkt O, und parallel zur Spurlinie XY
geht. Die Geraden 7z und # - ZO, konnen als rechtwinkelliges Koordinatensys-
tem O,(z, u) aufgefasst werden. (obr. 1)

Obr. 1

Sei nun A ein Punkt des Objektes mit den rechtwinkeligen Raum-Koordina-
ten X, Y, Z im System O(x, y, 2) und seien 7, U die Ebenen-Koordinaten
seiner Orthogonalprojektion A4, im System O,(z, ), dann gelten folgende
Transformations-Formeln:

T=1Y.cose— X.sine

U=2Z.cosy— X .siny.cos¢ Y .siny.sine;
v bezeichnet den Winkel, den die Koordinatenachse z mit der Projektionsebene
x bildet, ¢ denjenigen der Geraden OP mit der Achse x.

Die Koordinaten T, U des Bildes 4, werden aus den Transformationsformeln
mittels ihrer Nomogramme berechnet und im rechtwinkeligen System O,(t, u)
eingetragen.

Dieses Verfahren unterscheidet sich nicht wesetlich von demjenigen der
Durchschnittsmethode. Der sowietische Geometer Kuznécov aber zeigte,
wie in diesem Falle die Koordinaten 7, U mit Hilfe dreier mit X, Y, Z bezeich-
neten Skalen in geeignet gewdhltem Binarfeld direkt angegeben werden konenn
und so das axonometrische Bild des Objektes hergestellt werden kann.
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Dic Konstruktion Kuznécovs beruht auf der Theorie der sogenannten
Rhomboidalnomogramme, dic vom Spanier Urcelaj stammt(L. 1) und vom
sowietischen Geometer G. S. Chovanskij weiter ausgebildet wurde.

Auf dhnliche Weise wird man fortschreiten bei der Konstruktion von Pers-
pektivbildern in gegebener Perspektiv-Axonometrie, in welcher OS | 7 zu
wihlen ist, wobei S das Projektionszentrum, O den Scheitel des axonometrischen
Dreikants O(x, y, 2) und = dic axonometrische Projektions-Ebene bedeuten.
Anstatt des axonometrischen Bildzs im Binarfeld (7, U) des vorigen Beispiels
wird nun eine Zentral-Projektion des gegebenen Objektes im sclben Binarfeld
konstruiert (L. 8).

Di: angefithrten Beispiele zeigen di: Anwendungen der Nomographie in der
darstellenden Geometric von don einfachsten Applikationen bis zur unmittel-
baren Konstruktion anschaulicher Bildzr von Objckten.

3. Methoden der darstellenden Geometrie als Hilfsmittel bei
der Konstruktion neuer Nomogramme

Wic schon erwihnt, kann man auch umgekehrt bei Herstellung neuer Nomo-
gramme von den Mzthoden der darstellenden Geometrie, besonders der Monge-
Projektion Gebrauch machen. Zu grosserem Verstindis moge wizder das folgen-
de Beispiel dienen (L. 5). Gegeben sei dic Funktion:

cosy
x - .
sino . cosf

Diese Funktion dreier Veranderlichen lasst sich — wie bekannt -~ durch ein
Nomogramm mit Binarfeld darstellen. Es wird leicht aus der kanonischen Form:
cosy

X . St x Lcosx 0
cos

cotg x .

konstruiert.

Ein ncues Nomogramm wird auf folgende Weise hergastellt. Wir bztrachten
ein Tetraeder ABCD, dessen Kante AB senkrecht zur Seite BCD ist, a(f, )
bezeichnen Kantenwinkel BAD (BAC, CAD),x - BP, wobzi CP | BD,

Obr. 2
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P e BD ist. Das Tetraeder ABCD legen wir mit der Kante BD in die Grundlinie
x des Monge-Systems, sodass die Seiten BDA in der Aufrissebene und BCD in
der Grundrissebene liegen. Die Seiten ABD und ADC legen wir sodann um
ihre Spurlinien in dic Aufrissebene um. Dadurch bekommen wir alle vier
Gréssen in der Aufrissebene. Unter diesen Grossen ist es moglich eine Bezie-
hung herauszufinden, die dann die Konstruktion eines neuen Nomogramms
mit einem Transparent ermdglicht (L. 5), (obr. 2).

In diese Gruppe der Berithrungspunkte beider Disziplinen gehort die Herstel-
lung von Nomogrammen mit Kreisen, deren Grundgedanke auf der zyklogra-
phischen Projektion beruht in Zusammenhang mit der Laguerre-Lie-schen
Kreisgeometrie (L. 9, L. 10). Ahnlich verhilt es sich mit der Herstellung von
Nomogrammen von Funktionen mehrerer Verinderlichen, welche zur Grund-
lage dic darstellende Geometrie im vierdimensionalen Raume hat (V. St€pansky
in Ostrava).

Alle angefithrten Zusammenhinge der darstellenden Geometrie und Nomo-
graphie werden systematisch untersucht.
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SHRNUTT

NEKTERE SOUVISLOSTI DESKRIPTIVNI GEOMETRIE
A NOMOGRAFIE

FRANTISEK HAVELKA

Pocatky deskriptivni geometrie a nomografie jako védeckych odvétvi mate-
matiky spadaji do téze doby, zhruba do let 1780—1810. Obé, zviasté deskriptivni
geomemc, prosly v minulém stoleti ruSnym vyvojem vcelku samostatné. Teprve
v novéjsi dobé shledavame, Ze mezi obéma obory jsou hlubsi souvislosti, které
muzeme zafadit do tfi hlavnich skupin.

1. Pfedné se projevuje v deskr. geometrickych pracich (ZdmoZik, Hartman-
novd) snaha vyjadfovat vztahy prvka bazi riznych zobrazovacich metod nomo-
gramy, které poskytuji o téchto vztazich nazorné pfedstavy. I vztahy boda
zobrazovanych objcku"x k bazi té které projekce je mozno vyjadfovat nomogramy
a rizné jich vyuZit. Jde tedy o uZiti nomografic v deskupuvm geometrii.

2.V literatue se projevuji snahy po disledném uZiti nomografie v deskr.
geometrii. Vztahy mezi soufadnicemi bodt objektu v prostoru a mezisoufadnice-
mi obrazi téchto bodit v prumétné je moZno vyjadfovat nomogramy apomoci
nich urcovat uvedené obrazy bodi a celych objektii. Nomografie tak postupuje
na zobrazovaci metodu deskriptivni geometrie. Napf. je moZno kreslit touto
metodou axonometrické a perspektivni obrazy objekt.

3. Ttetj sty¢ny bod deskriptivni geometrie a nomografie zaleZi v uZiti deskrip-
tivni geometrie v rozvoji nomografieckych metod. Napf. mnohé vztahy tfi a vice
proménnych jsou aplikovatelné na prvky geometrickych téles (Ghly hran, stén,
velikosti hran, . . .). Tato télesa je moZno zobrazit napf. v Mongeové nebo jiné
projekci, pxovest deskr. geometrické operace, 1ako je sklopeni stén, . .. atd.
a po takové upravé je mozno vztahy mezi upravenyml prvky vyjadfit nomogramy.
Jde tedy o aplikace deskr. geometrie v rozvoji nomografie. Sem naleZi téZ vyuZiti
cyklografického zobrazeni a zobrazovacich metod ¢tyfrozmérného prostoru
ke konstrukci novych nomogramu.

Prohlasuji, Ze Clanek: Frant. Havelka: Uber Beziechungen der darstellenden Geometric und
Nomographie zu einander pfeloZila do némeckého jazyka s. RNDr.BoZena Véchtovd, odb. as.
piirodovédecké fakulty UP v Olomouci.

V Olomouci 31. 5. 1971.
Doc. Ing. Dr. Frant. Havelka
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