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UBER EINE ALGEBRAISCHE AUSNUTZUNG
DER MESSBAREN TRANSFORMATIONEN

FRANTISEK KRUTSKY
(Eingegangen am 5. September 1972)

In dieser Arbeit werden gewisse genligende Bedingungen abgeleitet, die ein Mo-
noid E in ein anderes Monoid Wi* isomorph einzubetten ermdglichen und zwar so,
daB zu einer gewissen Untermenge von E inverse Elemente in M ™ existieren.

Zu Beginn fiihren wir einige Definitionen und Bezeichnungen ein, die wir im
weiteren stets benutzen werden.

1.1. Definition: E sei ein Monoid. Fiir a € E werden wir die Abbildung x — ax von E
in sich als die linke Translation v, die dem Elemente a € E entspricht bezeichnen.
Fiir jedes x € E haben wir also y,(x) = ax.

1.2. Definition: Jedes Element aus E, das mit allen Elementen vertauschbar ist, heift
Zentralelement von E. Die Menge aller Zentralelemente heifst das Zentrum von E und
wird stets mit Z bezeichnet.

1.3. Bezeichnung: E sei ein Monoid. L £ E wird die Menge aller solcher Elemente
in E bezeichnen, deren linke Translationen injektiv sind.

1.4. Definition: Jedes nichtleere System & der Untermengen von E + @ wird
Filter iiber E genannt, wenn es folgenden Bedingungen geniigt:
1° Der Durchschnitt beliebiger zwei Elemente aus & gehort wieder in & .
2° Wenn F = G < E fiir ein beliebiges F € & gilt, so ist auch G € .
3° Die leere Menge 0 gehort nicht in F .

Kapitel II.

2.1 Definition: E sei eine nichtleere Menge und % ein Filter tber E. Das System
F' = {E — X; XeZF} wird ein Nullmengensystem genannt.

2.2. Lemma: Das Nullmengensystem &' ist ein Antifilter in E.
Beweis: Wenn X € #' ist, so gilt auch Y € #' fiir jedes Y = X, denn aus X € &’
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folgt die Existenz eines M e % so, dal X = E — M. Ist Y < X, dann ist auch
Y=E—-—N,woMcNund also Ne F,YeZF'.
Wenn XeZF' oY ist, so existieren Mef’aN so, dal X =E—-M,Y =
=E—- N und es gilt XUY=(E—-M)u(E—-N)=E~—- (Mn N). Da aber
M ~ N e & ist, so haben wir auch X v Y e #".

2.3 Lemma: .Fiirjedes Ac 7, NeF gilt AUNe F A —Ne:

Beweis: Es gilt Ae % und A = A U N. Wir haben also A U Ne % Da NesF’
ist, existiert Be % so, dal N = B. Wir haben schlieSlich A — N = AN N =
=ANBeZ

2.4. Definition: Wir betrachten zwei Abbildungen f: E - E und g: E - E. Wir
setzen f = g genau dann, wenn ein N € F' existiert so, daf f(x) = g(x) fiir jedes
xekE — N

2.5. Lemma: Die eben definierte Relation = stellt eine Aquivalenz auf der Menge
aller Abbildungen E in sich dar.

Beweis: Es ist unmittelbar klar, daB = reflexiv und symmetrisch ist. Es gelte
gleichzeitig f = g und g = h. Dann gibt es M e %' 5 N so, daB f(x) = g(x) fir
jedes x e E — M und g(x) = h(x) fiir jedes x € E — M. Daraus folgt f(x) = h(x) fiir
jedes xe (E— M)N(E— N)=E — (MuUN). Es ist aber MU Ne%’ und also
f = k; die Relation = ist danach transitiv.

2.6. Definition: Die Abbildung f: E — E heifit F-mefbar, wenn f~'(X)e F fiir
jedes X e F

2.7. Lemma: Es seien f: E - E und g: E - E. Wenn f F-mefbar ist und f = g
gilt, so ist auch g F me/a’bar

Beweis: Es gibt N € # so, daB f(x) = g(x) fiir jedes x € E — N ist. Es sei weiter
Y € #. Aus der Relation f(x) e Y folgt dann entweder f(x) = g(x) und gleichzeitig
g(x) e Y,oder f(x) + g(x);alsof ~'(Y) = g~ '(Y) u N. Hiervon haben wirf ~'(Y) n
AN @ ' (Y)NnN)U(NAN) < g (Y). Wegen f~(Y)e F, N € F haben
wir f73(Y)n N €% und da auch f~'(Y)n N’ < g~ '(Y) gilt, folgt schlieBlich
9 'Ne7F

2.8. Lemma: f sei & -mefbar, N € #'. Dann gilt f '(N) e #'.

Beweis: Wenn N € & gilt, so gibt es ein X € & so,daB N = E — X. Des weiteren
haben wir f7'(N) = f"'(E — X) =f~! (E) — f'(X)=E — ' (X). Da f7(X)
€ & ist, so haben wir auch f~'(N) e #'.

2.9. Lemma: f und g seien % -mefbare Abbildungen. Dann ist auch fg F -mepbar.
Die identische Abbildung idg ist -me/)’bar.

Beweis: Wir betrachten ein Y € #. Es gilt (fg)_‘(Y) = f~Yg~X(Y)). Dann
haben wir g~ '(Y) € #, da g #-meBbarist und f (g~ '(Y)) € # da fauch F-meBbar
ist. Die letzte Behauptung ist trivial.
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2.10. Lemma: f.f. 9,9 seien F-mefibar. Es gelte f = f', g = ¢’. Dann gilt auch
f9=r1g -

Beweis: Es gibt M e #’ 5 N so, daB f(x) = f'(x) fiir alle xe E — M und g(x) =
= g'(x) fir alle xe E — N.

Es sei (f9) (x) = (f'g’) (x). Fir x € E tritt genau eine der Méglichkeiten auf:

1° xe N oder 2° xe E — N. Im Falle 2° haben wir g(x) = ¢'(x) = y und da wir
(f9) (x) = (f'g’) (x) vorausgesetzt haben, muf also f(y) # f'() gelten, d. h. y e M.
Im Falle 2° erhalten wir also x € g~ '(M). Dabei ist " '(M) € #' laut 2.8. Aus der
Relation (fg) (x) # (f'g") (x) folgt also xe N U g ' (M)e F' laut 2.2. Wenn xe
eE—-—NuUg (M) = (E— N)n (E— g (M), ist, muB g(x) = g'(x) und g(x)e
€ E — M sein und deBhalb gilt auch f(g(x)) = f'(¢'(x)). Es gilt also fg = f'g’.

2.11. Definition: Die Menge aller F-mefibaren Abbildungen E in sich bezeichnen
wir mit M. Weiter setzen wir R = = n (M x M).

2.12. Satz: Die Relation R ist eine Kongruenz auf # .
Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemmas 2.5, 2.7, 2.9 und 2.10

2.13. Satz: Die Faktorstruktur 4 |R ist ein Monoid.
Beweis: Folgt aus 2.9 und 2.12.

2.14. Vereinbarung: Im weiteren wird das Symbol & ein Monoid bezeichnen, das
aus Abbildungen der Menge E in sich zusammengesetzt ist, deren jede zwei Abbil-
dungen vertauschbar sind.

Bemerkung: Es ist klar, daB fir E 5 0 wir auch f(E) =+ 0, (fg) E) + 0 fiir jede
zwei f, g € EF haben.

2.15. Lemma: Essei E + Qund 9 = {f(E).fe &}. Das Ende in 28, generiert durch @,
bezeichnen wir mit . Dann ist & ein Filter.

Beweis: Wir nehmen Xe # Y. Es gibt also fe ¥ 3¢ so, daB f(E) & X,
g(E) € Y. Daraus bekommen wir (fg)(E) = (gf)(E) s g(E) = Y. Glelchzeltlo
haben wir fg € & und deshalb (fg) (E) € X n Y. Weiter also XnYeZF, Xn
NY F 0.

Weiter fir jedes X € # gehort auch jedes Y o X zu #. Es ist klar, daB 0 + &

2.16. Lemma: Es sei E + 0, 9 = {f(E); fe &} und F das Filter in 25, generiert
durch 4. Jede Abbildung fe & ist dann % -mefbar.

Beweis: Wir nehmen X € &#, fe &. Es gibt dann ein g € & so, daB g(E) < X.
Wir haben dann f(9(E) = (fg) (E) = (¢.f) (E) = g (f(E) < g(E) < X und also
9(E) < f '(f(g(E) = f '(X). Da g € & ist, muB auch f~}(X) e F sein.

2.17. Lemma: E sei eine nichtleere Menge, 9 = {f(E); fe &} und & das Filter
in 28, generiert durch 4. Es sei weiter fe &, X € . Dann gilt f(X) e F

Beweis: Es gibt g € & so, daB} g(E) = X. Daraus folgt (fg) (E) = f(g(E)) < f(X).
Da fg € & ist, haben wir (f9) (BE)e G und f(X)e F



2.18. Lemma: Es sei E + 0, § = {f(E); fe &} und F das Filter in 25, generiert
durch 4 . fe & sei injektiv. Wir definieren die Abbildung f, durch

f1x) fir xef(E)
£ = {x fir xeE — f(E).
f1 ist dann F-mefibar.

Beweis: Es sei X e #, x € f(X). Dann existiert ein y e X so, daB} f(y) = x ist
und also y = f7'(x) = f,(x). Aus x €f(x) folgt dann f,(x)e X, d. h. xef] ! (X).
Wir haben also f(X) < f;'(X). Dabei ist laut 2.17 f(X)e #. Da % ein Filter ist,
gilt f7'(X) e .

2.19. Lemma: Es sei E + 0, 9 = {f(E); fe &} und & das Filter in 2E, generiert
durch 4. fe & sei injektiv. Fir die Abbildung f, aus Lemma 2.17 gilt ff, = idg,
fif = ide.

Beweis: Es sei x € E. Wenn x € f(E) gilt, muB auch f,(x) = f~'(x) sein und also
(ff) (x) =f(f"'(x)) = x. Da fe & ist, ist laut 2.17 f(E)e # und daraus N =
=E - f(E)e &', (ff1) (x) = idg(x) fiir jedes xe E — N = f(E). Wir erhalten so
ffy = idg. Wenn x € E ist, ist f(x) € f(E) und also auch f,(f(x)) = f~'(f(x)) = x,
hiervon schlieBlich f,f = idg.

2.20. Bezeichnung: Es sei f eine beliebige #-mefibare Abbildung E — E. Mit [f]
wird diejenige Klasse aus .#/g bezeichnet, die f enthiilt.

2.21. Satz: Es sei E &+ 0, ¥ = {f(E); fe &} und F sei ein Filter, welches das Ende
in 2& darstellt und durch % generiert wird. Die Abbildung fe & sei injektiv. Fiir die
Abbildung f, aus den vorhergehenden Lemmas gilt [f]. [f{] = [idg] = [f\]. [f] — d. h.
[f.1 ist zu [f] invers.

Beweis: Alles folgt aus 2.12, 2.16, 2.17, 2.18, 2.19.

Kapitel II1.

In diesem Kapitel werden wir die algemeinen Behauptungen (namentlich den
Satz 2.21) aus zweitem Kapitel auf einem Spezialfall anwenden, wo E ein Monoid
darstellt und die betrachteten Abbildungen linke Translation aus E in E sind, die —
wie bereits gesagt — mit y,, 7;, ... bezeichnet werden.

3.1. Lemma: E sei ein Monoid. Dann

1° fiir ac Ea b gilt v,y = Vap»

2°y, = id, (wo e das Einheitselement aus E bedeutet).

Beweis: 1° Fiir jede ae Eab, x € E gilt (y,75) (x) = 7.(7p)(x) = y4(bx) = a(bx) =
= ab(x) = yu(x).

2° Fiir ein beliebiges x € E haben wir 7.(x) = ex = x und daraus 7.(x) = idg.

3.2. Lemma: E sei ein Monoid und & die Menge aller seiner linken Translationen.
Dann % ist ein Monoid. '



Beweis: Aus 3.1 sechen wir, daB . in bezug auf die Multiplikation der Transla-
tionen geschlossen ist, da3 Einheitselement y, = id, darstellt. Das assoziative Gesetz
der Multiplikation von Translationen gilt auch, da es in E giiltig ist.

3.3. Bemerkung: Fiir beliebige zwei vertauschbare Elemente a, b € E (ab = ba)
gilt auch y,y, = 7y, laut 1° aus 3.1.

3.4. Lemma: E sei ein Monoid. Wir setzen F(a) = v,, fiir ein beliebiges ac E . F
ist dann ein Isomorphismus des Monoids E auf & .

Beweis: Aus 3.2 sehen wir, dall F(eb) = vy, = v.y, = F(a) F(b) gilt so, daBl F
ein Homomorphismus des Monoids E auf & ist.

FlirasE>b,a + bhaben wir y,(e) = ae = a + b = be = y,(e) und also y, * y,,
d. h. F(a) # F(b). Also F ist ein Isomorphismus des Monoids E auf .%Z.

3.5. Lemma: E sei ein Monoid, L = E die Menge aller solcher Elemente aus E,
deren linke Translationen injektiv sind. L ist dann ein Untermonoid in E.

Beweis: Esseienae Lsb . y,, v, injektiv. Also auch 7,7, sind injektiv. Laut 3.1 ist
Yap = Va¥s injektiv, woraus ab € L folgt. Nach 3.1 istauch y, = id, injektiv und deshalb
eel.

3.6. Bemerkung: E; < E sei die Menge aller linken reguliren Elemente in E.
Dann E; = L.

Beweis: Es seien xe E}, a, beE, a + b. Wire y (a) = y(b), so wiirde daraus
xa = xb folgen und weiter a = b, also ein Widerspruch. Es ist dann E}' < L.

Es seien xe L, ae E2b, xa = xb. Es muB also y (a) = y.(b) richtig sein und da
v, € EE injektiv ist, bekommen wir @ = b. Daraus folgt L < Ef. Zusammen also
Ef =L

3.7. Lemma: Es seien E ein Monoid und Z < E das Zentrum von E. Z ist ein Unter-
monoid in E.

Beweis: Wir nechmen ae Z 3 b. Fiir jedes x € E haben wir (ab) x = a(bx) =
(ax) b = (xa) b = x(ab) so, daB abeZ. Da weiter fir jedes x€e E ex = xe = x
gilt, ist auch ee Z. '

3.8. Korollar: E sei ein Monoid. L n Z ist ein Untermonoid in E.

3.9. Lemma: E sei ein Monoid, S = Z sein Untermonoid. Wir setzen & = F(S),
Y = {f(E); fe ¥}, und F sei das Ende in 28, generiert durch 9. Jede Abbildung
fe L ist dann F-mefbar.

Beweis: Esseien X € &, f € .¥. Dann gibt es ein g € & so, daB g(E) & X. Es muB
also ein a € S existieren so, dal} g = y,, also y,(E) £ X. Es gibt weiter ein b € E so,
daB f =1y, Daraus folgt 7,(y.(E)) = (3s7a) (E) = 7(E) = yu(E) = (7,75) (E) =
= 7,7(E) € 7,(E) < X. Hiervon folgern mit weiter y,(E) < y; '(7(7.(E)) < 75 '(X),
also y; *(X) € #. Daraus schlieBlich f ~!(X) € # und f ist #-meBbar.



3.10. Korollar: Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.9 gilt & < M.

3.11. Lemma: E sei ein Monoid, S = Z n L sein Untermonoid. Wir setzen & =
= F(S). Es seien ¥ = {f(E); fe &} und F das Filter welches das Ende in 2F dar-
stellt und durch 4 generiert wird. Wenn ac E> b, a + b gilt, so ist y, % v,.

Beweis: Wir setzen das Gegenteil voraus, d. h. a £ b, 7, = y,. Dann existiert
ein N e so, daB y,(x) = y,(x) fiir jedes xe E — N. Da E — Ne % ist, gibt es
einse S so, daB 7,(E) € E — N. Dann gilt s = se = y(e) e E — N und also y,(s) =
= 7,(5), d. h. as = bs. Da s € Z ist, haben wir sa = sb und wegen s € L ist y; injektiv,
d. h. aus a =+ b folgt sa = ya) = y4b) = sb, was einen Widerspruch ergibt. Es muf}
also y, % y, gelten.

3.12. Korollar: Es seien E ein Monoid, S < Z n L sein Untermonoid, & = F(S),
@ = {f(E);fe &}, F das Filter in 2 generiert durch 4 und ¢ eine kanonische Surjek-
tion M auf M|R. @ stellt den Isomorphismus £ auf ein bestimmtes Untermonoid
in MIR.

Beweis: Aus den bekannten Sétzen iiber Algebrenisomorphismen folgt daf3 ¢ ein
Homomorphismus .# auf .#/R ist; aus dem Korollar 3.10 folgt, daB & < # ist
und laut 3.2 ist & ein Monoid — es ist also ein Untermonoid in .#. Die Restriktion
/2 stellt deshalb einen Homomorphismus . auf das Untermonoid .#/R dar.

Laut 3.4 folgt aus fe.# 5 g, f + g die Existenz zweier Elemente ac E3b, a &+ b
so, dall f = y,, g = y,. Laut 3.11 folgt hiervonf =y, £y, =¢,d. h. (f, 9) ¢ = n
N (M x M) =R. Also ¢/¥ ist ein schlichter Homomorphismus . in .#/R, d. h. ein
Isomorphismus. '

3.13. Haeptsatz: E sei ein Monoid und S < Z n L sein Untermonoid. Dann existiert
ein Monoid M und ein Isomorphismus f: E — M(f(E) = A = M) so, daf} zu jedem
Elemente der Menge f(S) in M sein inverses Element existiert.

Beweis: Wir definieren F, %, 9, #, R, ¢ auf dieselbe Weise wie im Korollar 3.12.
Wir setzen weiter M = .Z/R. Aus dem Korollar 3.12 folgt die Existenz des Isomor-
phismus ¢: % — /[R. Laut Lemma 3.4 ist F ein Isomorphismus E auf .#. F ist also
ein Isomorphismus E in E/R. Ist a € S, dann F(a) = y, € & und ist injektiv. Beliebige
zwei Translationen aus & sind laut Bemerkung 3.3 vertauschbar. Aus Satz 2.21
nun folgt, daB f(a) = ¢(F(a)) fiir jedes a € S, das inverses Element in .#/R besitzt.

Kapitel IV.

Da es sich im Satze 4.5 um Eindeutigkeit bis auf einen Isomorphismus handelt,
kann man anstelle eines Monoids M aus dem Satze 3.13 ein beliebiges Ubermonoid
F 2 E mit M isomorph betrachten. Fiir die Abbildung: E - M kann man seiner-
seits die identische Abbildung E auf E nehmen. Satz 3.13 sichert dann die Existenz
inverser Elemente im Monoid F zu allen Elementen aus (Z n L) < E.
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Bemerkung: Die Definitionen von Z und L beziehen sich immer auf das Mo-
noid E. Die Menge aller solcher Elemente aus F, die invers zu einem der Elemente
aus (Z n L) < E sind, wollen wir durch (Z n L)™' bezeichnen. Dann gelten folgende
Lemmen und Sitze:

4.1. Lemma: E < F seien Monoide, Z n L = E und F mdge die Eigenschaft haben,
daf jedes Element a € Z n L inverses Element in F besitzt, d. h. (Z n L)™' < F. Dann
sind folgende Aussagen richtig:

1° Fiir jedes x € E, y™'e (Z A L) gilt xp™' =y~ x.

2° E(Z n L) ist ein Untermonoid in F.

Beweis: 1°Esseien x€ E,y" ' € (Z n L) !;dann gilt y € (Z N L) und aus yx = xy
folgt yxy~! = x und weiter xy™! = y~lx.

2° Es gilt offensichtlich E(Z " L)™' < F. Es sei xe E(ZnL)"'5y. Dann gilt
x=xp7% y=2x;',wox,€Esx,und y, €(Z N L)>5y, ist. Wenn wir nun die
bereits bewiesene Behauptung 1° anwenden, bekommen wir xy = x,37'x,p; ' =
= x%,97 'y; = (x1x3) (0,3) " € E(Z A L)L Weiter gilt offensichtlich die Rela-
tion ee E(Z N L)""

4.2. Lemma: E(Z n L)™' ist das kleinste, die Menge E U (Z n L)™' enthaltende
Untermonoid in F.

Beweis: Da ecEn(Zn L)™' gilt, haben wir fiir beliebige Elemente x € E,
ye(Zn L)™' folgendes: x = xee EZ N L)', y=eyeE@ZnL)"! Es ist also
Eu(ZAnL™! < EZnL)™' Der Durchschnitt aller Monoide, die E(Z nL)™*
enthalten, ist wieder ein Monoid und es gibt also (vgl. [2], Rez. § 6, n°® 5) ein solches
kleinstes Monoid, das wir mit M* bezeichnen wollen. M* ist bestimmt ein Unter-
monoid von E(Z n L)~!. Wenn x ein Element aus E(Z n L)™' ist, so haben wir
x=xy,wox, €E, y,eZn L)y istundalsox, e EuU(Zn L)' sy, und daraus
auch x; e M* 5 y,. Da M* ein Monoid ist, mufl auch x = x,y, € M* sein und hier-
von E(Z A L)"! € M*. Zusammen also M* = EZ ~n L)™".

4.3. Lemma: Es seien x, € Esx,, y,, v,€(@ n L) € E. Zur Gleichheit zweier
Elemente x,y7*, x,y; ! ist dann die Giiltigkeit der Relation x,y, = Xy, geniigend und
hinreichend.

Beweis: Wenn x,y;' = x,y;
- (¥1y2) und also x,y, = X;);.

Es gelte umgekehrt x,», = x,¥;. Dann haben wir (x,y,) (y7'y7") = (x,¥,)
(7' und daraus x,(»,y; D) yrt = x0ny; D y7 !l Laut 1° aus 4.1 gilt auch
X7t = x5 ) yit und also xy7t = (x,p3 ") (17 '), voraus wir xy;t =
= x,y; ! erhalten.

' gilt, dann ist auch (x,y{ ") (y;y;) = (x93 .

4.4. Satz: F, M seien Monoide, E = F ein Untermonoid. Zu allen Elementen der
Menge Z N L < E mdgen in F inverse Elemente existieren. Weiter sei f ein Isomor-
phismus E in M und alle Elemente der Menge f(Z N L) mégen in M ihre inversen
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Elemente besitzen. Dann kann man f zu einem Isomorphismus E(Z ~ L)™' in M er-
weitern.

Beweis: Fiir jedes Le(Z L)™' setzen wir f(t) = (f(t™"))"'. Es sei ze
€E(Z L)™' Dann gilt z=xy, wo x€E, ye(ZnL)™'. Wir setzen f(z) =
= fx) fO).

Die Abbildung f: E(Z n L)™' — M ist in korrekter Weise definiert. Wirklich, es sei
xy= z = x,p, fir jedes x € E3 x;, ye (Zn L)™' 2 y,. Aus 4.3 folgt, daB xy; ' =
= x,y " 'ist. Hier sind y;!, y"'€ZnL < E und da f ein Isomorphismus Ein M ist,
haben wir f(x)f(y;") =f(x)f(»y™"). Es gilt nun f(3) = (fO™H)7! fO) =
= (fOr)) " und flxp) =f). (FO™H) " fxy) = fx) (FTH)~". Weiter
haben wir f(x), f(x,)ef(E),f(»™ "), f(b7 e f(Z A L). Aus der Gleichheit f(x) f(y7 ") =
=f(x,). f(r~ Y folgtlaut 4.3 f(x)(f(y™ ")~ = fx) (fFO7 )" Also f(xy) = f(x1).

Die Abbildung f ist schlicht.

Es seien z, z, e E(Z n L)™', f(z) = f(z,). Dann gibtes x, x, € E, y, y, e @ n L)™'
derart, daB z = xy, z, = x,y; gilt. Dann ist auch f(x) (f(») "N~ ! = f(x) . f(») =
=f(2) = f(zy) = f(x) f(yy) = fCx) (f(y7"))"". Hiervon haben wir laut 4.3
FOOLOTH = fx)f(r~1 und also auch f(xy[ ") = f(x,»”"). Da f ein Isomor-
phismus E in M ist, folgt daraus xy;' = x,y~! und also laut 4.3 xy = x,»,, d. h.
z=z,. .

Die Abbildung f ist ein Homomorphismus.

Es seien z, z, e E(Z n L)™'. Dann gibt es x, x, €E, y, ¥y, € Zn L)™' so, daB
z = Xy, z, = x,y;. Es ist also (siche 1° aus 4.1) zz, = xx,yy, und daraus f(zz;) =
=flx) (FOy) ™)™ Nun also f(zz)) = f(x) f(x) (fO™)) . (FOrH) ' =
=fx) (fOTY) fx) (fFOTH)™" = f(2) f(z,) unter Benutzung von 4.3.

4.5. Hauptsatz: E sei ein Monoid, Z n L < E sein Untermonoid, S = Z n L. Dann
existiert ein Monoid M* und sein Untermonoid A = M* derart, daf folgende Be-
hauptungen richtig sind:

1° Es gibt einen Isomorphismus f: E — M* so, daf} f(E) = A und jedes Element aus
der Menge f(S) in M* sein inverses Element besitzt.

2° M* ist das kleinste Monoid, das A U [f(Z n L)]™! enthiilr.

3° Die obenangefiihrten Bedingungen bestimmen das Monoid M* eindeutig bis auf
Isomorphismus.

Beweis: Dieser Satz folgt unmittelbar aus Satz 3.13, aus Lemma 4.2 und aus
Satz 4.4.
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SHRNUTI

"O JEDNOM VYUZITI MERITELNYCH
TRANSFORMACI V ALGEBRE

FRANTISEK KRUTSKY

Je-li E monoid, L mnozZina vSech jeho prvkd, jejichz levé translace jsou injektivni
a Z jeho centrum, pak E lze vnofit do monoidu F tak, Ze v8echny prvky v Ln Z
maji v F prvky inversni. Toto je obsahem hlavni véty ¢lanku a sice véty 4.5. Tato
véta je v praci dokazovana za pouziti metod teorie miry a sice zejména pouzitim
méfitelnych transformaci.

PE3IOME

OB OJHOM MCITOJAB3OBAHIN NM3MEPUMBIX
TPAHCOOPMAILIVI B AJITEBPE

O®PAHTUIIEK KPYTCKUU

Ecnu o3navaer E MoHOMI, L MHOXECTBO TeX €ro 3JIEMEHTOB, IJIS1 KOTOPBIX JieBast
TPaHCIIANUS MHEEKTHBHASA M Z ero LEeHTP, Toraa MoxHo E Bnoxuts B moHoun F Tak,
YTO Ui BCeX 3JeMeHTOB U3 L N Z cyirectByroT B F oOpaTHbBIE 3JIEMEHTHI.

DTO ABNAETCA COAEPKAHAEM OCHOBHOM TeOpEeMBI pPabOThI & UMEHHO TEOPeMHI 4.5.
OTa TeopeMa NOKA3bIBAETCS C MCIOJIb30BAHMEM METONOB TEOPHH MEPHl a HMEHHO
TIpH NIOMOIIY MCIOJIb30BAHMUS U3MEPUMBIX TpaHCHOpPMALHiA.

\
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