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V E R A L L G E M E I N E R U N G DER SÄTZE 
VON P O I N C A R E U N D P E R R O N F Ü R SYSTEME 

VON D I F F E R E N Z E N G L E I C H U N G E N 
IM LINEAREN RAUM 

D A G M A R SEDOVA 
(Eingegangen am 20. September 1972) 

In dieser Arbeit werden v/ir asymptotische Eigenschaften der Lösungen des Systems 
von Differenzengleichungen untersuchen. Wir beweisen zwei Sätze, die eine Verallge
meinerung des Poincareschen und Perronschen Satzes aus der Theorie der linearen 
Differenzengleichungen mit veränderlichen Koeffizienten darstellen. 

Wir beginnen mit den folgenden Definitionen: 

Definition 1. Ein Gleichungssystem der Form 

xn + i = Axn (1) 

definiert im k-dimensionalen linearen Räume, wo xn = (£nl, ^nl, . . . , £nk) einen k-di
mensionalen Vektor bedeutet, deren Komponenten Funktionen einer Veränderlichen 
n (n = 0, 1, ...) sind und A bezeichnet eine (k, k)-Matrix, wird Differenzengleichungs
system mit konstanten Koefizienten gennant. 

Definition 2. Die charakteristische Gleichung der Matrix A wird auch als charak
teristische Gleichung des Differenzengleichungssystems 

Xn+\ — ÄXn (1) 

bezeichnet. 

Definition 3. Ein Gleichungssystem der Form 

xn + i — d.„xn (2) 

definiert im k-dimensionalem linearen Räume, wo xn = (£n l , £w2, . . . , £nk) wiederum 

einen Vektor des k-dimensionalen linearen Raumes bedeutet, deren Komponenten 
Funktionen der Veränderlichen n sind und An bedeutet eine (k, k)-Matrix, deren Ele-
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mente ebenfalls Funktionen der Veränderlichen n sind, wird Differenzengleichungs
system mit veränderlichen Koeffizienten genannt. 

Definition 4. Im Falle, daß lim An = A eine Matrix aus endlichen Elementen ist, 
n—> oo 

wird die charakteristische Gleichung der Matrix A auch charakteristische Gleichung des 
D ifferenzengleich ungssystems 

Xn+1 ~ ^nXn (2) 

genannt. 
Zum Beweise des verallgemeinerten Poincareschen und Perronschen Satzes be

nutzen wir zwei Sätze, die von G. A. Frejman (Frejmann (1957)) bewiesen worden 
sind. 

Wird betrachten einen k-dimensionalen Vektorraum W mit einer fest erwählten 
Basis g1? g2 , ..., gk. In diesem Räume sei ein Operator A gegeben, der mittels der 
Matrix A = (ajp)(j,p = 1, 2, ..., k) definiert ist. Die Eigenwerte Xj(j = 1,2, ..., k) 
von A mögen die Ungleichheiten 

\XX\ > \X2\> ... > | A J (3) 

erfüllen; die Eigenvektoren von A seien e l 5 e 2 , . . . , ek. Die Koordinaten von es 

(s = 1, 2, ..., k) in der Basis gx, g2 , ..., gk wollen wir mit ejs (j = 1, 2, ..., k) be
zeichnen. Es sei weiter eine Folge von linearen Operatoren At in W, die durch die 
Matrizenfolge At = (a{pp)(j,p = 1, 2, ..., k) definiert ist. Schließlich wollen wir mit 
*ii> x2i* •••> xki die Koordinaten des Vektors xt in der Basis g l 9 g2 , ••-, gk bezeichnen 

xi = Z *J«/ 
1=1 

und mit xH, x2f, ..., xfci die Koordinaten des Vektors xt in der Basis e1? e 2 , . . . , ek 
k 

xi= Yxjiej-
j = i 

Satz 1. Wenn die Vektorenfolge xt (i = 1,2,...) aus einem festen Vektor xi durch 
sukzessive Benutzung des Operators At entsteht (xi+l = Afxf), keiner der Vektoren xt 

ein Nullvektor ist und die Bedingung 

I i m a # = a/p, (j,p = 1,2, ...,fc) (4) 
i-+ oo 

erfüllt ist, so existiert ein s, 1 _ s ^ k, da/? 

lim . _ . = o, für / Ф ѕ 
I-+C0 -^SÏ 

И m _ _ = Я . . 
І-+00 -^ѕ i 

(5) 
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Für solche j , für welche x'js = 0 gilt weiter 

Um ffiti = xs. (6) 
i-*oo Xji 

Satz 2. Wenn die Bedingung lim a^ = aJp (j, p = 1, 2, ... , k) gilt und die Matrixen 
£—> oo 

At regulär sind, dann gibt es k linear unabhängige Vektoren Xj^j = 1, 2, ... , k) so, 
daß für jeden Index j die Behauptung des Satzes 1 für s = j und für die Vektorenfolge 
xji+i = AiXji gilt. Die Beweise dieser zwei Sätze sind in (Frejmann (1957)) 

Satz 3. (Der verallgemeinerte Satz von Poincare). Wenn bei dem Differenzenglei
chungssystem 

xn+i .= Anxn (2) 

die Matrixen An einen endlichen Grenzwert A besitzen, die Wurzeln der charakteristis
chen Gleichung von (2) die Ungleichheit (3) erfüllen und A besitzt die Eigenvektoren 
ej ~ (eij> e2j9 •••> ekj)->J = U 2, ..., k, so gleicht der Grenzwert des Quotienten 

Jn+U 

für eine beliebige Lösung xn des Differenzengleichungssystems (2) einem der Wurzeln 
Al9 Xl9 ..., Xk der charakteristischen Gleichung, d. h. es gilt 

l i m - ^ t l i « X j = 1,2, ...,k, 
S J 1 J 7 7 7 7 

n-> oo ^>ni 

für alle Indexe i,für welche die i-te Koordinate des Vektors.e • vOn Null verschieden ist. 
Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 1. Die Matrix An stellt einen linearen 

Operator An dar, der dem Vektor xn den Vektor xn+l zurodnet. Die Matrix An 

genügt den Voraussetzungen vom Satz 1. Aus Satz 1 folgt unmittelbar, daß die 
Relation 

l i m i ? ± I i = A,., ( 7 = 1 , 2 , ...,k) 
w-»oo ^ni 

gilt, wie aus (6) hervorgeht. 
Im Sonderfalle, daß A eine Diagonalmatrix ist und die von Null verschiedenen 

Elemente die Ungleichheiten 

l * n I > 1*22 I > ••• > \akk I 

erfüllen, sind die Eigenvektoren von A der Form et ^= (1, 0, ... , 0), e2 = (0, 1, ...,0), 

...,efc = (0,0, ..., 1) und es gilt 

H m - ^ - A , , (1 = 1,2, . . . ,k ) , 
n -* oo S« j 

wo lj = an = lim af/. 
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Satz 4 (Der verallgemeinerte Satz von Perron). Wenn für den Differenzengleichungs
system die Voraussetzungen vom Satz 3 gelten und die Matrizen An sind ausserdem für 
jedes n regulär, so besitzt (2) k linear unabhängige Lösungen 

für welche die Relationen 

tU) 
П ш ^ = Xj, (j = l,2,.. .,fc), 

gelten und zwar für alle Indexe i,für welche die i-te Koordinate des Vektors ej von Null 
verschieden ist. 

Beweis: Die Behauptung dieses Satzes folgt aus Satz 2. Im Sonderfalle, daß die 
Vektoren e x , e 2 , ..., ek eine Basis des linearen Raumes darstellen, gilt die zu be
weisende Relation nur für i = j und die anderen Koordinaten des Vektors e y sind 
Nullen, d. h. es gilt 

zU) 
limi=±f = A„ 0 = 1,2, ...,fe). 
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S H R N U T I 

Z O B E C N Ě N Í POINCARÉOVY A PERRONOVY VĚTY 
PRO SOUSTAVU D I F E R E N Č N Í C H ROVNIC 

V L I N E Á R N Í M PROSTORU 

D A G M A R ŠEDOVÁ 

V práci jsou vyšetřovány asymptotické vlastnosti soustav diferenčních rovnic 
s proměnnými koeficienty 

X rt+i = A.*/.? 
kde xn = (£n l , £n2, . . . , £nk) je vektor k-rozměrného lineárního prostoru, jehož sou
řadnice jsou funkce proměnné n, a An je matice typu (k, k), jejíž prvky jsou opět funkce 
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proměnné n. Pro tyto soustavy jsou dokázány dvě věty, které jsou zobecněním Poin-
caréovy a Perronovy věty z teorie lineárních homogenních diferenčních rovnic s pro
měnnými koeficienty. 

РЕЗЮМЕ 

ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ПУАНКАРЕ 
И ТЕОРЕМЫ ПЕРРОНА ДЛЯ СИСТЕМЫ РАЗНОСТНЫХ 

УРАВНЕНИЙ В ЛИНЕЙНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Д А Г М А Р ШЕДОВА 

В работе рассмотриваются асымптотические свойства систем разностных 
уравнений с переменными коэффициентами 

где хп = (^п1. %п2, ..., %пк) — вектор /̂ -мерного линейного пространства, 
координатами которого являются функции переменной п, и Ап матрица типа 
(к, к), элементы которой опять функции переменной п. Для этой системы дока
заны две теоремы (теорема 3 и теорема 4), которые являются обобщением 
теоремы Пуанкаре и теоремы Перрона из теории линейных разностных уравне
ний с переменными коэффициентами. 
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