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VERALLGEMEINERUNG DER SATZE
VON POINCARE UND PERRON FUR SYSTEME
VON DIFFERENZENGLEICHUNGEN
IM LINEAREN RAUM

DAGMAR SEDOVA
( Eingegangen am 20. September 1972)

In dieser Arbeit werden wir asymptotische Eigenschaften der Lésungen des Systems
von Differenzengleichungen untersuchen. Wir beweisen zwei Sétze, die eine Verallge-
meinerung des Poincaréschen und Perronschen Satzes aus der Theorie der linearen
Differenzengleichungen mit verinderlichen Koeffizienten darstellen.

Wir beginnen mit den folgenden Definitionen:

Definition 1. Ein Gleichungssystem der Form
Xnt1 = AX" (1)

definiert im k-dimensionalen linearen Raume, wo X, = (&1, Ens ooy Eu) einen k-di-
mensionalen Vektor bedeutet, deren Komponenten Funktionen einer Verdnderlichen
n(n =0,1,..) sind und A bezeichnet eine (k, k)-Matrix, wird Differenzengleichungs-
system mit konstanten Koefizienten gennant.

Definition 2. Die charakteristische Gleichung der Matrix A wird auch als charak-
teristische Gleichung des Differenzengleichungssystems

Xpr1 = Ax, 1
bezeichnet.
Definition 3. Ein Gleichungssystem der Form
Xyr1 = Aux, 2

definiert im k-dimensionalem linearen Raume, wo X, = (&1, oz, -y En) wiederum
einen Vektor des k-dimensionalen linearen Raumes bedeutet, deren Komponenten
Funktionen der Verdnderlichen n sind und A, bedeutet eine (k, k)-Matrix, deren Ele-
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mente ebenfalls Funktionen der Verdnderlichen n sind, wird Differenzengleichungs-
system mit verdnderlichen Koeffizienten genannt. '

Definition 4. Im Falle, daf} lim A, = A eine Matrix aus endlichen Elementen ist,

n—aoo
wird die charakteristische Gleichung der Matrix A auch charakteristische Gleichung des
Differenzengleichungssystems

Xys1 = ApX, (2)
genannt.

Zum Beweise des verallgemeinerten Poincaréschen und Perronschen Satzes be-
nutzen wir zwei Sitze, die von G. A. Frejman (Frejmann (1957)) bewiesen worden
sind.

Wird betrachten einen k-dimensionalen Vektorraum W mit einer fest erwihlten
Basis g,, g5, ---» 8- In diesem Raume sei ein Operator A gegeben, der mittels der
Matrix 4 = (a;,) (j,p = 1,2, ..., k) definiert ist. Die Eigenwerte 4; (j = 1,2, ..., k)
von A mdgen die Ungleichheiten

[Ag ] > (2] > o > | A _ (3)

erfiillen; die Eigenvektoren von A seien e,,e,, ..., e,. Die Koordinaten von e
(s =1,2,...,k) in der Basis g,, g,, ---, 8 wollen wir mit e;; (j = 1,2, ..., k) be-
zeichnen. Es sei weiter eine Folge von linearen Operatoren A; in W, die durch die
Matrizenfolge A4; = (a;"p’) (j,p = 1,2, ..., k) definiert ist. SchlieBlich wollen wir mit
XYis X5i, --vs Xp; die Koordinaten des Vektors x; in der Basis gy, &>, ---, 8 bezeichnen

k
"
x; =} Xjg;
i=1
und mit xy;, X,;, --., X;; die Koordinaten des Vektors x; in der Basis e, e,, ..., e,
k
X;= ) Xjej.
i=1

Satz 1. Wenn die Vektorenfolge x; (i = 1,2, ...) aus einem festen Vektor x, durch
sukzessive Benutzung des Operators A, entsteht (x;,, = A,x;), keiner der Vektoren x;
ein Nullvektor ist und die Bedingung

]ima;.ip)zajp, (j,p:]’z,,k) : (4)

i—
erfiillt ist, so existiert ein s, | < s £ k, daf

lim L =0, fir j+s

i~ Xsi

(5)
lim Zsirt — 2

x s

i=»o si
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Fiir solche J, fiir welche x|, = 0 gilt weiter

’
. Xy
lim =L = . (6)
i Xj;

Satz 2. Wenn die Bedingung .lim a) =a;,(j,p=1,2,..., k) gilt und die Matrixen
A; reguldr sind, dann gibt es k linear unabhdngige Vektoren x;;(j = 1,2, ..., k) so,
dap fiir jeden Index j die Behauptung des Satzes 1 fiir s = j und fiir die Vektorenfolge
x;i+1 = Ax; gilt. Die Beweise dieser zwei Sitze sind in (Frejmann (1957))

Satz 3. (Der verallgemeinerte Satz von Poincaré). Wenn bei dem Differenzenglei-
chungssystem v .
Xos1 = A,X, , (2

die Matrixen A, einen endlichen Grenzwert A besitzen, die Wurzeln der charakteristis-
chen Gleichung von (2) die Ungleichheit (3) erfiillen und A besitzt die Eigenvektoren
e; = (ej, ey, s ;). j=1,2,...,k, so gleicht der Grenzwert des Quotienten

Eaii
éni ’

fiir eine beliebige Losung x, des Differenzengleichungssystems (2) einem der Wurzeln
Aty Ayy oovy Ay der charakteristischen Gleichung, d. h. es gilt
lim Sntai _ yl

n— o éni

o J=1,2, 0k,
fiir alle Indexe i, fiir welche die i-te Koordinate des Vektors e; von Null verschieden ist.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 1. Die Matrix A, stellt einen linearen
Operator A, dar, der dem Vektor x, den Vektor x,,, zurodnet. Die Matrix A4,
geniigt den Voraussetzungen vom Satz |. Aus Satz 1 folgt unmittelbar, daB die
Relation

lim *"g‘i: no (=1,2,..,k)

gilt, wie aus (6) hervorgeht

Im Sonderfalle, daBl 4 eine Dlagondlmamx lst und die von Null verschiedenen
Elemente die Ungleichheiten

[ay | > 1a| > ... > |agl

erfiillen, sind die Eigenvektoren von 4 der Forme; = (1,0, ...,0),e, = (0, 1, ..., 0),
., e =(0,0,...,1) und es gilt

lim 6"*’“—1 (j:l,Z,...,"),

n- o Snl

wo A; = aj; = lim a(")

n—w
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Satz 4 (Der verallgemeinerte Satz von Perron). Wenn fiir den Differenzengleichungs-
system die Voraussetzungen vom Satz 3 gelten und die Matrizen A, sind ausserdem fiir
Jjedes n reguldr, so besitzt (2) k linear unabhingige Lisungen

1 2 k
xl(l )5 xl(l )’ ] xfl )’

fiir welche die Relationen

gelten und zwar fiir alle Indexe i, fiir welche die i-te Koordinate des Vektors e; von Null
verschieden ist. .

Beweis: Die Behauptung dieses Satzes folgt aus Satz 2. Im Sonderfalle, daB die
Vektoren e, e,, ..., e, cine Basis des linearen Raumes darstellen, gilt die zu be-
weisende Relation nur fiir / = j und die anderen Koordinaten des Vektors e; sind
Nullen, d. h. es gilt

OB
1im"—(+j)“ =4, (=12,..,k).
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SHRNUTI

ZOBECNENI POINCAREOVY A PERRONOVY VETY
PRO SOUSTAVU DIFERENCNICH ROVNIC
V LINEARNIM PROSTORU

DAGMAR SEDOVA
V préci jsou vySetfovany asymptotické vlastnosti soustav diferenénich rovnic
s proménnymi koeficienty
xn+l = Anxn’
kde x, = (&1, &, +oo5 En) e vektor k-rozmé&rného linearniho prostoru, jeho¥ sou-

fadnice jsou funkce proménné #, a A, je matice typu (k, k), jejiz prvky jsou opét funkce
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proménné n. Pro tyto soustavy jsou dokazany dvé véty, které jsou zobecnénim Poin-
caréovy a Perronovy véty z teorie linearnich homogennich diferenénich rovnic s pro-
ménnymi koeficienty.

PE3IOME

OBOBIIEHNE TEOPEMDBI IIYVAHKRAPE
U TEOPEMDI TEPPOHA I JIfT CUCTEMBI PASHOCTHBIX
YPABHEHUN B JINHENHOM TTPOCTPAHCTBE

OJATMAP IHEJOBA

B pa6oTe paccCMOTPHMBAIOTCS ACBIMITOTHYECKHE CBOMCTBA CHCTEM Pa3HOCTHBIX
YpaBHEHHIA C TIEPEMEHHBIMH KO3((HLHEHTAMMI

Xp41 = A,,X,,

roe x, = ({u15 Enzs ov» Ey) — BEKTOp k-MEpHOro JIMHEHHOTO IPOCTPAHCTBA,
KOOpIHHATAMH KOTOPOIro SBJSIOTCA (DYHKUUM NMEpeMeHHO# n, u A, MaTpula THOa
(k, k), 3meMeHTBI KOTOPOM ONATh (PYHKUIUH IepeMeHHO# #. [[Jis 3TOi CHCTEMBI TOKa-
3aHBI JBe TeopeMhl (Teopema 3 u Teopema 4), KOTOpbIE SABJISAIOTCS OOOOILEHHEM
Teopemsl [lyankape u Teopemsl [leppoHa U3 TeOpHH JIMHEHHBIX Pa3HOCTHBIX YpaBHE-
HUH ¢ epeMeHHbIMY Kod(hHIUEeHTaMHu.
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