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UBER AUTOMORPHISMEN EINES
ANNULLATORENVERBANDES GEWISSER
TEILRINGE IM ENDOMORPHISMENRING

EINES HOMOGENEN VOLLSTANDIG
REDUZIBLEN MODULS

FRANTISEK MACHALA
(Eingegangen am 9. Juni 1972)

Unitérer Linksmodul M iiber einem Ring R mit Einselement wird ein vollstindig
reduzibler Modul genannt, wenn er direkte Summe der gegenseitig isomorphen
einfachen Moduln ist. Wenn M = Z @ N, gilt, wo N, einfache Moduln sind, dann

velJ
heiBt die Machtigkeit der Menge J die Dimension des Moduls M. Im folgenden
wird stets unter M ein homogener vollstindig reduzibler Modul verstanden. Zu
jedem Untermodul U von M besteht ein komplementdrer Modul V in M, d. h.
M=U® V. [Lit. [1]/

Bezeichnen wir mit @ einen Endomorphismenring des Moduls M. Nach [4] ist
der Verband M der Untermoduln aus M isomorph mit dem Verband &, der Links-
haupt-Ideale von @ und dual isomorph mit dem Verband &, der Rechtshaupt-Ideale
von @. @, Po seien von Elementen ¢, ¢ generierte Linkshaupt-Ideale von &. Be-
zeichnet man mit M@, Mg die Bilder von M in den Endomorphismen ¢, ¢, dann
ist ¢ < ®g genau dann, wenn M@ < My ist. Analog gilt ¢@ < 9@ genau dann,
wenn Ker () £ Ker (¢) ist, wo Ker (¢), Ker (¢) die Kerne der Endomorphismen ¢, ¢
sind.

Im folgenden sei stets vorausgesetzt, dafl dim M > 1 ist. Wiahlen wir die Unter-
moduln 4, B von M und bezeichnen wir mit (4, B) die Menge der Endomor-
phismen w € @, fir die Bw < A4 gilt. Betrachten wir zunéchst triviale Fille: Ist B = o,
s0 ist Bw = ow = o fiir jedes w € & und man erhilt Q(4, B) = @. Ist 4 = M, so
ist stets Bo < A und es gilt wieder Q(A4, B) = .

Satz 1. Es seien A + M, B # o die Untermoduln von M. Folgende Behauptungen
sing dquivalent:
a) ALB
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b) Q(A, B) ist ein Teinlring von ®.

Beweis: a = b. Fiir belibeige w{, w,eQ(4, B) ist offenbar Blw; — w,) <
< A, Bo,w, < A und Q(A4, B) ist ein Teilring von @.

b => a. Nehmen wir an, dal3 4 nicht in B liegt. Es besteht sonach ein einfacher
Untermodul S £ 4, S n B = 0. Da B = o ist, existiert ein einfacher Untermodul
T £ B. Wihlen wir einen Untermodul V' < M derart, dal M = T @ V gilt. Jedes
m e M 1aBt sich in der Formm = t + v, t € T, v e V schreiben. Betrachten wir einen
Isomorphismus & der Moduln 7, S. Die durch die Vorschrift mw, = t& bestimmte
Abbildung w, ist ein Endomorphismus von M. Es gilt Mw, = Bw, = Tw, = §
und daher ist w, € Q(4, B). Da 4 + M ist, existiert ein einfacher Untermodul W aus
M derart, daB W A = o. Withlen wir einen Untermodul Z < M derart, daB
M=S®B® Z. Jedes me M 1aBt sich in der Formm = s + b + z, s€ S, be B,
ze€ Z schreiben. Es sei # ein Isomorphismus der Moduln S, W. Dann ist die
Abbildung w, : m w, = sp ein Endomorphismus von M und Mw, = Sw, = W.
Hierbei w, € Q(4, B), denn Bw, = o. Ferner gilt Bw,w, = Sw, = W. Da W nicht
in A liegt, gehort w,w, nicht in Q(4, B). Das steht jedoch im Widerspruch zur
Annahme, denn Q(A4, B) ist ein Ring.

Bemerkung. Im folgenden wird stets 4 < B vorausgesetzt. Ist 4 = o0, dann
w € Q(A, B) genau dann, wenn B < Ker (w). Hieraus ergibt sich, daB Q(4, B) =
= Y@, wo Ker () = B. Ist B = M, dann w € Q(4, B) genau dann, wenn Mw < A.
Dies bedeutet, dall Q(A4, B) = ®¢p, wo Mo = A.

Satz 2. Es gebe ein Teilring @' von . Folgende Behauptungen sind dquivalent:

a) & = Q(A, B).

b) Es gilt &' = ®¢ + Y@, wo Mp = A, Ker () = B.

Beweis: a = b. Wihlen wir einen Endomorphismus ¢ € ¢ derart, daB Mo = A.
Da ¢ € ®¢ genau dann, wenn Mg < Mo ist, gilt Pp < Q(A4, B). Wihlen wir weiter
Y € @ derart, daB3 Ker () = B. Es ist offenbar Bg = o fiir jedes ¢ € y® und daher
Y@ = Q(A, B). Es gilt mithin &¢ + y® < Q(A4, B). Betrachten wir ferner ein be-
liebiges w € Q(A, B), also Bw < 4. Wihlen wir einen Untermodul Q < M derart,
daB M = B® Q. Jedes me M 1aBt sich in der Form m =b + q, be B, ge Q0
schreiben. Betrachtet man einen durch die Vorschrift my = bw bestimmten Endo-
morphismus y € ®, so y € Pp. Ahnlich ein Endomorphismus & : m¢ = qo liegt im
Y®. Man erhilt danach mw = m(y + &) fiir alle me M, alsoes gilt w = y + &,

b= a.Ist Ker (}) = o bzw. Mp = M, so y® = & bzw. dp = dund &' = @ =
= Q(M, M) = Q(o, 0). Weiter sei vorausgesetzt, da B = Ker () + 0, 4 = Mo *
+ M gilt. Wihlen wir zwei beliebige Elemente o, = a;¢ + Y, 0, = 0,0 + Y8,
von @’. Danach w,w, € ®'. In bezug auf w,w, = o, @, + YB1o,0 + a YB, +
+ YB,yp, ergibt sich, daB «, @y B, € &’ fiir beliebige o, € P gilt.

Nehmen wir an, daB8 4 nicht in B liegt, Dann existiert ein einfacher Modul S < 4,
S N B = 0. Da B = o ist, konnen wir einen einfachen Untermodul T aus B wahlen.
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Leicht konstruieren wir den Endomorphismus o« € @ derart, dal Mo = Too = S.
Dann ist o = a0 € Pp. Da 4 + M ist, existiert ein einfacher Untermodul W
derart, daBB A n W = o. Wegen der Giiltigkeit von S n B = o, 148t sich ff e ¢ der-
art konstruieren, daBl Sp = W und B = B, e y®. Es gilt Taf = W. Fiir beliebige
o2 ePp, feyd gilt T + f') = To' < A und aus dem Vorangehenden erhilt
man dann Tof = To,@yf, = T(«' + B’). Hiervon gelangt man zu «, 0¥, ¢ ®p +
+ Y@ und hiermit zum Widerspruch. Folglich gilt 4 < B. Dem ersten Teil des
Beweises nach ist sodann Q(A4, B) = ®¢ + Y& = @',

Satz 3. Es sei ein Ring Q(A, B) = ®¢ + Yy ® und ein Automorphismus ¢’ von &
. gegeben. Folgende Behauptungen sind dquivalent:

a)  (Q(4, B)” = Q(A, B).

b)  @p” = D, YD = Y.

Beweis:a = b. Folgende Beziechungen sind dquivalent: Mo < Ker (), Moy = o,
op =0, (@) =0, Y =0, M@y = o0, Mp® < Ker (y°). Dann gilt
(Q(A4, B))” = ®¢” + ' = Q(M¢", Ker (y”)) = Q(A, B) = Q(Me, Ker(y)), wo-
raus weiter Mo” = Mo, Ker () = Ker (') und ¢¢° = dp, y°' P = i folgt.

b= a. Ist " = P, Y7'® = Yyd, so gilt (QA4, B))” = Pp” + Y P = ¢ +
+ y® = Q(A, B).

Bemerkung. Die im Satz 3 beschriecbenen Automorphismen bilden eine Unter-
gruppe A(®,) der Gruppe A(P) aller Automorphismen des Ringes @. Der Auto-
morphismus ¢’ € A(®) induziert den Automorphismus ¢ des Ringes Q(4, B) durch
die Vorschrift y7 = 77 fiir jedes y € Q(A4, B) genau dann, wenn ¢’ € A(PDy,).

Verabredung. Es gebe Hauptideale ®g, 9@ des Ringes @. Setzen wir Q(¢) =
= ®p N Q(A4, B), Qo] = 0@ N Q(A, B).

Satz 4. Es sei ein Ring Q(A, B), B + M und ein Linkshaupt-Ideal ®¢ des Ringes ®,
Do = @, o F o gegeben. Folgende Behauptungen sind dquivalent:

a)A < Mo £ B.
b) Q(p) ist ein zweiseitiges Ideal des Ringes Q(A, B).

Beweis: a == b. Q(p) ist offensichtlich ein Linksideal - :s Ringes Q(A4, B). Wihlen
wir beliebige Elemente y € Q(A4, B), o € Q(0). Dann By £ 4, Mo < B, Bég = M
und daher M&gy < A4, also MEgy £ Mo. Das bedeutet, daB £gy € Q(¢) und 2(p) ist
ein zweiseitiges Ideal des Ringes Q(4, B).

b = a. Sei angenommen, dal3 Mg nicht in B liegt. Es besteht ein einfacher Modul
S £ Mo, S B = 0. Wihlen wir einen Untermodul U £ M derart, dal M = S @
@ B® U. Fiir jedes ae M gilt a=s+ b + u,s€S,be B,ue U. Betrachten wir
einen, durch die Vorschrift a¢ = s bestimmten Endomorphismus ¢ € @. Dann B¢ = o,
ME = S, also &€ Q(9). Da dg + & ist, ist auch Mg + M und es existiert ein ein-
facher Modul T M, T n Mg = o. Betrachten wir einen Isomorphismus 9’ der
Moduln S, 7. Dann y : ay = sy’ ist ein Endomorphismus des Moduls M derart, daB3
By = o gilt. D. h. ye Q(4, B) und M&y = Sy = T. Da My nicht in My liegt, gilt
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&y ¢ @ und &y ¢ (o). Folglich ist Q(e) kein zweiseitiges Ideal von Q(A4, B), was zum
Widerspruch fiihrt. Es gilt mithin M¢ < B.

Weiter nehmen wir an, da8 4 nicht in My liegt, also es besteht ein einfacher Modul
S<A,Sn Mg=o0.Da®g + oist, ist auch Mg + o und es besteht ein einfacher
Modul T £ Mg. Nach der Voraussetzung unseres Satzes besteht weiter ein einfacher
Untermodul W, fiir den B n W = o gilt. Wihlen wir einen Untermodul U £ M,
fir den M = B@® W @ U gilt. Jedes ae M 14aBt sich in der Form a = w + b +
u,we W,be B,ue U erklaren. Bezeichnen wir mit ' einen Isomorphismus der
Moduln W, T und definieren wir den Endomorphismus @ von M durch die Vorschrift
aw = we'. Folglich Bo = 0, Mw = T, und w € Q(p). Entsprechend 148t sich auch
ein Endomorphismus y € @ derart konstruieren, dall My = Ty = S gilt. Somit gilt
7€ Q(A4, B) und Mwy = Ty = S. Wegen S n Mg = o ergibt sich wy ¢ Q(¢). Mithin
Q(p) ist kein zweiseitiges Ideal im Ring Q(4, B), was ein Widerspruch ist. Es gilt
somit 4 < Mo.

Satz 5. Es sei Q(A, B), A + o und ein Rechtshaupt-Ideal o® des Ringes ©, o® + @,
P * o gegeben. Folgende Behauptungen sind dquivalent:
a) A £ Ker (¢) £ B.
b) Q[o] ist ein zweiseitiges Ideal des Ringes Q(A, B).

Beweis: a = b. Wihlen wir beliebige Elemente w € Q[¢], y € (A, B). Dann gilt
Ker (¢) < Ker (w), (Ker(0))y £ 4. Nun erhalten wir (Ker(¢)) yo = o0 und
Ker (0) < Ker (yw), also yo € ¢® und Q[g] ist ein zweiseitiges Ideal von Q(4, B).

b= a. Da 4 &+ o ist, existiert ein einfacher Modul S £ 4. Da ¢® + o ist, gilt
Ker (0) + M. Es besteht ein einfacher Modul T £ M, Ker (¢) n T = o. Wihlt man
einen Untermodul U £ M derart, dal M = T @ Ker (¢) ® U, so 146t sich jedes
ae M in der Form a = t + k + u schreiben, wo te T, k € Ker (), ue U. Ist £ ein
Isomorphismus der Moduln 7, S, so ist die durch die Vorschrift aw = & bestimmte
Abbildung ein Endomorphismus von M und Mw = Tw = S gilt. Offensichtlich ist
w € Q(A, B), wobei Ker (¢) £ Ker (w), also w € &g und man erhilt w e Q[g]. Sei
nun vorausgesetzt, dal Ker (¢) nicht in B liegt, d. h. es besteht ein einfacher Modul
W < Ker (¢), Wn B = o. Betrachten wir einen Untermodul V' < M derart, daB
M=WoB@®V,alsoa=w+b+v, we W,beB,veV fir jedes ae M. Ist g
ein Isomorphismus der Moduln W, T, so ist die durch die Vorschrift ay = wy be-
stimmte Abbildung y ein Endomorphismus von M. Da By = o ist, gilt y € Q(A4, B).
Hierbei Wyw = Tow = S, d. h. Wliegt nicht in Ker (yw) und damit auch Ker (¢) nicht
in Ker (yw), also yw ¢ Q[g]. Dies steht im Widerspruch zur Voraussetzung und es
gilt mithin Ker (¢) £ B.

Sei nun angenommen, da3 4 nicht in Ker (¢) liegt, d. h. es besteht ein einfacher
Modul S < 4, S n Ker (0) = o. Leicht konstruieren wir einen Endomorphismus
o € ® derart, daB Mo = So = S, Ker (¢) £ Ker () gilt. Hiernach w € ®#[¢]. Nach
der Annahme o® + & ist Ker (¢) + o und es besteht ein einfacher Modul T <
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< Ker (0). Nun 1aBt sich ein y € ¢ derart konstruieren, daB My = Ty = Sgilt.
Dann y € Q(4, B) und Tyw = Sw = S. Der Untermodul 7 liegt nicht in Ker (yw)
und yo ¢ Q[e], was zum Widerspruch fiihrt. Es gilt mithin M < Ker (p).

Bemerkung. Die im Satz 4 und 5 angefiihrten Forderungen sind notwendig.
Falls B = M gilt Q(A4, B) = ®p, wo Mo = A ist. Ist weiter 4 £ 0, A ¥+ M, so
besteht ein Linkshaupt-Ideal ®¢ + o derart, daBl ®¢ N P9 = 0. Dann Qo) = 0
und Q(o) ist ein zweiseitiges Ideal in Q(A, B), obzwar Mg den Modul A4 nicht
enthilt. Entsprechend 14Bt sich zeigen, da3 der Satz 5im Falle 4 = o nicht gelten
muB.

Satz 6. Es sei ¢ ein Linksideal im Ringe (A, B), A * o. Folgende Behauptungen
sind dquivalent :

a) f# ist ein linker Annullator im Ringe Q(A, B).
b) Es besteht ein Linkshaupt-Ideal ®¢ von ® derart, wo § = Q(g).

Beweis: a=b. Es sei # ein linker Annullator der Menge # = Q(4, B). Be-
trachten wir eine Menge P aller x € M derart, wo x% = o. Hiernacht ist P ein maxi-
maler Untermodul aus M, wo P% = o. Man kann ¢ € ¢ so wihlen, daB Mo = P.
Ist &€ Q(p), so ist M¢é < P und man erhilt (M&) % = M(E%) = o. Daraus folgt
EU = ound € € ¢, also Q(0) < #. Sei nun umgekehrt a € ¢ gegeben. Dann a% = o
und M%) = (Ma) % = o. Daher gilt Mo < P und o€ ®dp. Wir erhalten somit
J = Q).

b =>a. Es sei # = Q(¢). Betrachten wir ein Rechtshaupt-Ideal w® von @, wo
Mo = Ker (w). Wir wollen zeigen, daBl Q(g) der linke Annullator der Menge Q[w]
ist. Es gilt offenbar Q(g) Q[w] = o. Wihlen wir umgekehrt « € Q(4, B) derart, daB3
aQ[w] = o, wobei vorausgesetzt wird, daBl aw # o ist. Dann besteht ein einfacher
Untermodul S £ M, wo T = Saw einfach ist. Wihlen wir die Untermoduln U, V'
aus M, wo Mo =T@® U M=Mo®@V=T®U®V. Jedes ae M 1aBt sich
in der Forma=t+ u + v, teT,uc U,ve V schreiben. Da 4 + o ist, 1aBt sich
ein einfacher Modul W £ 4 wihlen und man kann einen Isomorphismus # der
Moduln 7, W betrachten. Wird der Endomorphismus ¢ € @ durch die Vorschrift
aé = ty definiert, so gilt M¢ = Mwé = TE = W. Offenbar wé € Q[w] und T¢ =
= Soawé = W ist. Hiernach ist awé #+ o im Widerspruch zur Voraussetzung aQ[w] =
= 0. Es gilt somit aw = o, also Ma < Ker (w) und daraus ist dann Mo < Mp
und o € Pp.

Bemerkung. Wir wollen zeigen, daBl die Voraussetzung 4 # o notwendig war.
Essei 4 = 0. Dann Q(4, B) = y®, wo B = Ker () ist. Setzen wir zusitzlich voraus,
daB B =+ o, B+ M gilt. Wihlen wir ein Linkshaupt-Ideal &g dergestalt, daB
Ker () ® Mg = M. Es gilt offenbar Q(¢) + Q(4, B). Setzen wir weiter voraus,
Q(e) ein linker Annullator der Menge % S Q(A, B) ist, wobei a e %. Dann gilt
daB Q(0) « = 9. Aus der Beziehung Ker () < Ker (x), Mo < Ker (o) ergibt sich
Ker (V) + Mg < Ker (@), d. h. & = o. Folglich gilt = o, was jedoch zum Widers-
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pruch fiihrt, da hier der ganze Ring (4, -B) als Annullator des Nullelements
auftritt. Q(e) ist kein Annullator im Ringe Q(4, B).

Satz 7. Es sei # ein Rechtshaupt-Ideal im Ringe Q(A, B), B + M. Folgende Be-
hauptungen sind dquivalent:

a) A ist rechter Annullator im Ringe Q(A, B).

b) Es besteht ein Rechtshaupt-Ideal o® von &, wo # = Q[o].

Beweis: a = b. # sei ein rechter Annullator der Menge < Q(A, B). Bezeichnen
wir mit P den von der Menge M7% generierten Untermodul aus M und betrachten
wir ein Rechtshaupt-Ideal ¢® derart, daBl Ker (¢) = P. Ist a €#, so M(%oa) =

= (M%) o = o und es gilt M% < Ker (), d. h. auch P = Ker (x). Daraus folgt
x € Q[o]. Sei dagegen o € Q[¢] gegeben. Dann gilt P < Ker («) und deswegen Pa = o.
Daraus erhdlt man (M%)« = M(%a) = o und hiervon %o = o, e #. Es gilt
mithin & = Qo).

b = a. Betrachten wir ¢in Linkshaupt-Ideal ®w von & dergestalt, dal Mw =
= Ker (9). Wir zeigen, daBl Q[¢] ein rechter Annullator der Menge Q(w) ist. Offen-
sichtlich gilt Q(w) Q[¢] = 0. Bezeichnen wir mit R = Mw n A und wiihien wir
einen Untermodul U dergestalt, daB M = Ker (w) @ U. Folglich ist Mw = Uw.
Wihlen wir weiter in U einen Untermodul V derart, dall Vo = R und setzen wir
O = Ker (w) @ V. Dann gilt éw € Q(A, B) genau dann, wenn B¢ < Q ist. Bezeich-
nen wir mit % eine Menge aller £ € @, fir die &y € Q(A4, B) gilt. Da B + M ist, gilt
M% = M. Ferner sei a € Q(4, B), wo Q(w) o = o. Hiernach gilt Q(w) « = %wa = o,
M@ wx) = o, (M) wo = 0, wa = o0, weshalb Mw < Ker (x). Daraus erhalten
wir Ker (0) < Ker («) und o € Q[0]. Q[o] ist ein rechter Annullator der Menge Q(w).

Bemerkung 1. Wir werden nun zeigen, daf} die im Satz 7 angefiihrte Bedingung
notwendig ist. Es sei B = M. Dann gilt Q(A4, B) = ®p, wo Mo = A ist. Nehmen
wir zusitzlich an, daBl 4 + o0, 4 += M gilt. Wiahlen wir ein Rechtshaupt-Ideal ¢@,
wo Mo @ Ker (9) = M ist. Offenbar ist- Qo] + Q2(4, B). Sei nun Q[¢] cin Annul-
lator der Menge #. Falls ae %, so aQ[g] = o ist, woraus Mo < M n Ker ()
gilt und mithin « = o folgt. Hiermit gelangen wir zum # = o, also zum Wider-
spruch, da hier als Annullator des Nullelements der ganze Ring Q(A4, B) auftritt.
Q[o] ist kein Annullator.

Bemerkung 2. Mit Hilfe von Sitzen 6 und 7 1aBt sich die Giiltigkeit der folgenden
Behauptung ableiten: Das Linkshaupt-Ideal ®p ist ein linker Annullator des Rechts-
haupt Ideals y® im Ringe @ genau dann, wenn das Linksideal Q(¢) von Q(4, B), wo
A # o, B + M, ein linker Annullator des Rechtsideales Q[y] ist.

Im weiteren werden ausschlieBlich Ringe Q(A4, B) untersucht, in welchen 4 =+ o,
B =+ M ist. Linke bzw. rechte Annullatoren im Ringe Q(4, B) sind in bezug auf die
Inklusion teilweise geordnet. Werden auf einer solchen teilweise geordneten Menge
die Operationen N, v in iiblicher Weise eingefiihrt, so erhalten wir einen Verband,
den wir mit Q; bzw. Q, bezeichnen. :

20



Satz 8. Die Verbinde Q,, ®, sind isomorph.

Beweis: Die Abbildung f”: ®¢ — Q(p) ist gemalB Satz 6 eine Abbildung auf Ver-
band Q,. Es sei &g + dw. Dann ist auch Mg = Mw. Die Bezeichnung kann so
gewihlt werden, daB3 der Modul Mg nicht im Mw liegt. Wird nun P = Mo n Mo
gesetzt und ein Untermodul Q £ M gewihlt, wo Mg = P ® Q gilt, so ist Q = o.
Nehmen wir zuerst an, dall Q@ < A4 und wihlen wir £€ @, wo M = Q ist. Da
Ee Qg), & ¢ Quw) gilt, ist Q(g) = Q(w). Liege Q nicht in A. Dann existiert ein ein-
facher Modul S derart, dal S < Q, SN 4 = o gilt. Da B + M ist, existiert y e ¢
derart, dall My = S, B £ Ker (y). Nun erhalten wir y € Q(¢), y ¢ Q(w), weshalb er-
neut Q(g) + Q(w) gilt. Die Abbildung f” ist bijektiv. Aus der Beziechung ®g < &y
ergibt sich Q(¢) < Q(y). Fiir beliecbige ®p, dye @, gilt dann (P N Py)/" = Q(g) N
N Qy), (Po + Py = Qo) U Q).

Satz 9. Die Verbinde Qp, ®p sind isomorph.

Beweis: Die Abbildung g': ¢® — Q[p] ist nach Satz 7 eine Abbildung auf Ver-
band Q. Es sei ¢@ + y®. Dann ist auch Ker (¢) + Ker (y). Die Beziehung sei so
gewihlt, daB der Untermodul Ker (y) nicht in Ker (g) liegt. Hiernach existiert ein
einfacher Modul S, wo S < Ker (y), S n Ker (¢) = o. Wiahlen wir einen Unter-
modul P, wo M = S @ Ker (¢) @ P ist. Der Untermodul K = Ker (¢) ® P enthilt
offenbar Ker (y). Da 4 =+ o ist, kann man einen einfachen Modul T < A4 wihlen.
Dann existiert ein Endomorphismus & e @, wobei M¢ = T, Ker ({) = K ist. Es
gilt offenbar £ € Qfg], & ¢ Q[y] und es ist mithin Q[g] + Q[y]. Die Abbildung g’ ist
bijektiv. Aus der Bezichung ¢® < y® ergibt sich Q[g] £ Q[y]. Fiir beliebige 0@,
y® € @, gilt dann (¢@ N YD) = Qo] N Qy], (¢ + 79)” = Qo] v QY]

Bemerkung. Da die Verbiande @,, M isomorph sind, sind solche nach Satz 8
auch die Verbande Q,, M. Ahnlich sind die Verbinde Qp, M wegen Satz 9 dual

SOTOTHR.

Der Element x des Moduls M wird frei genannt, wenn aus der Beziehung rx =
= o, r € R stets r = o folgt. Der Modul M wird zuldBig genannt, wenn folgende zwei
Forderungen erfiillt sind: 1. Sind Elemente x, y, z € M gegeben, dann existiert stets ein
freies Element w € M, fiir welches (Rx + Ry + Rz) n Rw = o gilt. 2. Es gebe ein
beliebiges Element 7 € M und freie Elemente x, y, € M und es gelte Rx n Ry =+ o,
Ru n Rt #+ 0. Hiernach besteht ein freies Element we M derart, daB Rw n Rt =
= Rwn Ry = Rwn Rx = ¢ gilt.

L. A. Skornjakov hat in [3] einen Satz {iber projektive Abbildung zuldssiger Moduln
bewiesen. In [2] wurde dieser Satz zum Beweis folgender Behauptung angewandt:
Es gebe einen zulissigen homogenen vollstindig reduziblen Modul.")

I) In der Formulation des diesbeziiglichen Satzes tiber zuldssige R-Moduln in [3] wird eine gewisse
Forderung auf den Ring R gestellt. Es 148t sich zeigen, daB der Satz auch ohne diese Einschrinkung
in Geltung bleibt.
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Jeder Automorphismus des Verbandes &,(®p) der Linkshaupt-(Rechtshaupt)-
Ideale im Endomorphismenring @ von M ist vermdge Automorphismus von ¢
induziert. Die Automorphismengruppen P(®,), P(®,) von @, , &, sind isomorph mit
der Automorphismengruppe A(®) von &.

Im weiteren wird stets unter M ein zulassiger Modul verstanden. Nach den Sitzen 8
und 9 sind nun die Automorphismengruppen P(Q;), P(Q2p) von Q,, Qp mit der
Gruppe A(®) isomorph. Beschreiben wir naher einen Isomorphismus der Gruppen
P(Qp), A(®): Wihlen wir hierzu einen beliebigen Automorphismus ¢ von @, und
definieren wir die Abbildung &’ durch die Vorschrift: (#/)* = (#°) fir £ Q,,
f=f""1, wof imBeweis zum Satz 8 beschrieben ist. Dann ist 6’ ein Automorphismus
von @;. Nach Satz 1 aus [2] ist ¢" vermdge Automorphismus ¢’ von @ induziert. Die
durch die Vorschrift: s,(¢) = ¢’ definierte Abbildung 4, ist dann ein Isomorphismus
der Gruppen P(Q,), A(D). }

Ganz entsprechend wihlen wir eine beliebige Abbildung 1 € P(Qp) und definiereren
wir die Abbildung 7’ durch die Vorschrift: (#9)" = (#") fir # € Qp, g = g' ™1,
wobei g’ im-Beweis von Satz 9 beschrieben ist. ’ ist ein Automorphismus von @,,
der nach Satz 2 aus [2] durch einen einzigen Automorphismus n’ von @ induziert
ist. Die durch die Vorschrift: #,(n) = n’ definierte Abbildung , ist ein Isomorphismus
der Gruppen P(Qp), A(PD).

Satz 10. Es sei 6 € P(Q,) und ¢’ = h,(5). Dann (Q(0))” = Q(¢”") fiir jedes (o) €
€ Q. Ferner sei ' € P(Qp) und 1’ € hy(y). Hiernach gilt (Q[el)" = Qlg"] fir jedes
‘Qlol e Qp.

Beweis: Aus den Definitionen der Abbildungen f, ', ¢’ erhalten wir fiir beliiabiges
Q) e Q1 (A)Y)” = (90)” = (@0)” = Po” = ((20)"). Wegen (Q(Q))‘te Qp
kann man nach Satz 6 setzen (Q(¢))” = Q(¢). Hiernach erhalt man ((_Q(Q))")f =
= () = ®¢ = ®¢°. Es gilt darum auch Q(¢) = Q(¢”) und (2(e))” = 2e”).
Ganz entsprechend beweisen wir die Giiltigkeit der Beziehung (Q[¢])" = Q[e"].

Satz 11. Es seien ¢ € P(Qy), € P(Qp) gegeben und sei h,(G) = o', hy(n) =7’
Folgende Behauptungen sind dquivalent:

a)o =17 )

b) Ist Q(0) € Q, ein linker Annullator der Menge Q[y), so ist (2(e))° ein linker
Annullator der Menge (2[y])".

Beweis: a = b. Es sei Q(¢) ein linker Annullator der Menge Q[y]. Nach der Be-
merkung 2 zum Satz 7 ist o ein linker Annullator der Menge y®. Offenbar ist
(Do) = Po” ein linker Annullator der Menge (y8)” = y"® = y"'®. Dann_ ist
auch Q(¢%') ein linker Annullator der Menge Q[y"']. Nach Satz 10 ist dann (£(¢))° ein
linker Annullator der Menge (2[y])".

b = a. Q(p) sei ein linker Annullator der Menge Q[y]. Nach der Voraussetzung
ist (2(0))° ein linker Annullator der Menge (2[y])". Nach Satz 10 ist dann Q(¢%) ein
linker Annullator der Menge Q[y"]. Nach der Bemerkung 2 zum Satz 7 ist $g ein
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linker Annullator der Menge y® und auch ®¢” ist ein linker Annullator von y"'®,
also Mg® = Ker (y"). Zugleich aber ist ®¢°" ein linker Annulator von y*'®. Es gilt
mithin auch Mg” = Ker (y°') und Ker (y°') = Ker (y"). Folglich ist y°® = y"®,
(y@) = (y®)" und (y@)°" " = yP. Zu jedem y® besteht ein Pg derart, daB (o)
ein linker Annullator der Menge Q[y] ist. Die vorangehende Beziehung gilt somit fiir
beliebiges y € @. Nach Lemmas 3 und 4 aus [2] ist 6'y’ ™! eine identische Abbildung
des Ringes @ und es gilt demnach ¢’ = 7',

Satz 12. Jeder Automorphismus o des Ringes Q(A, B) induziert die Autmorphismen o,
n der Verbinde Q,, Qp durch die Vorschriften #° = §° #" = #" fiir alle € Q,,
H e Qp.

Beweis: Ist # € Q,, so ist # ein linker Annullator einer gewisser Menge % <
< Q(4, B), also ist #% = o und auch #°%° = o. Es sei y%° = o. Es besteht ein
w € Q(A, B) derart, dass y = »”. Dann gilt @” #° = (0%)° = o, woraus sich w% = o
ergibt, also we # und y e #7. #7 ist ein linker Annullator der Menge %° und dem-
nach #7 € Q, . Folglich gilt Q7 = Q. Da ¢ ein Automorphismus ist, gilt Q] = Q; .
Die durch die Vorschrift #° = #¢ definierte Abbildung & ist die bijektive Abbildung
der Menge Q;. Wenn 7, < ¢, ist, dann ist offenbar auch #7 < #7 und ff =< j‘z.
Die Abbildung & ist Automorphismus des Verbands Q,. Analog schlieBt man fiir
den Verband Qp.

Satz 13. Gegeben sei ein zuldissiger homogener vollstindig reduzibler Modul M und
ein Teilring Q(A, B), A * o, B = M im Endomorphismenring ® des Moduls M. 5 sei
ein Automorphismus des Verbandes Q, der linken Annullatoren von Q(A, B) und
hi(c) = o'. Folgende Behauptungen sind dquivalent:

a) Der Automorphismus & ist induziert durch den Automorphismus o des Ringes
Q(A4, B).

b) Der Automorphismus o' des Ringes @ induziert den Automorphismus o des
Ringes Q(A, B).

Beweis: a = b. Es sei o ein Automorphismus des Ringes Q(A4, B). Nach Satz 2
l1aBt sich schreiben Q(4, B) = ¢ + yP, wo Me = A, Ker () = B. Dann gilt
P = Q(¢) und nach Satz 6 g e Q. Nach Satz 12 erhilt man hiernach (®¢)° € Q;
und nach Satz 6 besteht ein Linkshaupt-Ideal &g € Q, derart, wo

() = Q(e)- M

Nach Satz 4 ist @¢ ein zweiseitiges [deal im Ringe Q(A4, B), dessen Bild (®¢)’ im
Automorphismus ¢ erneut ein zweiseitiges Ideal ist. Nach Satz 4 und nach (1) ist
hiernach Mo < Mo, also ®p < @¢. Nach dem Beweis zum Satz 8 gilt Q(¢) < Q(0)
und nach (1) sodann ®¢ < (@¢)°. Aus den Eingeschaften des Verbandes @, egibt
sich die Existenz von @&¢ e @, derart, wo @9 = P @ P¢. Nach Satz 8 ist dann

Qo) = Q@) L Q&), Q) N Q&) = o, das heibt (Pp)” = Pp U Q(S) gilt. Be-
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trachtet man einen Automorphismus ¢~ !, so erhilt man nach Satz 12 (¢¢)** " =
= @dp = (Po)° ' U (Q(é))"f'. Nach dem Vorhergehenden gilt auch ®p < (Pp)* "
und es existiert ein Q(w) € Q, derart, wo (Pp)° "= dp U Q(w) ist. Weiter erhalten
wir P = dp U Qw) U (Q('é))”_’, woraus Q(&) = o sich ergibt. Es gilt somit
®p° = d¢. Vermittels der Sitze 12, 7, 5 und 9 148t sich die Giiltigkeit der Bezichung
(Y ®)° = Y& dhnlich beweisen. Der Automorphismus o des Ringes Q(A4, B) induziert
den Automorphismus ¢ des Verbandes Q; und nach Voraussetzung ist ¢’ = /1,(q).
Hiervon erhilt man ((Q(@))’)" = (@9)” = ®¢° = ($9)°) = (Pp)’) = (P9) =
= @@, also

D9 = Po. )
Der Automorphismus ¢ des Ringes Q(4, B) induziert auch den Automorphismus »
des Verbandes Q,. Nach Satz 11 gilt /,(3) = h,(1) = ¢’ und man erhalt ((2[y]))" =
= WYP) = (Yd)” =y’ = (Y®)"y = (Y@)y = (Y@) = y&. Es gilt mithin
VP = yo. 3)
Nach (2), (3) und nach Satz 3 induziert ¢" den Automorphismus o, also ¢’ € A(Py,).
b = a. Es induziere der Automorphismus ¢’ = A(g) den Automorphismus ¢ des
Ringes (4, B). Fiir beliebiges Q(¢) € @, gilt dann (Q(0))” = (2(e))” = (P2 N
N QA4, B))Y = dg° N (24, B))”" = @0 n Q(A, B) = Q(¢). Nach Satz 10 ist
sodann (2(0))° = (2(¢))°. Der Automorphismus ¢ induziert den Automorphismus G
des Verbandes Q, .

Satz 14. Gegeben sei ein zuldssiger homogener vollstindig reduzibler Modul M und
ein Teilring (A, B), A * o, B &= M des Endomorphismenringes vom Modul M. u sei
ein Automorphismus des Verbandes Qp rechter Annullatoren im Ringe Q(A, B) und
hy(u) = W'. Folgende Behauptungen sind dquivalent:

a) Der Automorphismus p ist induziert durch den Automorphismus p des Ringes
Q(A, B).

b) Der Automorphismus u' des Ringes @ induziert den Automorphismus j des
Ringes Q(A, B).

Der Beweis verlauft dhnlich dem zum Satz 13.

Folgerung 1. Bezeichnen wir mit hy'[A(®y)] = P (QL), h, '[A(@y)] = P(R2p).
Hierbei sind P'(Q;), P'(Qp) die Untergruppen der Gruppen P(Q,), P(R2p), die nach
Sdtzen 13 und 14 genau von den Automorphismen des Ringes Q(A, B) induziert sind.
Die Gruppen A(®,), P'(Q,), P'(Qp) sind isomorph.

Folgerung 2. Es induziere o' € A(®,) den Automorphismus o des Ringes Q(A, B).
Nach Sétzen 13 und 14 ist die Abbildung o' — o ein Homomorphismus der Gruppe
A(DPy) auf die Gruppe A(Q) der Automorphismen des Ringes Q(A, B). Es sei ¢’ — o,
W — o. Setzen wir 6’ = h,(G), i’ = h,(u). Nach Satz 13 sind die Automorphismen &,
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u des Verbandes Q, durch den nimlichen Automorphismus o € A(Q) induziert und es
gilt somit ¢ = u. Da hy ein Isomorphismus ist, gilt auch ¢’ = y'. Die betrachtete Abbil-
dung ist ein Isomorphismus der Gruppen A(Dq), A(Q). Hieraus folgt, da B sich jeder
Automorphismus o des Ringes Q(A, B) in genau einen Automorphismus des Ringes &
erweitern ld fit.
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SHRNUTI

O AUTOMORFISMECH SVAZU ANULATORU
JISTYCH PODOKRUHU V OKRUHU
ENDOMORFISMU HOMOGENNIHO TOTALNE
ROZLOZITELNEHO MODULU

FRANTISEK MACHALA

Levy unitarni modul M se nazyva homogenni totaln¢€ rozloZitelny, jestlize je
direktnim souctem isomorfnich jednoduchych podmoduld. Méjme podmoduly 4, B
modulu M, pro které plati 4 £ B. Mnozina endomorfismi @ modulu M, pro které
plati Bw £ A, vytvafi podokruh Q(A4, B) v okruhu @ vsech endomorfismit modulu M.
Oznaéme A(P,) mnozZinu automorfismtt okruhu @, které indukuji automorfismy
okruhu Q(A, B). A(®,) je podgrupa grupy A(®) vsech automorfismii okruhu @.
Ozname dale Q,, @, svazy levych a pravych anulatori v okruhu Q(4, B). Pro pfi-
pustné homogenni totalné rozlozitelné moduly (lit. [3]) plati: Grupa A(®) je iso-
morfni s grupami P(Q;), P(Qp) automorfismt svazit Q;, Qp. Grupa A(Py) je iso-
morfni s grupou A(Q) automorfism okruhu Q(A4, B). V €lanku jsou dale popsany
automorfismy svaz Q;, Qp, které jsou indukovany automorfismy okruhu Q(4, B).
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SUMMARY

ON AUTOMORPHISMS OF A LATTICE
OF ANNIHILATORS OF CERTAIN SUBRINGS
IN A RING OF ENDOMORPHISMS
OF A HEMOGENEOUS COMPLETELY
REDUCIBLE MODULE

FRANTISEK MACHALA

A unitary left module M is called homogeneous completely reducible if it is a direct
sum of isomorphic simple submodules. Let 4, B be the submodules of a module M for
which 4 £ B. A set of endomorphisms w of a module M for which holds Bo £ A4
generates a subring Q(A4, B) in the ring @ of all endomorphisms of the module M.
Let A(®P,) be a set of automorphisms of the ring @, where each of these induces the
automorphism of the ring (A4, B). Then A(®,) is a subgroup of the group A(®P) of
all automorphisms of the ring @. Let further Q;, Qp be the lattices of left and right
annihilators in the ring Q(A, B). The following holds for admissible homogeneous
completely reducible modules (see [3]): The group A(®) is isomorphic to groups
P(Qp), P(Qp) of automorphisms of lattices Q,, Qp. The group A(P,) is isomorphic
to groups A(Q) of automorphisms of the ring Q(4, B). In the paper are also described
the automorphisms of lattices Q;, Qp induced by automorphisms of the ring Q(A4, B).
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