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'ZUM PROBLEM DER INNEREN DIREKTEN
PRODUKTE VON GRUPPOIDEN

LADISLAV SEDLACEK
(Eingegangen am 9. Juni 1972)

In der vorliegenden Arbeit werden einige Fragen der inneren direkten Produkte
von Gruppoiden und Gruppen, sowie deren isomorphen Verfeinerungen und deren
Isomorphismus studiert.

Einleitende Bemerkungen

Diese Arbeit schlieBt an die Arbeit [10] und nutzt die dort erreichten Ergebnisse
aus. Sie zeigt zugleich die Verwendbarkeit des dort eingefiihrten Begriffes des kon-
vexen bzw. relativ konvexen Gruppoids in der Gruppentheorie. )

In der Arbeit werden Bezeichnungen aus [10] und aus [1] benutzt. Sitze werden
mit § und Definitionen mit D bezeichnet. Weiter bedeutet z. B. [10], S 3/4 den Satz 3/4
aus der Arbeit [10], ahnlich bedeutet [1], 167 die Seite 167 aus der Arbeit [1].

1. Innere direkte produkte von Gruppoiden

Im Satz S 4/3 der Arbeit [10] haben wir gezeigt: Wenn ein Gruppoid G ein idem-
potentes Element e besitzt und es ein direktes Produkt von Gruppoiden A,, ..., A,
(o eine natiirliche Zahl) ist, d. h. wenn G < A; x ... x A, = A gilt, so gibt es in G
solche Untergruppoide A?, welche mit A1 = 1, ..., ) isomorph sind, d. h. fiir die

Ao e} x ... x A x ... x{e) A git. Dabei gilt fir « >2 A% = {el.
=1

Es gilt weiter fiir jedes Element a° € A° die Beziehung a° « (e, ..., a,, ..., ;) <
> a,, wo e, idempotentes Element in A(x = 1, ..., a) ist. Da ee A?, gilt speziell
e=e (e, e, ., e) e flitr=1,.. a

Verabredung 1/1: Da A° und A, isomorphe Gruppoiden sind, setzen wir A? =
= A, = R,c G,1 = 1, ..., a. Es wird weiter vorausgesetzt, dal} « = 2 eine natiirliche
Zahl ist, denn fiir « = 1 sind die Behauptungen entweder trivial oder bedeutungslos.
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Folgerung 1/1: In bezug auf die Verabredung 1/1 ergibt sich nun aus a° <> a, die
Beziehung a® = a, und aus e = e’ e, folgt e, = efiira,, e, € R,i=1,..,a.

D 1/1: Es seien R, Untergruppoiden des Gruppoides G(1 = 1, ..., a). Es sei & di-
rektes Produkt von diesen Gruppoiden, d. h. sei G < R, x ... x R,. Ist die isomorphe
Abbildung d des Gruppoides G auf R, x ... X R, durch die Vorschrift dr = (ry, ..., ry)
gegeben dann und nur dann, wenn r =ry ...1r,, re G, r,e R =1, ..., a), so sagt
man, das Gruppoid G ist das innere direkte Produkt seiner Untergruppmde R, und man
schreibt G = Ry x ... x R,.

S 1/1: Ein Gruppoid G mit einem idempotenten Element e ist das innere direkte
Produkt seiner Untergruppoide Ry, ..., R, dann und nur dann, wenn folgende Bedin-
gungen erfiillt sind:

(1) G ist eine Halbgruppe (d. h. ein assoziatives Gruppoid),

(2) fiir jedes Element r, e R,, r, e R, gilt r,r, = r.r, fiir v # x(, % = 1, ..., a),

(3) jedes Element r € G ld it sich auf genau eine einzige Weise schreiben und zwar i
der Formr =ry...r,, wor, e R(1=1,...,0),

(4) das idempotente Element e € G ist das Einselement in G,

(5) eeR, firi=1,...,0

Beweis: a) Es sei G = R; x ... x R, und d sei der [somorphismus von G auf
R, x ... x R,.

(1): Nach S 2/3 aus [10] gilt fiir das direkte Produkt das assoziative Gesetz. Da
nach D 1/1 dr = (ry, ..., r,) genau dann gilt, wenn r = r, ... r,, ist auch die Multi-
plikation in G assoziativ, d. h. G ist eine Halbgruppe.

(2): Es sei dr = (ry, ..., 1), du = (uy, ..., u,). Dann gilt d(ru) = (ruy, ..., r4,)-
Nach D 1/1 haben wirdann ru = (ry ... r,). (uy ... u,) = (ryuy)... (ru,) ficrr,u, e R,.
woraus rr, = r.r, fiir 1 # »(1, x = 1, ..., o) folgt.

(3): Da d eine isomorphe Abbildung von G auf R; x ... x R, ist, ist jedem Ele-
ment r € G genau ein Element (r,, ..., r,) € R® zugeordnet. In bezug auf D 1/1 taBt
sich demnach jedes Element r € G auf genau eine Weise schreiben und zwar in der
Formr=r, ...r,, r,eRa=1,..,0a).

(4): Dadr=(ey,...,F, ..., ea) und wegen der Folgerung 1/1 ergibt sich ¢, = ¢
fiir 1 = 1. ..., a. Nun erhilt man der Definition D 1/1 ensprechend fiir 1 <1 < «:
r,=e"'re* ' und r, = e""ra, ry=re" ' Aus r =r, ... r, folgt sodann r =
=r(e ") . (erye® ?) ... (¢*"'r,) = rier, ... er,, denn e ist das idempotente Element

und die Mthnphkatlon in G ist assoziativ.

Infolgedessen, daB (1), (2) und (3) unseres Satzes gilt und das Element e laut
Folgerung 1/1 sowohl in R, als in R, gehort, ergibt sich unbedingt re = er, = r,,d. h.
e ist ein Einselement fiir jedes Element r,e R,1 = 1, ..., a). Hiernach aber fir
reG r=ry...r giltre=(ry..r).(e...e) = (re)...(r,e) = ry ... r, = r. Ahn—
lich bekommt man er = r, woraus folgt, daB} e das Einselement in G ist.
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{5) Der Folgerung 1/1 und S 3/3 aus [10] nach folgt, daB ee R,(1 = 1, ..., a) gilt.

b) Es sei G eine Halbgruppe. Dann besitzt jede o-gliedrige Folge (ry, ..., r,),
r, € R,, genau ein Produkt r = r, ... r,. Ist die Abbildung d von GaufR; x ... x R,
so definiert, daB dr = (r, ..., r,) dann und.nur dann ist, wenn r = r, ... r, gilt, so
sieht man leicht, daB d eine schlichte Abbildung von G auf R ist. Ist nunr = r, ... r,,
# = uy ...U,, 50 bekommt man in bezug auf die Giiltigkeit von (2), daBru = (r{...1,) .
uy oow) = (ruy) ... (ra,) gilt. Nach D 1/1 bekommt man dann (dr). (du) =
= d(ru), d. h. d ist eine Deformation von G auf R, d ist also ein Isomorphismus
von G auf R, Nach (4) ist e das Einselement in G und deswegen ein idempotentes
Element in G und wegen (5) auch in R,(1 = 1, ..., ). Somit ist der Satz bewiesen.

S2/1: Es sei G = R, x ... x Rfa = 2) eine Halbgruppe mit einem idempotenten
Element e und es gelte die Bedingung (3) aus S 1/1 fiir die Untergruppoide R, ..., R,.
Ferner sei eeﬂ R,. Dann gilt: a)ﬂ R, ={e}, ) R,NYR = {e}, wo "R =

=1 1=1

=R, x .. xR_; xR, x..xRG=1,.., 0).

Beweis: a) Es sei a € () R,. Dann 14Bt sich das Element @ auf «( = 2) verschiedene

=1

Weise in der Form a = ae*™! = eae*™? = ... = ¢* ! aschreiben. Esseia = ¢* " 'a, e €
eRGi=1,...,.a —1),aeR,unda=ae* ', acR,, ceR(x = 2, ...,%). Dann in
bezug auf (3) aus S 1/1, d. h. durch jedes Element ¢ € G sind die Elemente ¢y, ..., ¢,
{c, € R)) eindeutig derart bestlmmt daB ¢ = ¢; ... ¢, gilt und es folgt a = e. b) folgt
leicht aus a).

Bemerkung 1/1: S 2/1 gilt offenbar auch fiir das Einselement e € G.

Bemerkung 2/1: Es ist leicht zu sehen, daB sich alle in [10] bzw. [9] (unter Be-
achtung von § 5) formulierten Sitze zur Herleitung von direkter Produkte mit Hilfe
von D 1I/1 auch fiir innere direkte Produkte aussprechen lassen. Darauf wolien wir

hier jedoch nicht in ganzer Lange eingehen.

S 3/1: Es sei G eine Halbgruppe und es gelte G = Ry x ... X R,. Es sei B ein
Untergruppoid in G, P, =B R, #0600 =1,...,a). Dann P =P, x ... x P ist
das Untergruppoid in G.

Der Beweis folgt aus [10], S 5/3 und D 1/1.

Ist G=R, x ... xR, a=a;...a,...a,e G, so heiBit a,, wie bekannt, die
die Projektion von a in R(1 = 1, ..., ®).

S 4/1: Es sei B} die Projektion des Feldes B des Untergruppoides B von der Halb-
gruppe G = R, x ... x R, in R,. Dann B} ist das Feld des Untergruppoides B} in
R =1,...,a). B heift die Projektion von B in R,.

Der Bewelis folgt aus [10], S 6/3 in bezug auf [1], 87 und D 1/1.

S 5/1: Es sei B das Untergruppoid in der Halbgruppe G = R, x ... x R,, B* die
Projektion von B in R,, P, = B N R, # 0. Dann gilt

a) PcB*cR, firi=1,..,a
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b) setzen wir P = P, x ... x P,. B* = B} x ... x B¥, so gilt
Pc Bc B*,
Der Beweis folgt aus [10], S 7/3 und D 1/1.

S 6/1: Es gelten die Voraussetzungen von S 5/1. Gilt nun wenigstens eine der Gleich-
heiten

P, =Bat=1,...,0), (1.1
P, x..xP,=P=B, (2.1)
B x ... x Bf = B* = B, (3.1)

dann gelten auch die iibrigen.
Der Beweis folgt aus [10], S 8/3 und D 1/I.

D 2/1: Die Halbgruppe G mit dem Einselement e sei das innere direkte Produkt
ihrer Untergruppoide R,, ..., R, d. h. es sei G = R, x ... x R, = R,

a) Ein Untergruppoid H = G heifit konvex in bezug auf R™ wenn es folgende
Eigenschaften besitzt: Seien a = a, ... a,, b = b, ... b, zwei beliebige Elemente aus H
und x, ein beliebiges der Elemente a,, b,e R(1 =1, ..., ). Dann gehort auch das
Element x = xy ... x, in H.

b) Ist H in bezug auf jedes innere direkte Produkt S; x ... x S; = S" der Halb-
gruppe G konvex, so sagt man, dafi H ein konvexes Untergruppoid in G ist.

Offensichtlich kénnen alle Sitze iiber die relativ konvexen bzw. konvexen Gruppoide
und die direkten Produkte von Gruppoiden auf die inneren direkten Produkte iiber-
tragen werden.

S 7/1: Es sei H ein Untergruppoid in der Halbgruppe G = R, x ... x R, = R™,
Auferdem sei P, = R, nH # ¢, HF die Projektion von H in R(1=1, ..., a),
P=P x..xP, H*=H x ... x H¥. Dann sind folgende Aussagen

P =H' (=1,..,0), 4.1
P =H, 5.1)
H* = H, 6.1)
H ist in bezug auf R konvex, (7.1

untereinander dquivalent.
Der Beweis folgt aus [10], S 10/3.

Bemerkung 3/1: G sei eine Halbgruppe mit dem Einselement e und Z die Menge
aller zentralen Elemente von G. Wenn {e} # Z # G ist, so ist Z das Feld eines
nichttrivialen Untergruppoides Z in G und heiBt das (nichtriviale) Zentrum in G.

S 8/1: Z sei das Zentrum der Halbgruppe G = Ry x ... x R, und Z, das Zentrum
inR, (1 =1, ..., ). Dann ist Z konvex und ist das innere Produkt der Zentren Z,, d. h.

Z=2Z %x..%x2Z,
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Der Beweis folgt unmittelbar aus [10], S 20/3, S 21/3, S 22/3 und D 1/I.
Da jede Gruppe das Einselement e besitzt, konnen wir den folgenden Satz aus-
sprechen:

S 9/1: 1) Eine gruppe G ist das innere direkte Produkt ihrer Untergruppen R, ..., R,
dann und nur dann, wenn

a) jedes Element r € G auf genau eine Weise in der Form r = r ... r, geschrieben
werden kann, wo r,e R, 1 =1, ..., a),

b) firr,eR,, r,eR,, 1 # % (,%=1,...;0) giltrr, =r.r,.

2) Die Bedingung b) ist mit der Bedingung c) dquivalent: R, ist eine normale Unter-
gruppe in G fiir1 =1, ..., a.

Beweis: 1) Da ee G und eeR, (1 = 1, ..., a) ist, sind die Bedingungen S 1/1
erfillt. Somit gilt 1).

2) Es gelten die Bedingungen a) und ¢). Esseiae R,, be R, (1 # %x). DaR,, R, die
normalen Untergruppen in G sind, gilt auch aba”'eR,, ba”'b~' e R,, d. h. der
Kommutator aba™'b~! liegt sowohl in R, als auch in R,. Mit anderen Worten
aba™'b"' e R, n R,. Nach S 2/1 und nach der Bemerkung 1/1 enthélt R, n R, genau
ein Element, und zwar das Einselement e. Hiemit aba™'6~! = e, woraus die Ver-
tauschbarkeit der Elemente a, b folgt. Dadurch ist die Giiltigkeit von b) bewiesen.

Gelten nun a) und b), so gilt fiir jedes Element r = r, ... r,€ G und fiir jedes
a,eR, in bezug auf b) r lar = (r;...r) Ya(r;...r,) =r 'ar,eR,. Also R,
(1 =1, ..., «) ist eine normale Untergruppe in G. Somit ist der Satz bewiesen.

S 10/1: R, seien normale Untergruppen und e das Einselement in einer Gruppe G.
Ferner sei G, =R;.R,...R,, R,AnR,=1{e} fiir 1 #xQ,%x=1,...,0). Dann
ist G, eine normale Untergruppe in G und es gilt:

a) G, =R, x ... x R,,

b) R,n(R,...R,_ R, ... R) = {e}.

Beweis: Wie bekannt (z. B. [6], 42) G, = R, ... R, ist eine normale Untergruppe
in G. Weiter benutzen wir die mathematische Induktion. Fir o = 2 haben wir
R; n R, = {e}. Aus jeder Gleichheit a,a, = b,b,(a,, b, € R, a,, b, € R,) ergibt
sich dann b7'a, = b,a;*. Da by'a, e Ry, b,a;' eR,, gilt unbedingt b7'a, =
= bya; ' e Ry n R, = {e}, woraus a, = b, a, = b, folgt. Dieses bedeutet jedoch,
daB fir o = 2 jedes Element a € G, auf genau eine einzige Weise als Produkt der
Elemente a, € R, a, € R, geschrieben werden kann. Da R, R, die normalen Unter-
gruppen in G, sind, sind auch die Bedingungen a) und c) aus S 9/1 erfiillt und es
gilt RiR, = R; x R,. Es gelte nun firo — 1 2 2R, ... R,_;, =R; x ... x R _;.
Setzen wir § = R; x ... x R,_; = R, ... R,_,. Hiernach ist § eine normale Unter-
gruppe in G, = R; ... R,_;. R, und nach dem vorher Gesagten gilt SR, = § x R,.
Da fiir-die Multiplikation in G sowie auch fiir das direkte Produkt das assoziative
Gesetz gilt, gilt auch G, = R; ... R,_; . R, =R, x ... x R,_; x R,.
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b) Nach a) ist Ry ...R_;. R ...R, =R x ... xR_; xR, x..xR,
und in bezug auf S 9/1 b) kann man schreiben R, . 'R = R, x ®R. Da G, = R, x
x R ergibt sich nach S 2/1 R, n "R = {e} und damit auch der Beweis des Satzes.

Bemerkung 3/1: Sind die Untergruppen Ry, ..., R, der Gruppe G, so ist die durch
diese Untergruppen erzeugte Untergruppe <R,, ..., R,> mit deren Produkt R, ... R,
dann und nur dann identisch, wenn die Untergruppen R,, R, 1 # % (i, = 1, ..., &)
vertauschbar sind ([6], 63). Da normalen Untergruppen der gegebenen Gruppe
stets vertauschbar sind, gilt der folgende Satz:

R

»

S 11/1: Eine Gruppe G ist das innere direkte Produkt ihrer Untergruppen R, , ...
dann und nur dann, wenn

a) die Untergruppen Ry, ..., R, in G normal sind und G durch Ry, ..., R, erzeugt
ist, d. h. G = (R, ..., R gilt, '

b)firi=1....,a R,n<{Ry, ...,R, 1, ..., R = {e} gilt.

Beweis: 1) Es sei G das direkte Produkt ihrer Untergruppen R, ..., R,. Nach
S9/1 c)sind R, (1 = 1, ..., ) die normalen Untergruppen in G. Nach S 10/1 a) gilt
G =R, x ... x R, =R, ... R,. Beziiglich R, ..., R, die normalen Untergruppen
in G sind, gilt ¢R,, ...,R,_;,R,,,,...,R>=R, ...R,_,.R,,...R, = R Dann
nach S 10/1 b) ist R, n VR = {e} und somit ist die Behauptung a) und b) unseres
Satzes bewiesen.

"2) Es gelte nun a) und b) unseres Satzes. Aus b) folgt fiir 1 # 2% (1, % = 1, ..., )
R, n R, = {e}. Da nach a) R,, R, normale Untergruppen in G sind, gilt fiir ue R,,
veR,, daB wou"'v"'eR, "R, = {e} ist, woraus die Vertauschbarkeit der Ele-

nente u, v folgt. Somit ist die Giiltigkeit b) von S 9/1 bewiesen. Nunmehr kénnen
wir schon zum Beweis von a) libergehen. Aus der Beziechung G = R, ... R, folgt, dal3
wir jedes Element a € G auf genau eine Weise als Produkt ¢ = a, ... a, (a,€R,,
1 =1, ...,a) schreiben kénnen. Wire a, ...a, = a = b, ... b, und wegen S9/1 b)
etwa a, # b,, so erhielte man a; = a(a, ... a))™", by' = (b, ... b)) a~ ' und somit
auch b7'a; = (b, ... b) (@ 'a) (a5 ... a,) "' = (bya3;?) ... (b,a; ). Dann gehore das
Element b 'a, # e wie in Ry als auch in R, ... R, = (R,, ..., R,>, was im Widers-
pruch mit b) unseres Satzes wire. Somit ist die Bedingung a) von S9/1 und zug-
leich der ganze Satz S 11/1 bewiesen.

S 12/1: Es sei A eine normale Untergruppe der Gruppe G = R; x ... x R, und A}
ihre Projektion in R,. Dann ist A¥ die normale Untergruppe in R, 1 = 1, ..., o).

Beweis: Nach S 4/1 ist A* ein Untergruppoid in R, und d, eine P-Deformation
([10], S 6/3), d. h. eine homomorphe Abbildung von G auf R,. Folglich ist A¥ eine
normale Untergruppe in R, ([1], 181).

S 13/1: G sei eine Gruppe ohne (nichttriviales) Zentrum und G = R, x ... x R
G =38, x .. xS, Dann gilt:

a) R, ist in bezug auf S¥Y ynd S, in bezug auf R™ konvex,

ad
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b) Diese inneren direkten Produkte besitzen isomorphe Verfeinerungen und G ist das
innere direkte Produkt genau aller Untegruppen C,=R,nS, 1=1,...,0; » =
=1,...,p).

Beweis: a) Es sei R, die Projektion von R, in S, und S} die Projektion von S,
inR, (t=1,...,0,2=1,...., ). Wegen G =R, x ... x R, =8, x ... x §; und
da R, dic Projektion von G auf R, ist, erzeugen die normalen Untergruppen S
ersichtlich die Untergruppe R,. Die Elemente von Untergruppen Si, SI (x # v,
v =1, ..., B) sind vertauschbar, denn sie sind die Projektionen vertauschbarer Ele-
mente von §, und S,. Nach [10], S 21/3 besitzt R, kein (nichttriviales) Zentrum,
weshalb auch der Durchschnitt von S}, mit der von iibrigen Untergruppen S7, er-
zeugten Untergruppe der Menge {e} gleich ist, denn die Elemente dieses Durch-
schnitts mit allen Elementen von R, vertauschbar sein miissen. Die Voraussetzungen
von S 11/1 sind also erfiillt. Folglich ist R, = §F, x ... x §; (1 = 1, ..., «). Ahnlich
beweist man S, = R¥, x ... x R}, (% = 1, ..., p). Es gelten also die Voraussetzungen
von S 19/3 aus [10]. b) nach [10], S 17/3 und G ist direktes Produkt der Unter-
gruppen C,, = R, n' S,. Somit ist der Satz bewiesen.

Wie bekannt, verstehen wir unter einem Kommutator der Elemente a, b einer
Gruppe G das Element [a, )] = a~'p"'ab. Die Menge aller Kommutatoren von
allen Elementepaaren a, b € G ist das Feld der sogenannten Kommutatorgruppe, die
in G normal ist (z. B. [6], 92, 94).

S 14/1: Es sei C die Kommutatorgruppe in der Gruppe G = R; x ... x R, und
C, die Kommutatorgruppe in R,. Dann ist C das innere direkte Produkt von C,, d. h.
es gilt C = C; X ... x C,. Dabei ist C in G konvex.

Beweis: Es bezeichne C;* die Projektion von Cin R, 1 = 1, ..., a). Ferner sei a,
beG,a=a,...a,,b=0>b,..b, Hiernach ist leicht ersichtlich, daB die Projektion
des Produktes ab in R, das Produkt der Projektionen von Faktoren a, b ist, d. h. es ist
das Element a,b,. Die Projektion vom Kommutator a”'b"'abe G in R, ist also
das Element a;'b] 'ab,, was eingentlich der Kommutator von Elementen a,,
b,e R, ist. Folglich gilt C*c C,. Die Kommutatorgruppe C von G enthilt die
Kommutatoren aller Paare a, b€ G und wohl auch aller Paare a,, b,e R, < G.
Darum gilt C, = (C n R,). Wir haben also insgesamt erhalten C*<= C, = (C n R).
Nach S 5/1 a) ist (Cn R)<c CF und es gilt demnach € =C, = (CnR), 1 =
=1,...,0. Nach S7/1 ist dann C = C; X ... x C, und nach diesem Satze ist
auch C in bezug auf jedes innere direkte Produkt R, x ... x R, der Gruppe G
konvex, d. h. C ist in G konvex.

2. Faktorgruppen und Deformationen

S 1/2: Es sei G eine Gruppe und R, (1 = 1, ..., «) ihre Untergruppen, G = R, x
x ...xR, WR=R; x ... xR_ xR, x...xR,. Dann sind die Faktor-
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gruppen G, = G/R mit R, isomorph. Die Elemente a, der Fakrorgruppe G, sind die
mit VR aquwalenten Mengen.
Beweis: Nach S9/1 und S 10/l sind R, und /R normale Untergruppen in G.
Nach S 11/1 gilt G = Ry ... R,. Aus dem BCWCIS von S 2/4 aus [10] folgt, daB a, =
=R, x ...R_y x {a} x R,+1 x ... x R, und in bezug auf die Vertauschbarkeit
der Elemente von R,, R, fiir 1 # x, bekommt man 4, = {a,} x "R = a. ‘”R. Dem-
nach gilt ,€ G/*’R = G, Die iibrigen Behauptungen folgen aus [10], S 2/4.

S 2/2: Es sei G = Ry x ... x R, eine Gruppe, ‘'R die Gruppe und G, die Faktor-
gruppe aus S 2[1. Ferner sei f die isomorphe Abbildung von G auf Ry x ... x R,
und f, eine derartige Abbildung, die jedem Element aea, = a,. WR das Element
a, € R, zuordnet. Dann ist {, eine Deformation von G auf R, und stellt die P-Deformation
(im Sinne von [10], S 6/3) dar, die durch ¥ induziert ist.

Der Beweis folgt leicht aus dem Isomorphismus von G, auf R (S 1/2) und aus der
natiirlichen Deformation von G auf @,.

S 3/2: Es sei £ eine isomorphe Abbildung der Gruppe G auf das innere direkte Pro-
dukt R, x ... X Ry, fiir die¥r = (r,, ..., r,) dann und nur dann ist, wennr = ry ... r,.
Es sei {Gy, ..., G,} ein zum System der Untergruppen {R,, ..., R} gehoriges Faktor-
gruppensysten. Es sei f, eine P-Deformation von G auf R,. Dann wird durch jede Faktor-
gruppe G, = G/"YR aus diesem System genau eine P-Deformation f, von G auf R, de-
finiert und umgekehrt.

Der Beweis folgt offensichtlich aus [10], S 2/4, D 3/4 und S 2/2.

D1/2: Essei G =R, x ... x R,, G = G|'R die Faktorgruppe und £, die P-De-
Jormation aus S 3/2. Dann heifit das System aller Faktorgruppen aus S 3|2 das voll-
stindige, zum System {Ry, ..., R,} (oder zum System £y, ... 1,}) gehérige Faktor-
aruppensystem. Die Menge {§,, ...} heifpt dann das vollstéiindige, zum System
R, ..., R} gehorige P-Deformationensystem.

5 4/2: Es sei G eine Gruppe und es gelte G = Ry X ... X R,, "R =R; x ... x
x R_;{ x R,y x ... x R,. Dann gilt:

a) VRYR = Gfir1 # »x(,x=1,...,0),

b) n WR = (67.

=1
Beweis: a) Nach S 1)2 ist G, = G/R, G, = G/®R. Nach [10], S 3/4 a) gilt
[G.,G,] = G, fir t # (1, % = 1,...,). Nach [1], 167 gilt [G/*’R, G/*R] =
= G/WR™R, woraus VR¥R = G folgt. ]
b) Nach [10], S 3/4 ¢) ist (Gl, ..., @) = (G/"R, ..., G/R) = G, Hier folgt

nach [1], 167 (Gy, ..., G,) = G| n R, was mit N R = {e} gleichbedeutend ist.
=1 =1

S 5/2: Es sei G eine Gruppe, G = R, x Ry, G = R, x R:Z und R, mit R} iso-
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morph. Es sei Z das Zentrum in Gund Z,, Z,, Z', Z', die Zentren in Ry, R,, R}, R},.
Dann gilt:

a) Ry ist mit R} isomorph,

b) Z, und Z|, Z, und Z, sind isomorph.

Beweis: Die Behauptung ist richtig nach [10], S 4/4. '

3. Direkt Zerlegbare Gruppen

D 1/3: Die Gruppe G heifit direkt zerlegbar, wenn in ihr solche Untergruppen
Ry, ..., R, bestehen, daf
1. G das innere direkte Produkt dieser Gruppen ist, d. h. G = R, x ... x R,
2. jede Faktorgruppe G, = G/""R # G, d. h. "R # {e}. '
In diesem Falle spricht man auch iiber (innere) direkte Zerlegung der Gruppe G und R,
wird direkter Faktor dieser direkten Zerlegung genannt. Sonst sagt man, die Gruppe G
ist direkt unzerleghar.

S 1/3: Die Grupe G ist dann und nur dann direlt zerlegbar, wenn in ihr solche Unter-
gruppen Ry, ..., R, existieren, dafi:

a) G =R, x ... x R, ist,

b) keine der P-Deformationen ¥, aus dem volstindigen, zu {R;, ..., R} gehorigen
Svstem (£, ..., 1, eine isomorphe Abbildung ist.

Der Beweis folgt aus [10], S 5/4.

S2/3: Es sei G cine direkt zerleghare Gruppe. Dann ist G = R; x ... x R,, wo
ailt:

a) o = 2,

b) mindestens zwei Untergruppen R, R, 1 # » (1, x = 1, ..., &) derart bestelen,
dafi Card R, > 1, Card R, > I.

Der Beweis folgt aus [10], S 6/4.

Bemerkung 1/3: a) Unter einer trivialen Untergruppe A der Gruppe G versteht
man, wie bekannt, eine derartige Untergruppe A fir dic entweder A = G oder A = {¢}
gilt. Sonnst heilit A eine nichtiriviale Untergruppe von G.

b) Wie bekannt, die Gruppe G heillt einfach, wenn sie genau triviale normale
Untergruppen besitzt.

S 3/3: Die Gruppe G mit dem Einselement e ist direkt zerlegbar dann und nur dann,
wenn sie solche nichttriviale normale Untergruppen R,, R, besitzt, daff G = R\R,
und R; n R, = {e} gilt.

Beweis: Da R, R, normale Untergruppen in G sind, gilt R,R, = R,R,. Aus [1],
167 folgt, daB die Faktorgruppen G, = G/R,, G, = G/R, komplementir sind. Nach
[1], 167 gilt fiir ihre kleinste gemeinsame Uberdeckung die Gleichheit [G,, G,] =

= G/R|R,, woraus in bezugauf G = R|R, [G,, G,] = G, folgt. DaR, N R, = {e}
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ist, gilt nach [l], 167 fir die groBte gemeinsame Verfeinerung (G,, G,) =
= G/R, nR, = G,,,. G, G, sind also stark komplementir. Da R,, R, nichttri-
viale Untergruppen in G sind, sind auch die Faktorgruppen G,, G, nichttrivial.
Nach [1], 167 sind alle Faktorgruppen auf G von genau allen normalen Untergrup-
pen erzeugt. Die Bedingungen des Satzes S 7/4 aus [10] sind somit erfiillt und unser
Satz bewiesen.

S 4/3: Eine einfache Gruppe ist direkt unzerlegbar.
Beweis: G und E = {e} sind die einzigen moglichen normalen Untergruppen in
der einfachen Gruppe G, woraus sich nach S 3/3 unsere Behauptung ergibt.

D 2/3: G heifit eine direkt vollstindig zerlegbare Gruppe, wenn fiir jeden Faktor R,
(1=1,...,0) der direkten Zerlegung G = R, x ... x R, folgende Bedingungen
gelten:

a) R, ist eine direkt unzerleghare Gruppe,

b) Card R, > 1, d. h. R, # {e}.

In diesem Falle spricht man auch {iber eine direkte vollstindige Zerlegung von G.

S 5/3: Es sei G = R, x ... x R, eine direkte Zerlegung der Gruppe G und es gelte
fiir jeden Faktor R, 1 =1, ..., a)

a) R, ist einfach,

b) Card R, > 1.
Dann ist G = R, x ... x R, eine direkte vollstindige Zerlegung.

Der Beweis folgt aus [10], S 9/4 und S 4/3.

S 6/3: Es seien G=R; x .. xR, G=358, x ..xS8; direkte vollstindige
Zerlegungen der Gruppe G. Die Gruppe G sei ohne (nichttriviales) Zentrum. Dann sind
diese direkte Zerlegungen isomorph.

Beweis: Nach der Voraussetzung sind R,, S, direkt unzerlegbare Gruppen. Mit
Berufung auf Beweis des Satzes S 13/1 gelten diese Gleichheiten: R, = S, x ... x S,
G=1,...,0,5, =R, x ... x R, (3 = 1, ..., B). Es sind also die Bedingungen 2.
des Satzes 10/4 aus [10] erfiillt. Damit ist gezeigt, daB unsere Behauptung richtig ist.

S 7/3: Es seien G = R; x ... x R,, G =S, x ... x §;direkte Zerlegungen und es
gelte fiir die direkten Faktoren fiir1 = 1, ..., 0, x = 1, ..., B:

a) R,, S, sind einfache Gruppen,

b) Card R, > 1, Card §, > 1.
Es gelten weiter die iibrigen Voraussetzungen aus S 6/3. Dann sind die betrachteten
Zerlegungen isomorph.

Der Beweis folgt aus S 4/3 und S 6/3.

Man kann abschliefend noch bemerken, daB3 die ganze hier demonstrierte Theorie
sich auf die Gruppoide- und Gruppentheorie mit Operatoren erweitern 1aBt. Die
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Anwendung der Kettentheorie auf die der inneren Produkte von Gruppoiden und
Gruppe mit Operatoren wurde bereits in der Zusammenfassung von [9] angedeutet
und in [8] durchgefiihrt.
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SHRNUTI

K PROBLEMU VNITRNICH DIREKTNICH
SOUCINU GRUPOIDU

LADISLAV SEDLACEK

V této praci jsou studovany nékteré otazky vnitinich direktnich souinit grupoidi
a grup, jejich izomorfniho zjemnéni a izomorfismu. Prace je pokracovanim prace [10]
a vyuziva vysledkt tam dosazenych.
Vnitfni direktni soudin grupoidi je definovan takto (D 1/1): Necht R, jsou podgru-
poidy grupoidu G. Nechf G je direktnim soudinem téchto podgrupoidi, - tj. necht
G~ R, x ... x R,. Je-li izomorfismus d grupoidu G na R, x ... R, dan pfed-
pisem dr = (r, ..., r,) tehdy a jen tehdy, kdyz r = r{ ... r, (re G, r,eR,, 1 =
=1, ..., a), pak fikdme, Ze grupoid G je vnitfnim direktnim soucinem: svych pod-
grupoidil R, a piSeme G = R; x ... X R,. V § 1. jsou pak studovany vnit¥ni direktni
soudiny grupoidii, podminky nutné a postadujici pro jejich existenci (S:1/1, S9/1,
S 11/1). Je zaveden pojem relativné konvexniho a konvexniho podgrupoidu. Ukazuje
se, Ze tento pojem je funkéni, tj. Ze napf. centrum pologrupy (S 8/1) a komutatorova
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grupa (S 14/1) jsou konvexni podgrupoidy. Dale se pomoci relativni konvexnost:
dokazuje (S 13/1) znama véta o existenci izomorfniho zjemnéni vnittnich direktnich
souinti grupy bez netrivialniho centra.

V § 2. jsou studovany nékteré otazky deformace (tj. homomorfismu) grap a fakto-
rovych grup z hlediska vnitfnich direktnich soucinti. V § 3. jsou pak zkouméany nékteré
vlastnosti direktné rozloZitelnych grup. Pfitom v paragrafech 2. a 3. jde o dalsi
aplikace nékterych vysledki z prace [10].

PE3IOME

R MPOBJIEME BHYTPEHHNX
[MPOUSBEJIEHUN T'PYIIIIOUIOB

JAOUCIIAB CEOJIAYEK

B HacToseit paboTe H3y4aroTCsL HEKOTOPHIE BOIPOCH! BHYTPEHHX MPAMBIX MPOU3-
BeICHUI IPYNNOUIOB U IPYII, UX H30MOP(HOE yIIoTHeHHE B u3oMopdusm. PaGora
sBIsieTcss npoxoipkeHueM [10] U MCHOJB3yeT TaM JOCTHTHYTBIE Pe3yJIbTAThI.

BHyTpeHHOe mpsiMO€ MNPOU3BEAEHUE TPYNNOUIOB OMPEHENSIETCS CIEOYIOLMM
obpaszom (D 1/1): ITycte R, noarpynnouast rpymnmouny G. [ycte G npsiMmoe mpous-
BeJIeHHe 3THX MOATPYNIOHIOB, T. €. MycTh G <> Ry X ... X R,.

Ecnu m3omopdusm d rpynnouny G Ha R; X ... R, ompenenen mpaBwiom dr =
= (ry, ..., r,) TOLJJA ¥ TOJIBKO TOTZA, Korma r =ry ... r, (re G, r,eR, 1 =1,...,2)
TOrla FOBOPUM, YTO IpyNnoua G eCTb BHYTPEHHHM MPSIMBIM MTPOU3BEAEHUEM CBOUX
noarpynmouaos R, u mumwem G = R, x ... x R,.

B § 1. u3yuaroTcs moTOM BHYTPEHHHUE MpPsMbIE NMPOM3BEAEHHUS TPYNIOUAOB, He-
00X0oAMMBIE ¥ IOCTATOYHBIE YCJIOBUS I uX cywectsosanus (S 1/1, S9/1, S 11/1).
BBoguTCS MOHATHE OTHOCHTEJIBHOM BBIMYKJIOCTH M BBIMYKJIOrO HOArPYHIOUAA.
IToxa3bIBaeTcs, YTO 3TO NOHATHE SABJISAETCA QHYKLUMOHAIBHBIM, T. €. YTO, HATIPUMED,
ueHTp mosyrpynnsl (S 8/1) u rpynna xkomyratop (S 14/1) sABNAIOTCS BBILYKJIBIMH
rpynnoyaamu. [lanee [oKka3bIBaeTCsi C MOMOIIBIO OTHOCHTEJIBHOH BBIMYKJIOCTH
(S 13/1) u3BecTHast TeOpeMa O CYLIECTBIBAaHHMH U30MOP(HOro yIJOTHEHHS BHYTpPEH-
HUX TNPAMBIX MPOU3BEAEHHIA rpynn 6e3 HETPUBHAJIBLHOrO IEHTpa.

B § 2. u3y4aroTCcs HEKOTOpbIE BONMPOCH roMoMopdu3Ma rpyni U ¢pakTop-rpym
C TOYKHM 3pEeHHs] BHYTPEHHHX MPAMbIX IpousBeneHuid. B § 3. usydaroTcs moTom He-
KOTOpbIE€ CBOMCTBA MPAMO Pa3I0XKUTeNbHBIX Ipyni. [Ipuyem B § 2. u 3. umeeM aeno
C aluIMKalMe# HEKOTOPHIX pe3ynbTaToB u3 pabotsl [10].
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