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ZUM PROBLEM DER I N N E R E N D I R E K T E N 
PRODUKTE VON G R U P P O I D E N 

LADISLAV S E D L A Č E K 
(Eingegangen am 9. Juni 1972) 

In der vorliegenden Arbeit werden einige Fragen der inneren direkten Produkte 
von Gruppoiden und Gruppen, sowie deren isomorphen Verfeinerungen und deren 
Isomorphismus studiert. 

Einleitende Bemerkungen 

Diese Arbeit schließt an die Arbeit [10] und nutzt die dort erreichten Ergebnisse 
aus. Sie zeigt zugleich die Verwendbarkeit des dort eingeführten Begriffes des kon­
vexen bzw. relativ konvexen Gruppoids in der Gruppentheorie. 

In der Arbeit werden Bezeichnungen aus [10] und aus [1] benutzt. Sätze werden 
mit S und Definitionen mit D bezeichnet. Weiter bedeutet z. B. [10], S 3/4 den Satz 3/4 
aus der Arbeit [10], ähnlich bedeutet [1], 167 die Seite 167 aus der Arbeit [1]. 

1. Innere direkte produkte von Gruppoiden 

Im Satz S 4/3 der Arbeit [10] haben wir gezeigt: Wenn ein Gruppoid G ein idem-
potentes Element e besitzt und es ein direktes Produkt von Gruppoiden Ax, ..., Aa 

(a eine natürliche Zahl) ist, d. h. wenn G <-> Ax x ... x Aa = A [a] gilt, so gibt es in G 
solche Untergruppoide A°, welche mit At(z = 1, ..., a) isomorph sind, d. h. für die 

a 
A° <"* iei} X ••• x At x ... x {ea} 4-> A, gilt. Dabei gilt für ot ^ 2 f) A° = {e}. 

i= I 

Es gilt weiter für jedes Element a° e A° die Beziehung a°t <-> (el9 ..., at, ..., ea) «-> 
<-» at, wo ex idempotentes Element in Ax(x = 1, . . . ,a) ist. Da e e A°, gilt speziell 
e = e°++(el9 . . . ,e t , ...,e a)<->e t für i = 1, . . . , a . 

V e r a b r e d u n g 1/1: Da A°t und At isomorphe Gruppoiden sind, setzen wir At° = 
= Af = R. c G, i = 1, ..., a. Es wird weiter vorausgesetzt, daß a ;> 2 eine natürliche 
Zahl ist, denn für a = 1 sind die Behauptungen entweder trivial oder bedeutungslos. 
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Folgerung 1/1: In bezug auf die Verabredung 1/1 ergibt sich nun aus af «-» at die 
Beziehung a° = at und aus e = e° «-> erfolgt et = efür al9 eteRl9i = 1, . . . , <x. 

D 1/1: HS seien R. Unter gruppoiden des Gruppoides G(i = 1, ..., a). Es set G <#-
rektes Produkt von diesen Gruppoiden, d. h. sei G <-> Rx x ... x Ra. Ist die isomorphe 
Abbildung d des Gruppoides G aufRx x ... x Ka durch die Vorschrift dr = (r t , . . . , rj 
gegeben dann und nur dann, wenn r = rx ... ra, r G G, r. e R,(J = 1, . . . , a), so sagt 
man, das Gruppoid G ist das innere direkte Produkt seiner Unter gruppoide R. und man 
schreibt G = Rt x ... x Ra. 

S 1/1: Ein Gruppoid G mit einem idempotenten Element e ist das innere direkte 
Produkt seiner Unter gruppoide R1? ..., Ra dann und nur dann, wenn folgende Bedin­
gungen erfüllt sind: 

(1) G ist eine Halbgruppe (d. h. ein assoziatives Gruppoid), 
(2) für jedes Element r. e R., rxe Rx gilt rtrx = rxi\für i =£ x(i, x = 1, . . . , a)„ 
(3) jedes Element r e G läßt sich auf genau eine einzige Weise schreiben und zwar in 

der Form r = rx ... ra, wo r, e Rt(i = 1, ..., a), 
(4) das idempotente Element e e G ist das Einselement in G, 
(5) ee R. für z = 1, ..., a. 

Beweis: a) Es sei G = Rt x ... x Ra und d sei der Isomorphismus von G auf 
Rj x ... x Ra. 

(1): Nach S 2/3 aus [10] gilt für das direkte Produkt das assoziative Gesetz. Da 
nach D 1/1 dr = (r1, . . . , ra) genau dann gilt, wenn r = r1 ... ra, ist auch die Multi­
plikation in G assoziativ, d. h. G ist eine Halbgruppe. 

(2): Es sei dr = (r l5 ..., ra), du = (ul9 ..., ua). Dann gilt d(ru) = (rvul9 . . . , % ) • 
Nach D 1 /1 haben wir dann ru = (r. ... ra). (ux ... ua) = (r1 ux)... (raua) für r, ,w . eR . . 
woraus rtrx = rxrl für i # x(i9 x = 1, ..., a) folgt. 

(3): Da d eine isomorphe Abbildung von G auf Rt x ... x Ra ist, ist jedem Ele­
ment r e G genau ein Element (rl9 . . . , ra) e R[a] zugeordnet. In bezug auf D 1/1 läßt 
sich demnach jedes Element r e G auf genau eine Weise schreiben und zwar in der 
Form r = i\ ... ra, r. e Rt(i = V ..., a). 

(4): Da dr = (e1, ..., rt, ..., ea) und wegen der Folgerung 1/1 ergibt sich et = e 
für i = 1. . . . , a. Nun erhält man der Definition D 1/1 ensprechend für 1 < i < a: 
rt = el~lt\ex~l und ra = ea_1ra, rx = r^e*'1. Aus r = rx ... ra folgt sodann r = 
= r!(ea_1). (er2ea_2) ... (ea_1ra) = rjer2 ... era, denn e ist das idempotente Element 
und die Multiplikation in G ist assoziativ. 

Infolgedessen, daß (1), (2) und (3) unseres Satzes gilt und das Element e laut 
Folgerung 1/1 sowohl in R, als in Rx gehört, ergibt sich unbedingt r.e = ert = r4, d. h. 
e ist ein Einselement für jedes Element r. e R.(i = l , . . . , a ) . Hiernach aber für 
r e G, r = rx ... ra gilt re = (rx ... ra) . (e ... e) = (rte) ... (rae) = rt ... ra = r. Ähn­
lich bekommt man er = r, woraus folgt, daß e das Einselement in G ist. 
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(5) Der Folgerung 1/1 und S 3/3 aus [10] nach folgt, daß e e Rt(i = 1, ..., a) gilt. 
b) Es sei G eine Halbgruppe. Dann besitzt jede a-gliedrige Folge (r l 5 . . . ,r a ) , 

rt e Rf, genau ein Produkt r = rt ... ra. Ist die Abbildung d von G auf Rx x ... x Ra 

so definiert, daß dr = (r l5 ..., ra) dann und nur dann ist, wenn r = r1 ... ra gilt, so 
sieht man leicht, daß d eine schlichte Abbildung von G auf R[a] ist. Ist nun r = rt ... ra, 
u = iij ... wa, so bekommt man in bezug auf die Gültigkeit von (2), daß ru = (rx... rj . 
. (u | ... ua) = (riui) ... (raua) gilt. Nach D 1/1 bekommt man dann (dr) . (du) = 
= d(ra), d. h. d ist eine Deformation von G auf RCa]. d ist also ein Isomorphismus 
von G auf R[a]. Nach (4) ist e das Einselement in G und deswegen ein idempotentes 
Element in G und wegen (5) auch in Rt(i = 1, •••, a). Somit ist der Satz bewiesen. 

S 2/1: LS sei G = Rx x ... x Ka(a >̂ 2) eine Halbgruppe mit einem idempotenten 
Element e und es gelte die Bedingung (3) aus S 1/1 für die Untergruppoide Rl, . . . , Ra. 

a a 

Femer sei ee f| R« Dann gilt: a) f\ Rt = {e}, b) Rf H 0 ) R = {*}» H'0 0 ) R = 

= Rj x ... x Rl_l x Rl + l x ... x Ra(z = 1, ..., a) . 
a 

Beweis: a) Es sei a e f) Rt. Dann läßt sich das Element a auf a(^> 2) verschiedene 
. = i 

Weise in der Form a = aex~l = eae*~2 = ... = ea_ [ a schreiben. Es sei a = ea" 1a, e e 
eRX1 = 1, ..., a — 1), a e Ra und a = öea_1, ae R t , ee Rx(^ = 2, ..., a). Dann in 
bezug auf (3) aus S 1/1, d. h. durch jedes Element ceG sind die Elemente cx, ..., ca 

(r t e R,) eindeutig derart bestimmt, daß c = ct ... ca gilt und es folgt a = e. b) folgt 
leicht aus a). 

B e m e r k u n g 1/1: S 2/1 gilt offenbar auch für das Einselement e eG. 
B e m e r k u n g 2/1: Es ist leicht zu sehen, daß sich alle in [10] bzw. [9] (unter Be­

achtung von § 5) formulierten Sätze zur Herleitung von direkter Produkte mit Hilfe 
von D 1/1 auch für innere direkte Produkte aussprechen lassen. Darauf wollen wir 
hier jedoch nicht in ganzer Länge eingehen. 

S 3/1: Es sei G eine Halbgruppe und es gelte G = Rt x ... x Ra. Es sei ß ein 
Untergruppoid in G, P. = ß n R. # 0 (i = -» •••, a). Dann P = Pj x ... x Pa ist 
f/as Untergruppoid in G. 

Der Beweis folgt aus [10], S 5/3 und D 1/1. 
Ist G = Rv x ... x Ra, ö = ß 1 . . . ö r . . f l a e G , so heißt an wie bekannt, die 

die Projektion von a in Rt(i = 1, ..., a). 

S 4/1: Ks sei B* die Projektion des Feldes B des Untergruppoides ß vOn der Halb-
gruppe G = RL x ... x Ra in Rt. Dann B* ist das Feld des Untergruppoides ß* in 
Rt(i = 1, . . . , a). ßf heij^l die Projektion von ß in R.. 

Der Beweis folgt aus [10], S 6/3 in bezug auf [1], 87 und D 1/1. 

S 5/1: Es sei ß das Untergruppoid in der Halbgruppe G = Rt x ... x Ra, ß* die 
Projektion von B in Rt, P, = ß n R. # 0. Dann ^i/t 

a) P, c= ßf cz R, für i = 1, ..., a, 
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b) setzen wir P = Pl x ... x Pa B* = ß* x ... x B*, so gilt 

P c ß c B*. 

Der Beweis folgt aus [10], S 7/3 und D 1/1. 

S 6/1: Es gelten die Voraussetzungen von S 5/I. Gilt nun wenigstens eine der Gleich­
heiten 

P, = ß*0 = l , . . . , a ) , (1.1) 

P t x ... x > a = P = ß, (2.1) 

ß* x ... x ß* = B* = ß, (3.1) 

dann gelten auch die übrigen. 
Der Beweis folgt aus [10], S 8/3 und D 1/1. 

D 2/1: Die Halbgruppe G mit dem Einselement e sei das innere direkte Produkt 
ihrer Unter gruppoide Rl9 . . . , Ra, d. h. es sei G = Rt x ... x Ra = R[<z]. 

a) Ein Untergruppoid H c G heißt konvex in bezug auf R[a], wenn es folgende 
Eigenschaften besitzt: Seien a = a! ... aa, b = bl ... ba zwei beliebige Elemente aus H 
und x. ein beliebiges der Elemente an bte Rt(i = 1, ..., a). Dann gehört auch das 
Element x = xl ... xa in H. 

b) Ist H in bezug auf jedes innere direkte Produkt St x ... x Sß = Slßl der Halb­
gruppe G konvex, so sagt man, daß H ein konvexes Untergruppoid in G ist. 

Offensichtlich können alle Sätze über die relativ konvexen bzw. konvexen Gruppoide 
und die direkten Produkte von Gruppoiden auf die inneren direkten Produkte über­
tragen werden. 

S 7/1: Es sei H ein Untergruppoid in der Halbgruppe G = Rl x ... x Ra = R[a]. 
Außerdem sei Pt = Rl D H ^ 0, H* die Projektion von H in RL(i = 1, ..., a), 
P = Px x ... x Pa , H* = H* x ... x H*. Dann sind folgende Aussagen 

Pt = H? ( i = l , , . . , a ) , (4.1) 

P^H, (5.1) 

H* = H, (6.1) 

H ist in bezug aufR[a] konvex, (7A) 

untereinander äquivalent. 

Der Beweis folgt aus [10], S 10/3. 

B e m e r k u n g 3/1: Gsei eine Halbgruppe mit dem Einselement e und Z die Menge 

aller zentralen Elemente von G. Wenn {e} ^ Z ^= G ist, so ist Z das Feld eines 

nichttrivialen Untergruppoides Z in G und heißt das (nichtriviale) Zentrum in G. 

S 8/1: Z sei das Zentrum der Halbgruppe G = Rx x ... x Ra und Z. das Zentrum 
in RL(i = 1, ..., a). Dann ist Z konvex und ist das innere Produkt der Zentren Z ( , d. h. 

Z = Zt x ... x Za. 
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Der Beweis folgt unmittelbar aus [10], S 20/3, S 21/3, S 22/3 und D 1/1. 
Da jede Gruppe das Einselement e besitzt, können wir den folgenden Satz aus­

sprechen : 

S 9/1: 1) Eine gruppe G ist das innere direkte Produkt ihrer Untergruppen Rl9 ..., Ra 

dann und nur dann, wenn 

a) jedes Element r e G auf genau eine Weise in der Form r = rt ... ra geschrieben 
werden kann, wo rt e Rt (i = 1, ..., a), 

b) für rt e Rt, rx e Rx, i # x (i, x = 1, ..., a) gilt rvrx = rxrt. 
2) Die Bedingung b) ist mit der Bedingung c) äquivalent: Rt ist eine normale Unter­

gruppe in G für i = 1, ... , a. 

Beweis: 1) Da ee G und eeR. (i = 1, ..., a) ist, sind die Bedingungen S 1/1 
erfüllt. Somit gilt 1). 

2) Es gelten die Bedingungen a) und c). Es sei a e Rt, b e Rx (i 7-= x). Da Rt, Rx die 
normalen Untergruppen in G sind, gilt auch aba-1 e Rx, ba~1b~1 e R t, d. h. der 
Kommutator aba~1b~1 liegt sowohl in Rt als auch in Rx. Mit anderen Worten 
aba~1b~1 e Rv n Rx. Nach S 2/1 und nach der Bemerkung 1/1 enthält Rt n Rx genau 
ein Element, und zwar das Einselement e. Hiemit aba~1b~1 = e, woraus die Ver­
tauschbar keit der Elemente a, b folgt. Dadurch ist die Gültigkeit von b) bewiesen. 

Gelten nun a) und b), so gilt für jedes Element r = rx ... rae G und für jedes 
at e Rt in bezug auf b) r~1alr = (r t ... r a ) _ 1 at(ri ... ra) = r f 1 « / . e R t . Also Rt 

(1 = V ..., a) ist eine normale Untergruppe in G. Somit ist der Satz bewiesen. 

S 10/1: Rt seien normale Untergruppen und e das Einselement in einer Gruppe G. 
Ferner sei G0 = Rt . R2 ... Ra, R( n R, = {e} für 1 # x (1, x = 1, . . . , a). Dann 
ist G0 eine normale Untergruppe in G und es gilt: 

a) G0 = Ri x ... x Ra, 
b) R t n ( R i . . . R t _ i R t + 1 . . . R a ) = {e}. 

Beweis: Wie bekannt (z. B. [6], 42) G0 = Rx ... Ra ist eine normale Untergruppe 
in G. Weiter benutzen wir die mathematische Induktion. Für a = 2 haben wir 
R1 n R2 = {e}. Aus jeder Gleichheit ata2 = blb2(al9 bxe Rl9a2,b2e R2) ergibt 
sich dann b^ai =b2a2

2. Da b~1a1eRl9 b2a2
xeR29 gilt unbedingt bi"rai = 

= b2a2
l e Ri n R2 = {e}, woraus ax = bi5 a2 = b2 folgt. Dieses bedeutet jedoch, 

daß für a = 2 jedes Element a e G0 auf genau eine einzige Weise als Produkt der 
Elemente ax e Rx, a2 e R2 geschrieben werden kann. Da Rx, R2 die normalen Unter­
gruppen in G0 sind, sind auch die Bedingungen a) und c) aus S 9/1 erfüllt und es 
gilt RxR2 = Rt x R2. Es gelte nun für a - 1 ^ 2 Rt ... Ra_i = Rt x ... x R a _i . 
Setzen wir S = Rx x ... x Ra_x = Rt ... R a _i . Hiernach ist S eine normale Unter­
gruppe in G0 = Rx ... R a_i . Ra und nach dem vorher Gesagten gilt SRa = S x Ra. 
Da für die Multiplikation in G sowie auch für das direkte Produkt das assoziative 
Gesetz gilt, gilt auch G0 = Rx ... Ra_x . Ra = Rt x ... x Ra_ t x Ra. 
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b) Nach a) ist Rt ... R ^ . Rl+l ... Ra = Rx x ... x R t_ t x Rt + 1 x ... x Ra 

und in bezug auf S 9/1 b) kann man schreiben Rt . (l)R = R. x (l)R. Da G0 = Rt x 
x (i)R ergibt sich nach S 2/1 Rt n (t)R = {e} und damit auch der Beweis des Satzes. 

B e m e r k u n g 3/1: Sind die Untergruppen Rx, . . . , Ra der Gruppe G, so ist die durch 
diese Untergruppen erzeugte Untergruppe <R t , . . . , Ra> mit deren Produkt R{ ... Ra 

dann und nur dann identisch, wenn die Untergruppen Rt, Rx91 =£ x (?, x = 1, ..., a) 
vertauschbar sind ([6], 63). Da normalen Untergruppen der gegebenen Gruppe 
stets vertauschbar sind, gilt der folgende Satz: 

S 11/1: Eine Gruppe G ist das innere direkte Produkt ihrer Untergruppen Rt, ..., Ra 

dann und nur dann, wenn 
a) die Untergruppen R l9 . . . , Ra in G normal sind und G durch R t , ..., Ra erzeugt 

ist, d. h. G = <R l5 . . . ,Ra> g/7l, 
b)für i = l , . . . , a R t n < R 1 , . . . , R t + 1 , . . . , R a > = {e} gilt. 
Beweis: 1) Es sei G das direkte Produkt ihrer Untergruppen R l9 ..., Ra. Nach 

S 9/1 c) sind Rt (i = V ..., a) die normalen Untergruppen in G. Nach S 10/1 a) gilt 
G = Rj x ... x Ra = Rx ... Ra. Bezüglich R l5 ..., Ra die normalen Untergruppen 
in G sind, gilt < R 1 , . . . , R t _ 1 , R t + 1 , . . . , R a > = Rt . . . R , ^ . R l + 1 ... Ra - (I)R. Dann 
nach S 10/1 b) ist Rt n (l)R = {e} und somit ist die Behauptung a) und b) unseres 
Satzes bewiesen. 

' 2) Es gelte nun a) und b) unseres Satzes. Aus b) folgt für i ^ x (i, x = 1, ..., a) 
Rt n Rx = {e}. Da nach a) Rt, Rx normale Untergruppen in G sind, gilt für u e R., 
veRx, daß w r a _ 1 i ; " ! G R l n R x - {<?} ist, woraus die Vertauschbarkeit der Ele­
mente u, v folgt. Somit ist die Gültigkeit b) von S 9/1 bewiesen. Nunmehr können 
wir schon zum Beweis von a) übergehen. Aus der Beziehung G = Rt ... Ra folgt, daß 
wir jedes Element ae G auf genau eine Weise als Produkt a = aY ... aa (at e Rt, 
i = 1, .. . , a) schreiben können. Wäre ax ... aa = a = bx ... ba und wegen S 9/1 b) 
etwa ax ^ bl9 so erhielte man ax = a(a2 ... aa)

_1, b~l = (b2 ... ba)a~l und somit 
auch b~1a1 = (b2 ... ba) (a~1a) (a2 ... aa)~

l = (b2a2
 2) ... (baa~l). Dann gehöre das 

Element b~1a1 ^ e wie in Rt als auch in R2 ... Ra = <R2, ..., Ra>, was im Widers­
pruch mit b) unseres Satzes wäre. Somit ist die Bedingung a) von S 9/1 und zug­
leich der ganze Satz S 11/1 bewiesen. 

S 12/1: Es sei A eine normale Untergruppe der Gruppe G = Rt x ... x Ra und A* 
ihre Projektion in R t. Dann ist 4* die normale Untergruppe in Rl (i = V ..., a). 

Beweis: Nach S4/1 ist A* ein Untergruppoid in Rt und d t eine P-Deformation 
([10], S 6/3), d. h. eine homomorphe Abbildung von G auf Rt. Folglich ist -4f eine 
normale Untergruppe in Rt ([1], 181). 

S 13/1: G sei eine Gruppe ohne (nichttriviales) Zentrum und G = Rx x ... x Ra, 
G = Sv x ... x Sß. Dann gilt: 

a) Rt ist in bezug auf SM Und Sx in bezug aufR1"1 konvex, 
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b) Diese inneren direkten Produkte besitzen isomorphe Verfeinerungen und G ist das 
innere direkte Produkt genau aller Untegruppen Clx = Rt n Sx (i = 1, ..., a; x = 
= 1 , . . . , « . 

Beweis: a) Es sei R* die Projektion von Rt in Sx und S* die Projektion von Sx 

in R, (i = V ..., a, % = V ..., ß). Wegen G = Rx x ... x Ra = Sx x ... x S^ und 
da Rt die Projektion von G auf Rt ist, erzeugen die normalen Untergruppen Sx] 
ersichtlich die Untergruppe Rt. Die Elemente von Untergruppen S* , S* (x ^ v, 
v = 1, ..., ß) sind vertauschbar, denn sie sind die Projektionen vertauschbarer Ele­
mente von Sx und Sv. Nach [10], S21/3 besitzt Rt kein (nichttriviales) Zentrum, 
weshalb auch der Durchschnitt von S*. mit der von übrigen Untergruppen S* er­
zeugten Untergruppe der Menge {<?} gleich ist, denn die Elemente dieses Durch­
schnitts mit allen Elementen von Rt vertauschbar sein müssen. Die Voraussetzungen 
von S 11/1 sind also erfüllt. Folglich ist Rt = S*t x ... x S* (i = 1, ..., a). Ähnlich 
beweist man Sx = R*x x ... x R*x (x = 1, ...,/?). Es gelten also die Voraussetzungen 
von S 19/3 aus [10]. b) nach [10], S 17/3 und G ist direktes Produkt der Unter­
gruppen CIX = Rt n Sx. Somit ist der Satz bewiesen. 

Wie bekannt, verstehen wir unter einem Kommutator der Elemente a, b einer 
Gruppe G das Element [a, b] = a~1b~1ah. Die Menge aller Kommutatoren von 
allen Elementepaaren a, b e G ist das Feld der sogenannten Kommutatorgruppe, die 
in G normal ist (z. B. [6], 92, 94). 

S 14/1: ES Sei C die Kommutatorgruppe in der Gruppe G = R± x ... x Ra und 
C. die Kommutatorgruppe in Rt. Dann ist C das innere direkte Produkt von C t , d. h. 
es gilt C = Cx x ... x Ca. Dabei ist C in G konvex. 

Beweis: Es bezeichne Ct* die Projektion von C in Rt (i = 1, ..., a). Ferner sei a, 
b e G, a = al ... a^b = bx ... ba. Hiernach ist leicht ersichtlich, daß die Projektion 
des Produktes ab in Rt das Produkt der Projektionen von Faktoren a, b ist, d. h. es ist 
das Element atbt. Die Projektion vom Kommutator a~1b~1ab e G in Rt ist also 
das Element a~lb~latbn was eingentlich der Kommutator von Elementen at, 
bteRt ist. Folglich gilt Cf c C t . Die Kommutatorgruppe C von G enthält die 
Kommutatoren aller Paare a, b e G und wohl auch aller Paare at, bteRtc: G. 
Darum gilt C t c= (C n Rt). Wir haben also insgesamt erhalten Cf cz Ct c (C n Rt). 
Nach S 5/1 a) ist (C n Rt) c Ct* und es gilt demnach Ct* = Ct = (C n Rt), i = 
= 1, . . . , a . Nach S 7/1 ist dann C = C t x ... x Ca und nach diesem Satze ist 
auch C in bezug auf jedes innere direkte Produkt Rx x ... x Ra der Gruppe G 
konvex, d. h. C ist in G konvex. 

2. Faktorgruppen und Deformationen 

S 1/2: ES Sei G eine Gruppe und Rt (i = V ..., a) ihre Untergruppen, G = Rt x 
x ... x Ra,

 (I)R = Rt x ... x R t_ t x Rf+1 x ... x Ra. Dann Sind die Faktor-
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gruppen G = GjU)R mit Rt isomorph. Die Elemente äL der Faktorgruppe Gt sind die 
mit (i)R äquivalenten Mengen. 

Beweis: Nach S 9/1 und S 10/1 sind Rt und ( 0R normale Untergruppen in G. 
Nach S 11/1 gilt G = Ri ... Ra. Aus dem Beweis von S 2/4 aus [10] folgt, daß at = 
= Rx x ... Rt__! x {a} x Rt + 1 x ... x Ra und in bezug auf die Vertauschbarkeit 
der Elemente von Rt, R* für i ^ x, bekommt man at = {at} x ( |)R = a. (t)R. Dem­
nach gilt at G G/(t)R = Gt Die übrigen Behauptungen folgen aus [10], S 2/4. 

S 2/2: Es sei G = Rx x ... x Ra eine Gruppe, U)R die Gruppe und Gt die Faktor­
gruppe aus S2JL Ferner sei f die isomorphe Abbildung von G auf Rx x ... x Ra 

und f, eine derartige Abbildung, die jedem. Element a e at = at . (,)R das Element 
a. e Rt zuordnet. Dann ist ft eine Deformation von G au/Rt und stellt die P-Deformation 
{im Sinne von [10], S 6/3) dar, die durch f induziert ist. 

Der Beweis folgt leicht aus dem Isomorphismus von Gt auf Rt (S 1/2) und aus der 
natürlichen Deformation von G auf G,. 

S 3/2: Es sei f eine isomorphe Abbildung der Gruppe G auf das innere direkte Pro­
dukt Rx x ... x Ra,fur die fr = (rj, ..., rj dann und nur dann ist, wenn r = rx ... ra. 
Es sei {G l5 ..., Ga} e/n zum System der Untergruppen {Rl9 ..., Ra} gehöriges Faktor­
gruppensystem. Es sei ft eine P-Deformation von G aufRr Dann wird durch jede Faktor­
gruppe G. = Gj{l)R aus diesem System genau eine P-Deformation f. von G aufRt de-
finiert und umgekehrt. 

Der Beweis folgt offensichtlich ans [10], S 2/4, D 3/4 und S 2/2. 

D 1/2: Es sei G = Rx x ... x Ra, G, = G/(f)R die Faktorgruppe undi: die P-De­
formation aus S 3/2. Dann heiySt das System aller Faktorgruppen aus S 3/2 das voll­
ständige, zum System {Rl9 ..., Ra} (Oder zum System {fi, •-• Ja)) gehörige Faktor­
gruppensystem. Die Menge {fx , . . . , f a} heißt dann das vollständige, zum System 
{Rj, ..., Ra} gehörige P-Deformationensystem. 

S 4/2: Es sei G eine Gruppe und es gelte G ^ Rx x ... x Ra, 'R = ^ x ... x 

x R :„! x Rt + 1 x ... x Ra. Dann gilt: 

a) ^R^R = Gfur ^ x ( i , x = l a), 

b) n ( l )* = Wi-

Beweis: a) Nach S 1/2 ist G, = G/(J)R, G* = ^/ (X)R- N a c h - 1 0-» S 3 / 4 a ) S j l t 

[6., S J - Gmax für i # x( , , x = 1, . . . , a ) . Nach [1], 167 gilt [G/<->R, G/<">R1 = 
= GI^R^R, woraus (l)R(*>R = G folgt. 

b) Nach [10], S 3/4 c) ist (G1? . . . , Ga) = (G/(1)R, — G/(*>R) = 6«.-- H i e r ^ 

nach [1], 167 (G1? ..., GJ = Gj f) (<>R, was mit f) (l)R = W gleichbedeutend ist. 

c c i * r „ • r • ^ /- o p G — R'. x Ri w ^ ^2 'w/7 R? isO-
S 5/2: Es sei G eine Gruppe, G = Rx x K2, w — ^ I 2 2 2 
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morph. Es sei Z das Zentrum in G und Z x , Z 2 , Z[, Z'2 die Zentren in Rj , R2, R\, R2. 
Dann gilt: 

a) Rx /st m/l Rj isomorph, 
b) Zi und Zx', Z 2 und Z^ s/ud isomorph. 
Beweis: Die Behauptung ist richtig nach [10], S 4/4. 

3. Direkt Zerlegbare Gruppen 

D 1/3: Die Gruppe G heißt direkt zerlegbar, wenn in ihr solche Untergruppen 
R1? ..., Ra bestehen, daß 
1. G das innere direkte Produkt dieser Gruppen ist, d. h. G = Rx x ... x Ra, 
2. jede Faktorgruppe Gf = G/(0R # Gmin, d. h. (l)R ^ {e}. 
In diesem Falle spricht man auch über (innere) direkte Zerlegung der Gruppe G und R( 

wird direkter Faktor dieser direkten Zerlegung genannt. Sonst sagt man, die Gruppe G 
ist direkt unzerlegbar. 

S 1/3: Die Grupe G ist dann und nur dann direkt zerlegbar, wenn in ihr solche Unter­

gruppen R1? ..., Ra existieren, daß: 

a) G = Rj x ... x Ra ist, 

b) keine der P-Deformationen f. aus dem votständigen, zu {Rt, ..., Ra} gehörigen 

System {fl5 . . . ,fa} e/ue isomorphe Abbildung ist. 
Der Beweis folgt aus [10], S 5/4. 

S 2/3: Es sei G eine direkt zerlegbare Gruppe. Dann ist G = Rt x ... x Ra, wo 

gilt: 

' a) a g: 2, 

b) mindestens zwei Untergruppen R,, Rx, z ^ x(i, K = l, . . . , a ) derart bestehen, 
daß Card R. > l, Card Rx > 1. 

Der Beweis folgt aus [10], S 6/4. 

Bemerkung 1/3: a) Unter einer trivialen Untergruppe A der Gruppe G versteht 
man, wie bekannt, eine derartige Untergruppe A für die entweder A = G oder Ä = {e} 
gilt. Sonnst heißt A eine nichttriviale Untergruppe von G. 

b) Wie bekannt, die Gruppe G heißt einfach, wenn sie genau triviale normale 
Untergruppen besitzt. 

S 3/3: Die Gruppe G mit dem Einselement e ist direkt zerlegbar dann und nur dann, 
wenn sie solche nichttriviale normale Untergruppen Rl9 R2 besitzt, daß G = RlR2 

und Rt n R2 = {e} gilt. 

Beweis: Da R1, R2 normale Untergruppen in G sind, gilt R ^ ? = R2R1 • Aus [1], 
167 folgt, daß die Faktorgruppen Gt = GjR2, G2 = G/Rt komplementär sind. Nach 
[1], 167 gilt für ihre kleinste gemeinsame Überdeckung die Gleichheit [G l9 G2] = 
= G/RXR2, woraus in bezugauf G = RtR2 [G1? G2] = Gmax folgt. Da Rx n R2 = {e} 
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ist, gilt nach [1], 167 für die größte gemeinsame Verfeinerung (G l 9 G2) = 
= GjR± n R± = Gmin. G l 5 G2 sind also stark komplementär. Da R1? R2 nichttri­
viale Untergruppen in G sind, sind auch die Faktorgruppen G l 5 G2 nichttrivial. 
Nach [1], 167 sind alle Faktorgruppen auf G von genau allen normalen Untergrup­

pen erzeugt. Die Bedingungen des Satzes S 7/4 aus [10] sind somit erfüllt und unser 
Satz bewiesen. 

S 4/3: Eine einfache Gruppe ist direkt unzerlegbar. 

Beweis: G und £ = {e} sind die einzigen möglichen normalen Untergruppen in 

der einfachen Gruppe G, woraus sich nach S 3/3 unsere Behauptung ergibt. 

D 2/3: G heißt eine direkt vollständig zerlegbare Gruppe, wenn für jeden Faktor R. 

(i = l , . . . , a ) der direkten Zerlegung G — Rx x ... x Ra folgende Bedingungen 

gelten: 

a) Rt ist eine direkt unzerlegbare Gruppe, 
b) Card R. > 1, d. h. RL # {e}. 

In diesem Falle spricht man auch über eine direkte vollständige Zerlegung von G. 

S 5/3: Es sei G = Ri x ... x Ra eine direkte Zerlegung der Gruppe G und es gelte 
für jeden Faktor R. (i = 1, ... , a) 

a) R. ist einfach, 
b) Card R. > 1. 

Dann ist G = Rt x ... x Ra eine direkte vollständige Zerlegung. 

Der Beweis folgt aus [10], S 9/4 und S 4/3. 

S 6/3: Es seien G = R1 x ... x Ra, G = Sr x ... x Sß direkte vollständige 
Zerlegungen der Gruppe G. Die Gruppe G sei ohne (nichttriviales) Zentrum. Dann sind 
diese direkte Zerlegungen isomorph. 

Beweis: Nach der Voraussetzung sind R,, Sx direkt unzerlegbare Gruppen. Mit 
Berufung auf Beweis des Satzes S 13/1 gelten diese Gleichheiten: Rt = S*t x ... x Sß\ 
(i = 1, . . . , a), Sx = R*x x ... x R*x (x = 1, ... , /?). Es sind also die Bedingungen 2. 
des Satzes 10/4 aus [10] erfüllt. Damit ist gezeigt, daß unsere Behauptung richtig ist. 

S 1/3: Es seien G = Rt x ... x Ra, G = S1 x ... x Sß direkte Zerlegungen und es 

gelte für die direkten Faktoren für i = l , . . . , a , tt=l, . . . , / ? : 

a) Rt, Sx sind einfache Gruppen, 
b) Card Rt > 1, Card Sx > 1. 

Es gelten weiter die übrigen Voraussetzungen aus S 6/3. Dann sind die betrachteten 
Zerlegungen isomorph. 

Der Beweis folgt aus S 4/3 und S 6/3. 
Man kann abschließend noch bemerken, daß die ganze hier demonstrierte Theorie 

sich auf die Gruppoide- und Gruppentheorie mit Operatoren erweitern läßt. Die 
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Anwendung der Kettentheorie auf die der inneren Produkte von Gruppoiden und 

Gruppe mit Operatoren wurde bereits in der Zusammenfassung von [9] angedeutet 

und in [8] durchgeführt. 
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S H R N U T Í 

K PROBLÉMU V N I T R N Í C H D I R E K T N Í C H 
SOUČINŮ G R U P O I D Ů 

LADISLAV S E D L Á Č E K 

V této práci jsou studovány některé otázky vnitřních direktních součinů grupoidů 
a grup, jejich izomorfního zjemnění a izomorfismu. Práce je pokračováním práce [10] 
a využívá výsledků tam dosažených. 
Vnitřní direktní součin grupoidů je definován takto (D 1/1): Necht Rt jsou podgru-
poidy grupoidů G. Nechť G je direktním součinem těchto podgrupoidů, tj. nechť 
G+-> Rx x ... x Ra. Je-li izomorfismus d grupoidů G na Rx x ... Ra dán před­
pisem ár = (rí9 . . ., ra) tehdy a jen tehdy, když r = rx ... ra (r e G, rt e R „ i = 
= V ..., a), pak říkáme, že grupoid G je vnitřním direktním součinem svých pod­
grupoidů Rt a píšeme G =-= Rí x ... x Ra. V § 1. jsou pak studovány vnitřní direktní 
součiny grupoidů, podmínky nutné a postačující pro jejich existenci ( S I /l, S 9/1, 
S 11/1). Je zaveden pojem relativně konvexního a konvexního podgrupoidů. Ukazuje 
se, že tento pojem je funkční, tj. že např. centrum pologrupy (S 8/1) a komutátorová 
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grupa (S 14/1) jsou konvexní podgrupoidy. Dále se pomocí relativní konvexnost 
dokazuje (S 13/1) známá věta o existenci izomorfního zjemnění vnitřních direktních 
součinů grupy bez netriviálního centra. 

V § 2. jsou studovány některé otázky deformace (tj. homomorfismu) grup a fakto­
rových grup z hlediska vnitřních direktních součinů. V § 3. jsou pak zkoumány některé 
vlastnosti direktně rozložitelných grup. Přitom v paragrafech 2. a 3. jde o další 
aplikace některých výsledků z práce [10]. 

РЕЗЮМЕ 

К П Р О Б Л Е М Е В Н У Т Р Е Н Н И Х 
П Р О И З В Е Д Е Н И Й ГРУППОИДОВ 

Л А Д И С Л А В С Е Д Л А Ч Е К 

В настоящей работе изучаются некоторые вопросы внутрених прямых произ­
ведений группоидов и групп, их изоморфное уплотнение и изоморфизм. Работа 
является продолжением [10] и использует там достигнутые результаты. 

Внутренное прямое произведение группоидов определяется следующим 
образом (О 1/1): Пусть Я. подгруппоиды группоиду (а. Пусть С прямое произ­
ведение этих подгруппоидов, т. е. пусть С <-> Яг х ... х Яа. 

Если изоморфизм 6 группоиду С на Я. х ... Ка определен правилом Аг = 
= (гх 9..., гл) тогда и только тогда, когда г = гх ... га(г е С, г. е Я., г = 1, ..., а) 
тогда говорим, что группоид С есть внутренним прямым произведением своих 
подгруппоидов Я. и пишем (л = И1 х ... х Яа. 

В § 1. изучаются потом внутренние прямые произведения группоидов, не­
обходимые и достаточные условия для их существования (8 1/1, 8 9/1, 8 11/1). 
Вводится понятие относительной выпуклости и выпуклого подгруппоида. 
Показывается, что это понятие является фнукциональным, т. е. что, например, 
центр полугруппы (8 8/1) и группа комутатор (8 14/1) являются выпуклыми 
группоидами. Далее доказывается с помощью относительной выпуклости 
(8 13/1) известная теорема о существлвании изоморфного уплотнения внутрен­
них прямых произведений групп без нетривиального центра. 

В § 2. изучаются некоторые вопросы гомоморфизма групп и фактор-групп 
с точки зрения внутренних прямых произведений. В § 3. изучаются потом не­
которые свойства прямо разложительных групп. Причем в § 2. и 3. имеем дело 
с апликацией некоторых результатов из работы [10]. 
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