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UBER D'—DIVERGENTE LOSUNGEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG

x® = flx, x', ..., x"" ;1)

) JAN VORACEK
(Eingegangen am 18. September 1972)

In der vorliegenden Bemerkung beschreiben wir eine Methode, welche die Existenz
einer Menge X der Losungen der Differentialgleichung

X = fx, ¥, oo, 3075 1) | )
zu beweisen ermoglicht, welche die Relationen
lim|x(t)| = + o0, limsup |[xP ()| <D(i=1,...,.n—1) )
t=>+ o0 t=>+ o
erfiillen; dabei ist die Konstante D’ fiir alle Losungen aus X dieselbe. Die Losungen
aus X, welche mittels der Eigenschaft (2) charakterisiert sind, wollen wir im Folgenden
kiirzer als D’-divergente Losungen bezeichnen.
Es handelt sich um Beschreibung einer Methode, die in bestimmten Sonderfillen
bereits in einigen fritheren Arbeiten des Authors benutzt wurde ([1], [2], [3]).
1. Wir fiihren zuerst einen Satz aus dem Gedankenkreise der Satze iliber D-Systeme
von Differentialgleichungen an. Es sei ein Differentialgleichungssystem

X = Sy s X ) = 1) ®

gegeben, wo f; (i = 1, ..., n) stetig auf E,,(xy, ..., X,; t) sind. Weiter seien p; <
< p, < ... < p (k £ n) k natiirliche Zahlen die < » sind. Die k — tupel py, p,, ...,
: k

P wollen wir kurz mit K bezeichnen und den Ausdruck )’ [ x,, | mit dem Sym-
i=1
bol | x |-

Satz 1. Es existiere eine Funktion V(x,,, X,,, ---» Xp,), die erste stetige Ableitungen
nach allen ihren Argumenten auf E/(x, , X,,, ---» Xp,) besitzt. Es mogen weiter zwei
Konstanten Q > P > 0 so existieren, daf die Ungleichheit

Min V (x,,, Xp,s -5 Xp) > Max V(x,,, Xp,, -5 Xp,) ©))

1xlk2Q |x|k=P
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gilt. Wenn in E,((x{, X5, ..., X,; 1) noch

A

. v . . .
.Z;%Y_fpi(x\9x2,-~~axn;t)§0 (5)
= pi

Differentialgleichungssystems (3), fiir welche | x(ty) |, < P ist, die Ungleichheit
[x() e < Q : C (6)

fiir jedes t, fiir welches die betrachtete Losung existiert.
Der Beweis dieses Satzes kann auf eine bekannte Weise erbracht werden (vgl. z. B.
[4]).

Wenn wir die Differentialgleichung (1) in das System

fiir | x |, = P erfiillt ist, dann gilt fiir jede Losung x(t) = (x,(t), x(t), ..., x,(1)) des

e N S (L TRE SRy (1)

iberfithren und fiir K die Menge 2, 3, ..., n wihlen, bekommen wir aus Satz | den
folgenden

Satz 2. Es existiere eine Funktion V(x,, X3, ..., X,), die stetige Ableitungen erster
Ordnung nach allen ihren Argumenten in E,_(x,, x5, ..., x,) besitzt. Es mogen weiter
zwei Konstanten D' > P > 0 so existieren, dafs die Ungleichheit

Min V(x,, x5, ..., x,) > Max V(x,, x5, ..., x,,) 4)

|x|k=D Ix|k<P
gilt. Wenn in E, ((x{, x5, ..., X,; t) fiir | x |, = P noch
n—1 ~
av av .
X 4+ — (X, X5, ooy X3 1) 0, 5
kgz axk k+1 ax" f( 1 2 n ) ( )

erfiillt. ist und t, eine reelle Zahl bedeutet, dann gilt fiir jede Losung x(t) der Diffe-
rentialgleichung (1), fiir welche

n—1 N
X 1x%(t) | = P (7
i=1

ist, die Ungleichheit
n—1
Y IxP) o 6)
i=1

auf der ganzen Halbgerade { t,, + ).
Beweis. Wir brauchen nur die Existenz jeder Losung x(¢) von (1), die (7) erfiillt,
auf der Halbgerade <{t#,, + o0) zu beweisen, da sonst alles aus dem Satze 1 folgt.
Wenn aber die betrachtete Lésung x(¢) nicht auf der ganzen Halbgerade <¢,, + o)
existiere, miilite es ein ¢, geben, 7, < t; < + oo so, daB x(t) auf {¢,, ?,) existiere und
limsup | x(f)| = + o0 . ®)

t=ity
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wire. Auf {t,, t;) haben wir aber nach (6") | x'(t) | = D’ und also auch
| x(t) = x(t) | £ D'(r — 1¢).

Da x(¢) stetig ist, steht die letzte Ungleichheit im Widerspruch zu (8).

2. Nun werden wir einen Satz beweisen, der unter gewissen Voraussetzungen, aus
den die Ungleichheit (6) erfiillenden Losungen die D’-divergenten Losungen auszu-
sondern ermdoglicht.

Satz 3. Die Voraussetzungen des Satzes 2 seien erfiillt. Es moge weiter eine Funktion
U(xg, X5, ..., X, 1) existieren die stetig auf E,. (Xy, X5, ..., X,; 1) ist und dariiber
noch folgende Eigenschaften besitzt:

n

1) Sie ist in jedem Zylinder der Form Y | x;| < T(T > 0),

=

L

S — 0 <t< 4w beschrinkt.

2) Auf der Menge Y | x;| £ D', —o0 <t < 400 ist die Relation
i=2

lim U(xy, x5, ..., X,51) = +00 , 9)
[xi]=+o
erfiillt.

3) Ulxy, x5, ..., X, t) besitzt stetige Ableitungen erster Ordnung nach allen ihren
Argumenten auf E,, (X, X5, ..., X,; t) und es gibt zwei positive Konstanten R, d so,
dap die Ungleichheit ‘

ou " ou ou
—— + ——Xip1 = f(xy, x5, ., X5 8) > d 10
at i; Uxi i+1 Ox” f( 1 2 ) ( )
n

auf der Menge | x, | 2 R,y | x;| £ D', —o0 < 1 < 400 giiltig ist.
i=2

Dann gibt es eine Konstante S > R so, dafy jede I.isung x(t) von (1), welche den
Ungleichheiten (t, — reelle Zahl)

X =S, Y 1x00)] £ P (11)

geniigt D'-divergent ist.

Beweis. Wir bezeichnen mit Sup(R) das Supremum der Funktion U(x,, x,, ..., x,; t)
auf der Menge | x; | = R,.i | x(t)] £ D', —0 <t < +oo. Aus der Eigenschaft 1)
folgt, dall Sup (R) < +oo‘:iszt. Aus (9) geht weiter die Existenz einer Zahl S > R
hervor mit der Eigenschaft, dal auf der Menge | x; | = S, i|x,-l =D, —w0 <
< t +00 die Ungleichheit o

U(xy, Xgy ooy X3 1) > Sup(R) - (12)
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richtig ist. Wir werden jetzt beweisen, dal jede solche Losung x(#) von (1) D'-di-
vergent ist, welche in ¢, den Ungleichheiten (11) geniligende Anfangsbedingungen
erfiillt. Zu diesem Zwecke setzen wir in U(x,, x,, ..., X,; t) fiir x; die Funktionen
X"V (@) (i=1,2,...,n;x® = x) ein. So erhalten wir eine zusammengesetzte
Funktion von ¢, die wir mit U,(¢) bezeichnen werden. Wir rechnen jetzt die Ableitung
U,(t) dieser Funktion aus. Zuerst haben wir

, oU "ooU dxUTD
V)=t 2 o —ar (13

Das Funktionensystem x(2), x'(t), ..., x"~1) (¢) stellt natiirlich gleichzeitig eine Lésung
x4(2), x,(¢), ..., x,(t) des Differentialgleichungssystems (1') dar. Demzufolge bekom-
men wir aus (13) weiter

ou " ou oU
(1) = ; s X3 1) 14
Ux(t) at + = axi xl+1 + 5x,, f('xl s X2, > xns l) ( )

Wenn fiir x(t,), x'(ty), ..., x"“ 1 (t,) die Ungleichheiten (11) richtig sind, dann

existieren laut Satz 2 alle diese Funktionen auf der Halbgerade {¢,, + c0) und erfiillen
n—1 n

hier die Ungleichheit ) | x@ (1) | = | x,(¢1) | £ D'. Aus (14), (10) und aus der
i=1 i=2

Stetigkeit der betrachteten Funktionen sehen wir jetzt, dal3 ein 6 > 0 existiert so, dal

auf dem Intervalle J = {t,, t, + ) die Ungleichheit

U(t)y>d (15)
besteht. J ist dabei durch die Relation | x{(¢) | = | x(¢) | > R charakterisiert. Gabe
es aber eine Zahl © > 1,50, daB | x;(1)| = | x(¢) | > R fir t, £t < © wire und

| x,(@) | = | x(®)| = R, dann miBte auch die Ungleichheit
U(@) = Sup(R) < U,(1)

richtig sein, die aber mit der Tatsache im Widerspruch steht, dal nach (15) fiir alle
tety, ©) U)t) > d > 0 ist. Die Relation | x,(¢) | = | x(t) | > R besteht also auf
der ganzen Halbgerade (1,, +bo). Damit ist auch (15) auf {¢,, +00) richtig und
deshalb lim U (t) = + 0. Aus den Eigenschaften 1), 2) der Funktion U(x,, x,, ...,

t—=+ o0

.ovy X, t) folgt jetzt unmittelbar lim | x,(¢) | = lim | x(¢) | = + o0, was zu beweisen
t— + oo t— + o0

war.

Bemerkung. Es ist klar, daf} eine noch allgemeinere Fassung der Satze 1, 2, 3
moglich wire. Wir verzichten darauf, da wir bisher fiir die evtl. allgemeineren Satze
keine Anwendung kennen.

3. Wir werden jetzt die Anwendung der in den Abséatzen 1., 2. angefiihrten Satze
in einfachen Beispielen zeigen. Weitere Beispiele, die iiberwiegend Differential-
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gleichungen dritter Ordnung betreffen, kann der Leser in den bereits zitierten Arbeiten
finden.
Wir betrachten zuerst die Gleichung
X"+ fi(x) X+ h(x) = e(?), (16)

wo f1(x), h(x), e(t) stetig sind auf der reellen Achse. Aullerdem wollen wir die Existenz
positiver Konstanten H, E, ¢ so voraussetzen, dafl folgende Abschitzungen gelten:

|h(x)| £ H,|e(t)]| £ E fir alle x, ¢ 17)
und
f[i(x) > ¢ fiir alle x. (18)

Das Differentialgleichungssystem dquivalent mit (16) lautet
Xp = Xy, Xy = —fi(x1) x; — h(x;) + e(?). (16"

Um den Satz 2 anzuwenden, geniigt es 2V(x,) = x2 zu setzen. Fiir den Ausdruck
aus (5') bekommen wir dann (unter Beachtung von (17), (18)):

L (Al xa = h) + (1)
2
—f1(xy) xg —x)x, +e(t)x, S| x,|(—¢e|x,| + H+ E),

so dal wir z. B. P > - (H + E) setzen konnen und D’ nur die einzige Bedingung

D’ > P zu befriedigen braucht. Nach Satz 2 gilt also folgende Behauptung: Jede
Lésung x(t) von (16) (wo /(x), e(t) und f;(x) den Voraussetzungen (17) und (18)
geniigen), die in einer reellen Zahl ¢, die Ungleichheit | x'(t,) | < P erfiillt, existiert
auf {1y, +00) und kann dabei durch | x'(t) | £ D’ abgeschitzt werden, wo D’ eine

beliebige Zahl > Max (P —(H + E)> bedeutet.

Um den Satz 3 anzuwenden, betrachten wir nun die Differentialgleichung
n—1
X0+ Y A 1 h(x) = e(1),  (xP =x) (19)
k=1
mit stetigen f; (k = 1,2, ..., n — 1), h, e. Wir setzen Fi(x) = [ fi(s) ds.
0

Satz 4. Die Gleichung (19) mége den Voraussetzungen des Satzes 2 geniigen. Es sei
M, = Max | F(x) | (k =2,3,....,n = 1) fiir | x| £ D' und aufer (17) seien noch
folgende Bedingungen erfiillt:

t
[[e(s)ds| £ E, fiir alle ¢, ' (20)

0

n—1

lim sup Fy(x) h(x) < ~A4 = —(D' + Z M, + E,),
|x| =+ k

lim F(x) = +o0. Q1)
| x|+ .
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Dann besitzt (19) D' — divergente Losungen.
Beweis. Das Differentialgleichungssystem, dquivalent mit (19) ist

n—1 ‘
X] = X5, X) = X3, 0, Xy = — Z Ju(xi) X r — h(xyp) + e(0). (199
k=1

Wir setzen
t

n—1 2
2U(X s Xgy oeey X3 1) = <x,, + Y Fu(x) — Je(s)ds) . ‘ _(22)
k=1
0

Es ist nach (20), (21) klar, da3 U die Eigenschaften 1) und 2) aus dem Satz 3 besitzt.
Fiir den Ausdruck aus (10) bekommen wir (vgl. (17), (20) und die Definition von A

in (21))
ou  "dou ou , "
*é?‘ +i;1 —ax—l Xitq + '—_‘j’: (_k:zlfk(.xk) Xe+1 — h(xl) + e(t)) =
. t
= “h(xl)<xn + ZZFI\'(XA') - Je(s) ds> = Fy(xy) h(x,) 2
k=
0
z —Fy(x)) h(x,) — A. (23)
Wenn wir jetzt die Bezeichnung 2d = —lim sup F,(x) h(x) — A einfiihren, so

|x|—=> oo+
folgt aus (21), dal 4 > 0 ist und ein R > 0 so existiert, daBl — F;(x) h(x) — A > d
fir alle | x | = R gilt. Fiir | x; | 2 R haben wir also nach (23)

ou " ou ou , "
o T4 Xiy1 t+ ?}:(_kzlfk(xk) iy — h(xy) + e(1)) > d

und der Satz ist bewiesen.

Wir kehren noch zu der Gleichung (16) zuriick, wo f;, /i, e die obenangefiihreten
Bedingungen (17), (18) und (20) erfiillen. Man kann hier den Satz 4 anwenden. Es ist
aber besser in diesem Falle

X1 t
20(xy,x,51) =2 Jh(s) ds + (xz + Fi(x;) — J‘e(s) ds>2 (24)
0 AO
zu sezten, da auf diese Weise wir (vgl. (16"), (17), (20))
cU ou U
+

T + mxz (7;6—2('f‘1(x1)>~'2 — h(x;) + e(1)) = Fy(x,) h(x;) +

+ h(x,) Je(s)ds = —F,(x;) h(x,) — HE

erhalten.
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Zu den Bedingungen (17), (18), (20) geniigt es also nur noch die Bedingung
lim sup F,(x) h(x) < —HE,
|x|=+»

beizufiigen, da in diesem Falle (24) die Eigenschaften 1), 2), 3) aus dem Satz 3 besitzt
und sichert damit die Existenz von D’divergenten Losungen.

Mit Hilfe der Funktion U(x,, x,,; t) aus (24) kann man sehr leicht auch die Kon-
stante .S abschitzen.
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SHRNUTI

O D-DIVERGENTNICH RESENICH
DIFERENCIALNI ROVNICE
XM = f(x, X'y ..., x"" ;1)

JAN VORACEK

V préaci je popsana obecna metoda, jiz lze dokazat existenci D’-divergentnich
feSeni, t. j. feSeni spliiyjicich vztahy (2). Metoda, ktera je zaloZena na vyuZiti Ljapu-
novskych funkci, je potom ilustrovana na pfikladé rovnic (16) a (19).

PE3IOME
O D-PACXOJUSTHINXCH PEIHEHIAX
JAHOOEPEHIIITAJIBHOTO VPABHEHMWII
xm = f(x, x'y ..., X" ¢)

SAH BOPAYEK

B nacroswei pabore npuBoaUTCs OOLLMIA METOM, C TOMOILBIO KOTOPOTO MOXHO
[l0Ka3aTb CYLIECTBOBaHME D’-pacXolsIUUXCs peLleHUH, T. €. pelleHui, yaOBJIEeTBO-
PSAIOLLUHMX COOTHOUWIEHHIO (2). MeTod, KOTOpblH OCHOBBIBAETCS HAa MHCIOJIb30BaHUU
GbyHkuui JIankHoBa NEMOHCTPUPYETCsl HOTOM Ha TipuMepax ypasHeHuit (16) u (19).
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