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EINE EBENE IM PROJEKTIVEN RAUM
MIT HOMOMORPHISMUS

FRANTISEK MACHALA
(Eingelangt am 19. 6. 1974)

W. Klingenberg definierte in [2] projektive und affine Ebenen mit Homomorphis-
mus und mit Hilfe der Axiomen (d), (D), welche an Translationen der affinen
Ebenen mit Homomorphismus gewisse Forderungen stellen, definierte er desargues-
sche affine Ebenen mit Homomorphismus. Ferner wird in [2] ein projektiver und
ein affiner Raum mit Homomorphismus der Dimension 3 erklart und es wird gezeigt,
daB jede Ebene im affinen Raum mit Homomorphismus eine desarguessche ist.
In [3] werden dann projektive Ridume mit Homomorphismus endlicher Dimension
definiert.

In [5] behandelt man gewisse Konfigurationen (k), (Kp) in affiner Ebene mit Homo-
morphismus, zu denen SchlieBungssitze (d,), (Dp) aufgestellt werden. Es wird gezeigt,
daf} einc affine Ebene mit Homomorphismus eine desarguessche im Sinne von [2]
genau dann ist, wenn die SchlieBungssétze (dy), (Dp) fiir alle Konfigurationen (k), (Kp)
befriedigt sind.

Die vorliegende Arbeit besteht aus vier Teilen. Im ersten Teil sind einige grund-
legende Definitionen aus [2], [5] zusammengefaBt. Im zweiten Teil ist der axio-
matische Aufbau des projektiven Raums mit Homomorphismus beliebiger (endlicher
sowie unendlicher) Dimension durchgefiihrt. Im dritten Teil wird bewiesen, daB jede
Ebene im projektiven Raum mit Homomorphismus eine projektive Ebene mit Homo-
morphismus ist. Im vierten Teil wird ein affiner Raum mit Homomorphismus definiert
und mit Hilfe der SchlieBungssatze (d,,), (Dp) aus [5] wird gezeigt, dal jede Ebene
in diesem Raum eine desarguessche affine Ebene mit Homomorphismus ist.

I

Definition 1. Eine Inzidenzstruktur b ist ¢in Tripel (B, L, I), wo B, L, I die Mengen
mit folgenden Eingeschaften sind: B n L = (i, 1 = B x L. Die Elemente aus B heiflen
Punkte, von L Geraden, die Relation I hei3t Inzidenzrelation. An Stelle von (P, p) € 1
bzw. (P, p) ¢ 1 schreibt man kurz P1p bzw. P ¥ p und man verwendet die iiblichen
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Sprachwendungen: ein Punkt P und ecine Gerade p inzidieren (inzidieren nicht), P liegt
auf p, p geht durch P und dhnlich. ({1]).

Bemerkung 1. Eine projektive Ebene und ein projektiver Raum sind Inzidenz-
strukturen, ([6], [4]).

Definition 2. Seien | = (B, L,1), I’ = (B’, L', I') Inzidenzstrukturen. Eine Ab-
bildung ¢ : Bu L - B U L’ (kurz ¢ : 1 - I') heiit ein Homomorphismus, wenn
es gilt
1.Bp < B, Lp L’
2.PIp=Pol pp, VPeB, Vpe L.

Der Homomorphismus ¢ : 1 - I’ heiit ein Epimorphismus, wenn Bp = B/,
Lo = L’ gilt.

Definition 3. Vorgelegt seien eine Inzidenzstruktur R = (B, L, I), eine projektive
Ebene R und ein Epimorphismus ¢ : R — R. Das Tripel (R, R, ¢) heiBt eine projektive
Ebene mit Homomorphismus, wenn es gilt:

1. X, YeB, Xo = Yp = Die Punkte X, Y inzidieren mit genau einer Geraden

aus L.

2. x,y€elk, x¢ % vp = Die Geraden x, y inzidieren mit genau einem Punkt aus B.

Bemerkung 2. Im weiteren werden wir unter dem Begriii projektive Ebene mit
Homomorphismus direkt die Inzidenzstruktur R verstehen: zur Vereinfachung der
Schreibweise wird X¢ = X, x¢ =X, VX e B, Vxe L gesetzt. Jede Gerade kann als
cine mit ihr inzidicrende Punktmenge angesehen werden. Die Inzidenz wird dann
mit € geschrieben werden. Die nach 1 aus Definition 3, durch die Punkte X, Y
bestimmte Gerade bezeichnen wir mit X + Y. Sinngemif wird mit ¥ + Y eine
in R durch die Punkte X, Y bestimmte Gerade bezeichnet.

Definition 4. Vorgelegt sei eine projektive Ebene R = (B, L., ¢) mit Homomorphis-
mus. Es werde einc Gerade /€ L gewihlt, es bezeichne L’ eine Menge der Geraden
gcL,woq =1l und B’ eine Punktmenge aller Geraden aus L'. Die Inzidenzstruktur
R, = (B\ B, L\ L, €) nennen wir eine affine Ebene mit Homomorphismus.

Bemerkung 3. Das Bild R, der affinen Ebene R, mit Homomorphismus im Homo-
morphismus ¢ ist eine affinc Ebene in R mit uneingentlicher Geraden /. Die Ein-
schrinkung des Homomorphismus ¢ auf R, ist ein Epimorphismus von R, auf R,.
Ist die Gerade x aus R, so liegen ihre Punkte auf einer gewissen Geraden aus R, die
thren Trager darstellt.

Definition 5. Die Geraden x, y einer affinen Ebene R; mit Homomorphismus nennt
man parallel, wenn ihre Trager einen Punkt auf der Geraden | gemeinsam haben.

Bemerkung 4. Aus den Definitionen 3, 4 und 5 folgt, daB man zu jeder Geraden
durch jeden Punkt genau eine Parallele existiert.

Definition 6. Die Konfiguration (k) in einer affinen Ebene mit Homomorphismus
ist ein Paar ((a), (U;, V))i=1, wo ay, ..., a, parallele Geraden sind mit a; # @, ,
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und (U;, V) sind Punktepaare mit U;, V,ea;, U, + V,, U; + U;4, ||V, + Viets

Vie{l,2,3,4}, Vje{l,2,3}. (Abb. 1.)

Definition 7. Vorgelegt sei ein Festpunkt P in einer affinen Ebene mit Homo-
morphismus. Die Konfiguration vom Typ (K,) ist eine Gesamtheit {Q, Q’, R, R’,
U, U, v,v}, fir die R,0,0 P, Q'eP+Q, 0+0Q, R¢éP+ 0, Re
EP+R Q+R|Q+R, UVER+Q, UV, U+ Q| U +0Q, U+ R||
U +R. V+Q|V +Q.V+R|V + R gilt (Abb. 2.)

|
llU+ | V;, u‘r
1! Us ,M 9
T T I
! I
! Uz ! K a,
t .
e ;
| / a,
I U, | V’
AbD. 1

Abb. 2

Schliefungssatz (d). Vorgelegt sei eine Konfiguration (k). Geht durch die Punkte
U,, U, eine Gerade 1, so geht dic mit / parallele und durch den Punkt ¥, hindurch-

gehende Gerade / auch durch den Punkt V, gilt.
Schliefungssatz (Dp). In der Konfiguration (Kp) gilt U + V|| U + V.

Definition 8. Eine affine Ebene mit Homomorphismus, in welcher SchlieBungs-
siitze (d), (D,) fiir beliebige Konfigurationen (k), (Kp) gelten, heil3t desarguessche.
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I

Es sei nun eine Inzidenzstruktur P, ein projektiver Raum P belicbiger (endlicher
oder unendlicher) Dimension und ein Epimorphismus x : F — P vorgelegt. Es werde
Xx = X, px = p fiir einen beliebigen Punkt X und fiir eine belicbige Gerade p aus
P gesetzt. Im weiteren wird die Giiltigkeit des folgenden Axioms vorausgesetzt:

Axiom A,. Ist P % Q, so geht durch die Punkte P, Q genau eine Gerade.

Bemerkung 5. Nach Bemerkung 2 wird dic Inzidenz in P, P mit € bezeichnet;
P + Q bedeutet die durch die Punkte P, Q, P & Q bestimmte Geradc aus P.

Definition 9. Eine Gesamtheit U der Punkte aus P heifit cin Teilsystem, wenn es
gilt: A,BeU, 4+B,Xed+ B=>XeU,

Bemerkung 6. Eine leere Menge 4 wird als Teilsystem angesehen, jedes Punkt ist
ein Teilsystem, die Gesamtheit aller Punkte X mit X = P, wo P ein gegebener Punkt
ist, bildet auch ein Teilsystem. Eine Punktmenge aller Geraden x mit X = p, wo p
eine gegebene Gerade in P ist, ist ein Teilsystem.

Satz 1. Es sei U ein Teilsystein. Dann U = Uy ist ein Unterraum in P.

Beweis. Vorgelegt seien Punkte X, Y € U, X & Y. Dann bestehen Punkte 4, Bc U,
A = X, B = Y. Nach Definition 9 gilt 4 + B =p,p =« Uundsomitp =4 + B =
=X+Y,pc U,

Satz 2. Der Durchschnitt von den Teilsystemen ist ein Teilsystem.
Beweis. Sei U =N U, und 4,Bc U, 4 = B. Dann 4,BecU,, 4 + Bc U

veJ v
fiir alle ve J und somit 4 + B < U.

Definition 10. Es seien U, ve J Teilsysteme. Der Durchschnitt U aller solcher
Teilsysteme V aus P, wo U, < V fiir alle v e J, wird die Verbindung der Teilsysteme
U, genannt und man schreibt dafir U =) U,. Wenn card J = n, so schreibt
man U =U, + ..+ U, ved

Definition 11. Eine Teilmenge {M,}, ve J der Punkte eines Teilsystemes U heif3t
P-unabhingig, wenn die Menge {M,}, v € J in P unabhiingig ist, d. h. gilt M, ¢ > M,

n¥EV
fiir jedes v' € J. Ist {M,}, v € J eine P-unabhéngige Punktmenge cines Teilsystemes U,

wo U =Y M,, so wird {M,}, ve J die Basis von U genannt.

velJ

Definition 12. Existiert im Teilsystem U eine Basis, so ist U ein Unterraum in P.

Bemerkung 7. Eine leere Menge und ein Punkt sind Unterrdume in P, eine Gerade
ist auch ein Unterraum. Eine Punktmenge aller solcher Geraden x, wo X = p und p
eine gewihlte Gerade in P ist, ist ein Teilsystem — braucht jedoch nicht ein Unter-
raum zu sein.

Bemerkung 8. Es sei {M,}, veJ eine Basis cines Unterraumes U in P. Dann
ist {M,}, ve J eine Basis des Unterraumes U in P. Sind {M,}, ve J und {N,},
pueL Basenin U, so card J = card L.
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Dcfinition 13. Wenn {M }, v e J eine Basis des Unterraumes U in P ist, so wird
card J — 1 die Dimensicn des Unterraumes U genannt. Wenn U cine leere Menge
ist. sc dim U = —1. Der Unterraum in P vorr Dimension 2 wird die Ebene genannt.

Bemcerkung 9. Da jeder Unterraum in P gleichzeitig ein Teilsystem ist. kérnen

wir nach Definiticn 10 eine Verbindung U =% U, der Unterriume U, betrachten.
velJ

Dabei U braucht nicht je ¢in Unterraum zu sein. Es gilt jedoch folgender

ve Jin Porgelegt mit U, nYy U, =0 fir

HEFEV

Satz 3. Es seien die Unterrdume U,

'R}

alle v' e J. Dann U = Z U, ist ein Unterrauni in P.

velJ

Beweis. Es werde mit {M} }. ¢, € L, die Basis von U, bezeichnet. Dann ist {M ]

&l

&, € L, eine Basis des Unterraumes U, in P, J {#M} ] cinc Basis des Unterraumes U
veJ )

und |J {M;} eine Basis von U.
veJ

Definition 14. Der Unterraum H in P wird eine Hyperebene genannt, wenn H
eine Hyperebene in P ist.

Satz 4. Jeder Unterraum U in P liegt in einer Hyperebene.

Beweis. Es sei {M,}, v e J cine Basis vor Unterraum U. Dann ist {M,}, v € J eine
Basis des Unterraumes U. Es besteht eine solche Hyperebene H in P, wo U < H
und die Basis {N,}, i € L von H, die eine Verlingerug der Basis {M,}, v € J aus U ist.
Wenn wir solche Punkte N, herausgreifen, wo N, = (N,)x. peL,soist H =Y N,

nel

eine Hyperebene in P und U < H.

Nun koénnen wir folgendes Axiom aussprechen:

Axiom A,. Es sei eine Gerade p und eine Hyperebenc H aus P, wobei p ¢ H.
Die Gerade p hat mit der Hyperebene H genau einen Punkt gemein.

Bemerkung 10. Aus Axiom A, folgt: Die Gerade p hat mit dem Unterraum U,
wo p ¢ U, héchstens einen Punkt gemein. Es ist niimlich eine Hyperebene H,
mit U = H, p ¢ H zu wiihlen. Hitte die Gerade p mit U zwei verschiedene Punkte
X, Y gemein, so wire auch X, Y € H, im Widerspruch zum Axiom A,. Gilt p & U,
p <= U, so kann die Gerade p mit dem Unterraum U sogar mehrere Punkte gemein
haben.

Axiom Ay. Vorgelegt seien Punkte 4, B. C, D aus P, so daf} die Punkte 4, B, C, D
nicht auf ciner Geraden aus P liegen und 4 + B = C + D + A. Wenn die Geraden
A + B, C + D cinen Punkt gemein habcen, so haben auch die Geraden A + D,
B + C einen Punkt gemein.

Bemerkung 11. Wenn die Geraden 4 + B. C + D einen Punkt gemein haben, so
sind diese, nach Bemcrkung 10, weiter punktfremd. Dann auch die Geraden A4 + D,
B + C haben genau einen Punkt gemein. Im weiteren werden wir unter der Schreib-
weise [4, B, C, D], (A + B)n(C + D) = X == (A + D) n (B + C) = Y verstehen:
Die Punkte 4, B, C, D erfiillen die Forderungen des Axioms A, dic Geraden 4 + B,
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C + D schneiden sich im Punkt X. Dann schneiden sich die Geraden 4 + D, B + C
im Punkt Y.

Definition 15. Das Tripel (P, P, x), welches die Axiome A, —A, befriedigt, heiBt
der projektive Raum mit Homomorphismus.

Bemerkung 12. Im weiteren werden wir unter dem Begriff projektiver Raum mit
Homomorphismus direkt die Inzidenzstruktur P verstehen. Aus der Definition 15
ergibt sich, daB auf jeder Geraden in P solche Punkte A4, B, C liegen, wo 4 + B +
+ C #+ A. In P existieren solche Geraden a. b wo a, b punktfremd sind.

I

Bezeichnen wir mit K (4, B, C, D) eine Konfiguration in P, wo die Punkte 4, B, C,
D nachstehende Eigenschaften erfiillen: Keine drei von den Punkten A, B, C, D
liegen auf einer Geraden in P und dic Geradena = 4 + B, b = C + D haben cinen
gemeinsamen Punkt R.

Bezeichnen wir mit B(4) bzw. B(B) die Punktmenge aller Geraden die den Punkt 4
bzw. B durchgehen und die Gerade b schneiden. Analog bezeichnet man mit B(C)
bzw. B(D) die Punktmenge aller Geraden die den Punkt C bzw. D durchgehen und
die Gerade a schneiden. Es werde B = B(4) u B(B) u B(C) u B(D) gesetzt.

P
L e
5

Abb. 3

Satz 5. Gegeben sei cine Konfiguration K (A. B, C, D) und ein Punkt M € B. Gilt
M+ Abzw. M+ B bzw. M 34 C bzw. M + D, so M eB(A) bzw. M € B(B) bzw.
M e B(C) bzw. M € B(D).

Beweis. Nehmen wir an, daB M + A. Wir werden einzelne Fille betrachten:

I. Es sei M € B(B). Dann liegt M auf der Geraden, die den Punkt B durchgeht und
die Gerade b im einzigen Punkt S schneidet.

1. Es sei M ¢ a.

a) EsseiM + S. Danngilt [R, A, M,S|,(R+ A)n(S+ M)=B=>(A+ M)n
N(R+S8)=0.Dab=R+S,gilt MeB(A).
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b) Essei M = S. Aus den Voraussetzungen folgt, daB M # R, M + B. Es sei nun
von den Punkten C, D ein erwihlt, etwa C, fiir den C + M. Danach [B, M, C, R],
B+M)nR+C)=8=>(C+ M)n(R+ B)=W. Weiter gilt [C,M, 4, R],
C+M)n(A+ R =W=(A4+ M)n(R+ C) =0. Hieraus ergibt sich, daB
M e B(A4). (Abbildung 3.)

2. Es sei M e a; dann gilt S = R.

a) Es sei M =+ S.

a) Nehmen wir an, daB M #+ B. Der Beweis verlauft dhnlich dem im Fall 1b.

B) Nehmen wir an, daB M = B. Dann gilt [4,B,C,S], (4 + B)n(C + S) =
R=A+CO)n(S+B) =W, [4CSM, A+CO)nS+M)=W-=
=>(S+ C)n (4 + M) = Q. Daraus ist M € B(4).

Abb. 4

b) Es sei M = S. Dann ist R = M, B &+ M und es gilt [4.B.C.S], (4 + B)n
NC+S)=R=>A+C)nB+S) =W, [BLM,A,Cl, B+M)n(4d+ C) =
=W=(C+ M)n(A + B)=U. (Abb.4.) Es gilt U =R und damit U # A,
weiter folgt [4,U,C,D], A+ U)n(C+D)=R=(C+U)n(4+ D)="V.
SchlieBlich ist [C, M, A, D],(C + M)n (A4 + D)=V =(A4+ M)n(C+ D) = Q.
Somit gilt M e B(A).

II. Es sei M € B(C). Der Punkt M liegt auf der Geraden, die durch den Punkt C
hindurchgeht und die Gerade @ im Punkt S schneidet.

1.Ist M¢b,soist S+ R, M + R, C &+ M und so folgt [4, R, C. M}, {4 + R) N
NC+M)=S=A+Mn(R+C)=0.

2. Es sei M eb. Dann gilt § = R.

ay M+ 8.

a) M #+ C. Der Beweis verlduft ganz analog zu dem im Fall 1.

B) M = C.Esgilt[C,D,A,S[,(C+ D)n(A+S)=R=E+C)n(4d+ D)=
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= W. [A, D, M, S], A+D)n(M+S)=W=>M+DynA+S)=U
(4, RD,M), A+R D+ M =U=(4+Mn@D+R)=0Q. (Abb.5)

[II. Es sei M e B(D). Der Beweis verlauft im wesentlichen genau wie in 11.

Der Beweis der Behauptung fiir M + B bzw. M + C bzw. M + D wird analog
dem fiir A7 + A gefiihrt.

Bemerkung 13. Vorgelegt sei ein beliebiger Punkt M € B. Dann folgt entweder
M % A oder M #+ B. Nach Satz 5 ist dann entweder M e B(4) oder M e B(B).
Yies hat zur Folge B < B(4) u B(B), d. h. B = B(4) u B(B). Auf analogem Wege
B = B(C) U B(D).

Abb. 5

Satz 6. Es licge eine Konfiguration K (A, B, C, D) vor und P,Q e B, P & Q. Ist
P+ O % abzw. P+ Q * b, so schneidet die Gerade P + Q die Gerade a bzw. b.

Beweis. Wir werden einzelne Fille betrachten:

I.Essei P¢a,b; Q¢a,b.

1. Mindestens einer der Punkte A, B, etwa A, liegt nicht auf der Geraden P + Q.
Nach Satz 5 gilt P, Q € B(4), die Geraden A + P, A + Q schneiden die Gerade b
inden Punkten U, Vundes gilt U & V. So folgt [P, U, Q, V],(P + U)n(Q + V) =
=A=FP+QnU+V)=X

2. Analog hierzu 14Bt sich zeigen, daB die Gerade P + Q auch die Gerade a
schneidet.

1I. Essci Pea, Q¢a,b.

1. Wegen P + Q # b ist es moglich auszunehmen, daf3 z. B. C¢ P + Q. Nach
Satz 5ist dann P, Q € B(C) und die Geraden C + P, C + Q schneiden die Gerade a
inden Punkten U, V. Es gilt P = U, U = V, V + R.
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a) Es sei U=% R Dann [V,R,C,P], V+RNn(C+P)=U=(R+ P)n
NCH+ V=W, [RP,V,0, R+P)n(V+QO)=W=P+QnnR+V)=
=X,dhP+0Q)na=X

b) Es sei U = R. Auf der Geraden a existiert ein solcher Punkt V', da V' & R,
V'+ P (Abb.6). So folgt weiter [C,P,V, V'], (C+P)n(V+V)=U-=
~ (V' +P)n(C+V)=W.[V,V,P,Ol, (V' + P)n(V + Q) =W =F+V)n
N {P + Q) = X. Dies hat zur Folge a n (P + Q) = X.

2. Wegen P + Q + dist es moglich anzunehmen, daB 4 ¢ P + 0. Dann (4 + P) n
Nnb=U,(A+Q)nb=V, U=+ V. Wegen P+ U, O + V laBt sich dhulich wie
in 1 zeigen, daf} die Gerade P + @ die Gerade b schneidet.

Abb. 6

III. Pea, Oebund P, 0 + R.

1. Wegen P + Q = a ist es moglich anzunehmen, daB z. B. 4¢P + Q. Dies
hat zur Folge P, Q € B(4). Setzen wir U = (P + A)nb, V = (4 + Q) n b. Dann
U=R, 0 ="V,d h Q=+ U. Es ist moglich anzunehmen, daB z. B. C + Q. Es
gilt[4,0,C.Ul,(A +Qn(C+U)y=V=>A+U)n(C+Q)=W.[C,Q,P,U],
C+OnP+U)=W=@P+Qn(C+U)=2X.

2. Analog zu 1 1i0t sich beweisen, daB3 die Gerade P + Q die Gerade a schneidet.

IV. Es sei P, Qea.

a) Es werde angenommen, es gelte P, 0 + R. Esseiz. B. 4 £ P. So folgt P € B(4).
Wir setzen (A + B)nb = U (Abb. 7). Es gilt U=R, U+ P, C+ Q, C + P,
C = Uund damit P, Q € B(C). Wirsetzen weiter V = (C + Q) na, U’ = (C + P) n
Nna Dannist V& P, V£ R U+ Vundesgilt [R,V,C.,Pl,(R+ V)n(C + P) =
=U =>P+V)n(R+CO)=W.[V,P,UCLV+P)n(U+C)=W-=
S P+ U NC+V)=S[C.O.PULC+DNP+U)=S=P+0)n
Nn(C+U)=X.
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b) Es werde angenommen, es gelte P = R und 4 + Q. So folgt P, Q € B(4).
Wird U = (4 + P) n b gesetzt,so U = R. Es gilt 0 € B(C)und daher V = (C+ Q) n
N amit V = O und mithin V % A. So folgt weiter [4, V,C,UL,(A+ V)n (C+ U) =
=R=A+U)nV+C)=WwWud[P,U Q,CL(P+U)n(Q+C)=W=
= (P + Q) n (U + C) = X. Durch Zeichenwechsel in I -1V erhalten wir auch die
sonstigen Falle.

Abb. 7

Satz 7. Es liege cine Konfiguration K(A, B, C, D) vor. Dann B = 4 + B + C.

Beweis. Zunichst beweisen wir, daB3 B ein Teilsystem ist: Wir wiithlen beliebige
Punkte P, Q€ B, P + O, und beweisen, dal p = P + Q < B gilt.

I. Es werde angenommen, es gelte p &= a, p + b. Die Bezeichnung sei so gewihlt,
daB P ¢ b. Nach Satz 6 gilt V = p b, S = p na, wobei P &+ V. Es gilt entweder
A ¢ p oder B¢ p. Nehmen wir an, es gilt 4 ¢ p. Dann ist 4 & P, P € B(4) und man
kann schreiben U = (4 + P) n b. Offensichtlich U % V, U # P. Es werde ein
Punkt X € p gewithlt. Dann X + 4, X + U.

1. Es werde angenommen, daB es X # V gilt. Somit folgt [V, X, U, 4], (V + X) n
NWU+ A =P=(A+ X)n (U + V) =Y. Daraus X € B(4).

2. Es werde angenommen, es gelte X = V. Dann X + P.

a) Essei V + R.

Es werde angenommen, daB P¢a. Dann U # R (Abb. 8). So folgt weiter
[A4, R, P,X,,(A+ R)n(X+P)=S > (A+P)n(R+X) = W. [R X, 4, U],
R+X)N(A+U)=W=(R+U)n(4+ X) =Y. Folglich X € B(4).

Es werde angenommen, daBB Pea. Dann U = R. Es gilt entweder C + ¥ oder
D+ V.EsseiC #+ V.Sofolgt[P, X,C,U,(P+ X)n(C+U)=V=>X+Cn
AP+ U)=Wund[4, U, X,CL,A+ U)n(X+C)=W=(UA+ X)n (U+C) =
= Y. Daraus X € B(A).

b) Es sei ¥ =R. Dann P¢a und U + R. Wieder gilt entweder C # U oder
D + U Essei C + U.Sofolgt [P, X,C,UL,(P+ X)n(C+ U)=V=(C+ X)n
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AP+ U)=W,[4,UC XA+ U)AC+X)=W=(Ad+x)n(C+U)=
= Y. Folglich X € B(A4).

1. Es sei p = a. Bestimmtheitshalber werde angenommen, daBl P + R, 4 + P.
Dann P e B(4) und man schreibt U = (4 + P) n b. Offensichtlich U = R. Wegen
P % b gilt nach Satz 6 V = p n b. Offensichtlich ¥ = R.

1. Es werde angenommen, daB X =+ A.

a) Es sei X + R. Dann X¢b. Wegen C #+ R ist auch C + ¥V und es folgt
AP, V,ClLA+P)A(V+C)=U=(V+P)n(4+C) = Wund [V, X, 4, C],
V+X)n(A+C)=W=(A4+X)n(V+ C) =Y. Somit gilt X € B(4).

b) Essei X = R. Dann gilt [4, P, C, V(A + P)Nn(C+ V)=U= (U4 + C) n
AP+ V)=Wund[X,P,4,C,(X + P)n (A + C)=W =X+ A)nP+C) =

P

S /
% W

Abb. 8

= S. Wegen P e B, P + C gilt auch P € B(C). Dies hat zur Folge (P + C)na = U’
und hierbei P = U’, d. h. U’ & 4 (Abb. 9). Weiter folgt [4, X, C, U'], (4 + X) n
NC+U)=S=(C+X)n A+ U) =Y und somit X € B(C).

2. Es werde angenommen, dafl X = 4. Dann X¢&b und es gilt [R, C, X, P],
R+ONX+P)=V=(R+X)Nn(P+ C)=W. Wegen Pe B(C) kann man
schreiben U’ = (P + C)na. Wegen U' =P gilt U' + R, U’ + X und auch
[R, X, C, UL(R+X)A(C+U) =W = (R+U)n(C+ X) = Y. Folglich
X e B(C).

III. Wenn p = b gilt, so wird der Beweis idhnlich wie in 1I gefiihrt.

Nach Satz 3 bestimmen die Punkte 4, B, C die Ebene U = 4 + B + C. Offen-
sichtlich & < U und auch B = U. Da B ein Teilsystem ist und 4, B, Ce B, gilt
U c B. Folglich U = B.

Satz 8. Jede Ebene in P ist eine projektive Ebene mit Homomorphismus.
Beweis. Es sei U eine Ebene in P. Dann ist U = Usx eine Ebene in P. Der
Homomorphismus » induziert einen Homomorphismus »x' der Ebene U auf eine
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projektive Ebene U. Nun wird gezeigt, daB die Forderungen 1, 2 aus der Definition 3
gelten.

1. Es liege 4, Be U, 4 + B vor. Nach 4, gibt es eine einzige Gerade p = 4 + B,
wobci p = U.

2. Vorgelegt seien beliebige Geraden «, ¢ « U, a % ¢ Wihlen wir auf der
Geraden a Puinkte R +# A + B #+ R und auf der Geraden ¢ einen Punkt C derart,
daB C¢a. Dann U = 4 4 B+ C. Setzen wir b = R + C und wiihlen wir einen
Punkt Deb, D + C, D # R. Die Punkte 4, B. C. D bilden die Konfiguration
K(4, B, C, D) und nach Satz 7 giit B = U. Wiihlen wir einen Punkt Ecc, £ % C.
Dann gilt £ € B(C) und daker dic Gerade E + C schneidet die Gerade ¢ im Punkt Q.
Der Punkt Q ist der einzige gemeinsame Punkt der Geraden e, c.

Abb. 9

Bemerkung 14. 1. Jede Ebene U schneidet einc solche Hyperebene H, wo
U ¢ H, in einer Geraden: Es gibt einen Punkt 4 U, mit 4¢ H. Durch den Punkt A4
fiihren wir die Geraden b, ¢, wo b # ¢. Nach Axiom A, giltP =bn H,Q = c¢n H.
Dannist P+ Q und p =P + Q, p = (H n U). Es gebe einen Punkt X mit Xe
e(Hn U), wo X¢p. Dann X € p (sonst gilte U c H). Somit ist X + 4. Nach
Satz 8 schneidet die Gerade X + A die Gerade p in einem einzigen Punkt Y, wobei
X £ Y — also im Widerspruch zum Axiom A,, denn die Gerade X + A besitzt
mit der Hyperebene H mehr als einen gemeinsamen Punkt. Folglichistp = H n U.

2. Zwei Ebenen U,, U,, U, # U, haben héchstens eine Gerade gemein. Zum
Beweis wenden wir den Satz 8 und die Bemerkung 11 an.

3. Drei derartige Ebenen U,, U,, U;, wo U,, U,, U, keine Gerade in P gemein
haben, besitzen hochstens einen gemeinsamen Punkt.
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Fs «cien zwei Ebenen U, U’, U + U’ vorgelegt, welche cine Gerade g gemein
haben. Withlen wir Punkte A e U, A’ e U’, 4, A’ ¢ g. Wihlen wir auf der Geraden
A 4 A cincin Punkt S, S + A4, 4. Dann S¢ U, U’. Wenn wir einen beliebigen
Punit N ¢ W withlen, so schneidet die Gerade S + X die Ebene U’ in einem einzigen
Punx: \'":

a) i's sei cin Punkt X € U gegeben mit X + 4. Nach Satz8ist R =(4 + X) ng.
Betrashton wir die Ebene ¥ = 4 + X + S. Dann U’ # V. Wegen R, A4’ cV,
R # 4’ gilt nach Bemerkung ISR +4"=U' n V. Wegan R+ A4+ S+ X gilt X' =
= (R + 4) " (S + X). Der Punkt X' ist der einzige gemeinsame Punkt der Ge-
raden S -+ X und der Ebene U’. (Abb. 10.)

Abb. 10

b) Es gebe XYe U, X = 4. Wir wihlen einen Punkt Be U, B + 4, B¢ g und
konstruieren nach a) den Schnittpunkt B’ von der Geraden B + S mit der Ebene U’
Bei der Konstruktion des Punktes X’ geht man genauso vor wie in a), man ersetzt
bloB die Punkte 4, A’ durch dic Punkte B, B'.

Die Abbildung X — X’ heiBt die Zentralprojektion von U in U’ mit dem
Projektionszentrum S. Der Punkt X ist die Projektion des Punktes X. Wird nun
eine Gerade p = U gewiihlt, so schneiden sich die Ebenen U, V = p + S in der
Geraden p’, welche die zentrale Projektion von p darstellt. Es gilt weiter p’ =
={X'elU | X' =S+ X)n U, VXep}. Ist p + g, so schneiden sich die Geraden
p, p' in einem cinzigen Punkt R auf der Geraden g.

v

Definition 16. Gegeben sei cin projektiver Raum P mit Homomorphismus s
und eine Hyperebene H < P. Unter einem affinen Raum mit Homomorphismus
(zur Hyperebene H angehérenden) ist die Menge A von Punkten aus P zu verstehen,
deren Bilder im Homomorphismus » nicht in H liegen. Ist U ein Unterraum in P,
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U ¢ H,soist U, = A n U ein Unterraum des affinen Raumes A, wobei dim U, =
= dim U. Der Unterraum des affinen Raumes von Dimension 1 bzw. 2 heilit dic
Gerade bzw. die Ebene.

Bemerkung 15. Fiir die Unterrdume eines affinen Raumes A mit Homomor-
phismus wird dieselbe Bezeichnungsweise wie fiir die entsprechenden Unterriume
in P aus Definition 16 verwendet. Die Einschrinkung des Homomorphismus :
auf A ist ein Homomorphismus von A auf den, durch die Hyperebene H in P be-
stimmten affinen Raum A. Zwei Geraden aus A, die in H einen Punkt gemein
haben, heiflen parallel. Aus den Axiomen A, und A, folgt: Es ist méglich durch jeden
Punkt X e A eine einzige Parallele b zu einer beliebigen Geraden ¢ < A zu fiihren.
Man schreibt dafiir a H b. Zwei Ebenen U,, U, aus A sind parzllcl, wenn sic in
der Hyperebene H eine Gerade gemein haben. Nach Bemerkung 15 ist es moglich
durch jeden Punkt aus 4 genau eine Parallelebene zu der gegebenen Ebene zu fiihren.
Mit Satz 8 und mit den Definitionen 3, 4 folgt: Jede Ebene cines affinen Raumes A
stellt die affine Ebene mit Homomorphismus dar.

Bemerkung 16. Gegeben sei cine Zentralprojektion U in U’, U ][ U’ mit cinem
Projektionszentrum S. Sind die Ebenen U, U’ parallel, so schneiden sich in der
Geraden g, g = H. Ist p « U eine Gerade in dem affinen Raum A und p’ ihre
zentrale Prejektion aus dem Projektionszentrum S, dann nach Definition der Zentral-
projektion ergibt sich, daB3 p [] p’. Wenn S € H, so wird dic entsprechende Projektion
parallel genannt.

Satz 9. Jede Ebene im affinen Raum mit Homomorphismus ist desarguessche.
Beweis. Es werde angenommen, dal3 A cin affiner Raum beziiglich der Hyper-
ebene H < P ist. Dabei sei U eine Ebene in A. Nach Bemerkung 16 ist U eine
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affine Ebene mit Homomorphismus. Nach Definition 8 geniigt es zu zeigen, daB3
in der Ebene WU die SchlieBungssitze (d) und (Dp) gelten.

1. Es liege die Konfiguration (k) in der Ebene U vor (Abb. 11, wo (k) gleich
wie in Abb. 1 bezeichnet ist).

Abb. 12

Wihlen wir eine Ebene U’ U’ # U, U || U’ und einen Punkt Uy, Uje U".
Setzen wir S* = (U, + U|) n H und betrachten wir die parallele Projektion der
Ebene U in U’ mit dem Projektionszentrum S*. Wenn wir die Projektion der Punkte
U,, U,, Uy, U, mit U{, U;, Uj, U, bezeichnen, so U; + U,y || Uj + Ulyy fiir
Je{l,2,3}. Setzen wir weiter W* = (V; + UJ) n H und betrachten wir die parallele
Projektion der Ebene U’ in U aus W*. Die Projektion des Punktes U ist ¥y, die
Projektion des Punktes U; werde mit U’ bezeichnet. Wegen U, + U, || U/ +U,,
Uy + U, || Vy + V,gilt U] + Uj || ¥y + V, und nach Bemerkung 17 Uye V, + V,.
Setzen wir V, = U, + U, + V;,V, = U, + U, + V,. Wenn wir mit Y* einen
gemeinsamen Punkt der Geraden a;, Vie{l, 2, 3, 4} bezeichnen, so U; n H =
=V,nH=7Y*+ S*und V, || V,. Wegen W¥*eV, auch W*eV, und W* +
+ U, = V,.Wegen U, + V, = Un V,gilt Uye U, + V,. Aus den Bezichungen
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UjeV, + V,, U,elU, + V, folgt U] = V,. Vollkommen analog firden wir, daB3
die Punkte V5, ¥V, parallele Projektionen der Punkte Us;, U; aus dem Punkt W* sind.
Nun werde angenommen, es gebe cine, durch die Punkte U, , U, gehende Gerade p.
Ist p’ die zentrale Projektion der Geraden p aus dem Projcktionszentrum S*, so
P |p und U/, U, € p’. Somit gilt fiir die zentrale Projektion p” der Geraden p’ aus
dem Punkt W*, dal3 p” H P | pund V,, ¥V, € p”. Also in der Ebene U giit der Schlie-
Bungssatz (d).

2. Gegeben sei die Konfiguration (K;) in der Ebene U (Abb. 12, mit derselben
Bezeichnungweise wie in Abbildung 2; die Punkte ¥, V' sind nicht abgebildet
worden).

Wihlen wir eine Ebene U’, U’|| U, U’ + U und einen Punkt P", P'c U".
Setzen wir W* = (P + P”) n H und konstruieren wir die Projekticnen Q”, R", U”
der Punkte Q, R, U aus dem Punkt W* in U’. Setzenwir ¥V, =P + P" + Q, V, =
=P+ P + R, V; =0 + R + Q". Offensichtlich ¢’eV,, R eV,. Wegen
P+ QJ||P" + QP+ R|P +RgiltQ eV, R eV, Weitergilt O+ R|| 0" +
+ R, Q + R|| Q" + R und daraus Q' + R'|| Q" + R". Folglich R" e V5. Aus
den Voraussetzungen der Konfiguration (Kp) folgt, daB3 die Ebenen V., V,. V;
voneinander verschiedenen sind. Nach Bemerkung 15 gilt P+ P" =V, nV,,
Q+0Q0"=V,nV;, R+ R =V,nV;. Die Geraden Q@ + Q", R + R
schneiden sich im Punkt S auf der Geraden P + P” und S¢ U, U’. Betrachten wir
weiter die Ebenen W, = U+ Q' + Q", W, =U"+ R' + R". Wegen U’ + Q’| U+
+ Q" U+ R||U +R,ist UeW,, W,. Aus der Konfiguration (K,) folgt,
daB} die Ebenen W,, W,, V3 voneinander verschieden sind und es gilt W, n W, =
=U +U, WinV;=0+0", W,nV; =R + R" und somit die Gerade
U’ + U” geht durch den Punkt S. Der Punkt U’ ist die Projektion des Punktes U”
aus dem Punkt S in die Ebene U. Nun konstruieren wir die Projektion V" des Punk-
tes ¥ von Konfiguration (Kp) aus dem Punkt W* in die Ebene U’ und analog zum
Punkt U wollen wir beweisen, daB3 der Punkt ¥’ die Projektion des Punktes V" von
Punkt S'in U ist. Danach gilt U+ V|| U" +V’, U" + V"||U" + V' und hier-
aus U + V“ U’ + V'. Der SchlieBungssatz (Dp) ist also in der Ebene U erfiillt.

LITERATUR

[11 Dembowski, P.: Finite Geometries. New York, 1968.

2] Klingenberg, W.: Projektive Geometrien mit Homomorphismus, Math. Ann., 132, 180--200,

1956.

Klingenberg, W.: Projektive Geometric und lineare Algebra tber verallgemeinerten Bewertungs-

ringen. Oxford. Proc. Coll. Utrecht 1959. Algebraical and topolegical foundations of geometry,

9¢—107, 1962.

[4] Lenz, H.: Vorlesungen Uber projektive Geometrie, Leipzig 1965.

[3) Machala, F.: Desarguessche affine Ebenen mit Homomorphismus. Geom. Ded. 3, 493—509,
1975.

[6] Pickert, G.: Projektive Ebenen. Berlin—Gottingen—Heidcloerg, 1955.

i3



Shrnuti

ROVINA V PROJEKTIVNIM PROSTORU
S HOMOMORFISMEM

FRANTISEK MACHALA

V praci [2] definoval W. Klingenberg projektivni a afinni roviny s homomor-
fismem, desarguesovské afinni roviny s homomorfismem, projektivni a afinni prostory
s homomorfismem dimense 3. Ukazal, Ze vSechny roviny v afinnim prostoru s homo-
morfismem jsou desarguesovské.

V predkladané praci jsou definovany projektivni a afinni prostory s homomor-
fismem libovolné (koneéné i nekonecné dimense). Uzitim vysledkd z [5] je ukazano,
Ze vSechny roviny v cbecném afinnim prostoru s homomorfismem jsou desargue-
sovské.

Pesiose

NJIOCKOCTb B NPOEKTUMBHOM [TPOCTPAHCTBE
C TOMOMOP®PU3MOM

OPPAHTHUHIEK MAXAIJIA

B pabore [2] onpeaenin B, Kunnrenbepr npoektustibie ¥ a@duHHbIE IIOCKOCTH
C roMoMOp(pU3MOM, Ae3aproebl apduHHbIe ILTOCKOCTH ¢ TOMOMOP(OH3IMOM, Tpex-
MEpHbBIC IPOEKTHBHBIC 1 ad@rHubIe IPOCTPAHCTBA ¢ roMoMopduzMoM. OH nokasad,
YTO BCE MJIOCKOCTH B d(hiiiHOM NPOCTPAHCTBE ¢ TOMOMOP(HIMOM e3aprodsl.

B npejytaracMoii pabote onpenesedsl NpoekTHBHbIC M ad@UHHBIE TPOCTPAHCTBA
¢ roMoMOop(HU3MOM NPOM3BOABLHOMK (KoneuHoH U Ge3kotieyHoi) pasMepHocTH. I1pn-
MEHCHHEM PC3YIbTATOB 13 [5] 110Ka3pIBaeTCs, YTO BCE MJIOCKOCTH B 001eM addunHoM
NPOCTPAHCTBC ¢ FOMOMOP(Ii3MOM 1C3aproBbl.
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