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1978 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 57

UBER DIE BESCHRANKTHEIT UND DIE EXISTENZ
VON LOSUNGEN DER DIFFERENTIALGLEICHUNG
4. ORDNUNG MIT NACHEILENDEM ARGUMENT

JAN FUTAK, Zilina
(Eingelangt am 14. Mdrz 1977)

In der Arbeit [4] untersuchte Rab die Beschriinktheit von Lésungen gewdhnlicher
linearer Differentialgleichungen 3. Ordnung. Teilweise wurden diese Ergebnisse von
Marusiak in [3] fiir die lineare Differentialgleichung 3. Ordnung mit nacheilendem
Argument verallgemeinert. Im ersten Teil dieser Arbeit werden einige Ergebnisse
von [4] und [3] fiir die Differentialgleichung (1') verallgemeinert. Im zweiten Teil
wird das Existenzproblem von der Lésung der Anfangsaufgabe fiir die Differential-
gleichung (1) gelost. Im Satz 3 werden einige Elemente des Beweises aus [1], Satz 1
angewendet.

Betrachten wir die Differentialgleichung 4. Ordnung mit nacheilendem Argument

YO0 + [0 YOT + ¥, a3 = £t 50). (n

In der ganzen Arbeit werden wir voraussetzen, dass die Funktionen g(t), h(¢),
i =0,1,...,n aus der Klasse Cy(J) sind, wobei hy(t) =t, h(t) <t,i=1,2,...,n
und p(¢) € C,(J), wo J= {t,, ) und die Funktion f(¢t,u)e Cy(D) ist; wo D =
=JXR.

Unter der grundlegenden Anfangsaufgabe (im Weiteren nur Anfangsaufgabe)
werden wir folgende Aufgabe verstehen:

Es sei @() eine auf der Anfangsmenge

Eo=UE, wo  E,=(nfh)to,
i=0 teJ

definierte und stetige Funktion und es seien y$, k = 1, 2, 3 beliebige reelle Zahlen.
Wir suchen die Lésung y(t) der Differentialgleichung (1) am Intervall J, welche die
Anfangsbedingungen

() = Pto) = y,,  yO(to +) =P, k=123,

y@t)= &(t), tekE,, 2
erfiillt.
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Es ist bekannt, (z. B. in [2]), dass wenn z,(t), z,(¢) ein Fundamentalsystem von
Losungen der Differentialgleichung

2'(t) + p(t) z(t) = 0 3

ist, dann bilden die Funktionen z3(z), z2(z) z,(t), zo(t) z2(t), z3(t), ein Fundamental-
system von L&sungen der iterierten Differentialgleichung

x®(t) + 10p() x"(t) + 10p'(2) x'(¢) + 3[3p(t) + p"(t)] x(t) = 0. )]
Es sei go(t) = —i% 2(t) + —1§0+p”(t) + go(¢) und q,(t) = g) fur i = 1,2, ..., n.
Die Differentialgleichung (1) kénnen wir dann in der Form

YO0 + [p0) Y (0] + [% PO+ %p"m] ) =

= 1(t.50) = ¥ a0 o) ©

schreiben. Wenn x,(t), k =0, 1,2,3 ein Fundamentalsystem von Ldsungen der
Differentialgleichung

X0 + [p() ' (0] + [% PO + 735 p”(t)] (1) =0 (6)

ist, dann hat die Lésung der Anfangsaufgabe (5), (2) durch Anwendung der Variation
der Konstanten folgende Form

) =50 + [ s ) Lgeshas = T ¥ 0D 4561 ds. ()

3
wo x(t) = Z Cx (1), Cy, k =0,1,2,3 solche Konstanten sind, dass x(¢) die Bedin-
k=0

gungen
x(to) = yo,  x¥(to) =7, k =1,2,3, erfillt, )

W(t) ist der Wronskian der Lésungen x,(t), ¥k = 0,1, 2,3 und

!ixo(s)s xl(s): x2(5)5 X3(S)
X, 1), 1), 1)
Wi, s) = l‘ xo(8), x1(s), x5(s), XZ(S) ) ®
| Xo(1), x1(D), x5(1), x3(1)
Fiir z,(t), z,(1) gelte

0 Jj#k

zj.*>(:0)=5,,k={l iok bk=0L

Wenn  wir  xo(1) = 23(t), x;(t) = z5(t) 23(t), x(t) = zo(t) 23(t), x3(t) = z3(t)
schreiben, dann ist mit Riicksicht auf die Liouvillesche Formel W(t) = 12. Nach
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langerer Berechnung erhalten wir:

zo(s), 21(5)

= . 9
W(ta S) 2 Zg(t), Z:l’(t) ( )
Bezeichnen wir
3
C= Z |Ck[-
k=0
1.

In diesem Teil werden wir die Differentialgleichung (1) untersuchen, fiir den Fall,
dass f(t, y(¢)) = g(t) ist. Damit erhalten wir die Differentialgleichung

YO0 + [y 0] + éoqi(t) y[h(0] = g 1)

Mit Riicksicht auf (9) und darauf, dass W(¢) = 12, kénnen wir die Losung (7) der
Anfangsaufgabe (1'), (2) in folgender Form schreiben:

(1) = Cozd(t) + Cyzd(t) 2, (1) + Crzo(t) 23(t) + Caz3(t) +
1 £1z3(s), z3(s) |

] n t
B | —
iz a0 O g L]

| o

| 73 3 !
e 4OHhE) e (1)

Satz 1. Es seien alle Losungen z(t) der Differentialgleichung (3) im Intervall J be-
schrinkt, @(t) sei beschrinkt auf E,, und

{1g®]dr < oo, {1gd)|dt < oo, i=0,1,...,n (1)
to to

Dann ist jede Losung y(t) der Anfangsaufgabe (1'), (2) auf J beschrinkt.

Beweis. Wenn die Funktionen z,(?), z,(¢) ein Fundamentalsystem von Ldsungen
der Differentialgleichung (3) bilden, und am Intervall J beschrankt sind, dann
existiert eine solche Konstante m > 0 und eine Zahl ¢, € J, dass fiir t > ¢,

lzo(t) | <m,  |z(t)| <m,
° 1 @ L .
1|dt £ — und g() | dt £ ————, gilt.
'{Ig()l = ,j,’q()l nromE

Wenn wir a(t) max | y(s)| < o bezeichnen, erhalten wir aus (10)
SeE, Utit)

1 2m® (m+1) 3 12
<mC+—+ T () =mPC + = + =),
Iy(t)l_mC—l-3+ 3 (n+1)m6a() m +3+3<x()

fir teE, L {t,t).
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Aus der letzten Ungleichheit erhalten wir weiter

a(t) < m C+—;~+ alt),

woraus weiter folgt, dass

[y®)] £ at) < 3m3C + 1.

Damit ist die Beschrinktheit der Losung y(t) der Anfangsaufgabe (1'), (2) auf E,, v
U {t;, t) bewiesen. Aus der Stetigheit der Funktion y(¢) auf J, folgt weiter die Be-
schranktheit jeder Losung y(¢) der Anfangsaufgabe (1°), (2) am ganzen Intervall J.

Satz 2. Es gelte fiir jede Losung z(t) der Differentialgleichung (3) lim z(¢t) = 0 und
t—= o0

zusdtzlich sollen die Voraussetzungen des Satzes 1 gelten. Dann gilt fur jede Lisung
¥(t) der Anfangsaufgabe (1'), (2): lim y(t) = 0.

t— oo
Beweis. Mit Riicksicht darauf, dass z(t) — O fiir £ - oo ist und mit Riicksicht
auf die Voraussetzungen des Satzes 1, existiert eine Zahl #; > ¢, und solche Kon-
stanten m, > 0, m, > 0 dass

lzo() | <my,  1zi()| <my, | y[AS]] < my,

zlg(s)lds<mz, Hq(s)[ds<( A ) s=ty.

Bei Anwendung der letzten Ungleichheiten folgt aus der Formel des Typus (10) die
Ungleichheit:

@] S 1Col 1 2(t) P+ [ Colz5(t) [z | + 1 Col 1 2o(D) | 21(1) + | Cs | | 2,(0) P +

g mimall 20 F + 1240 1) + g mimd( 20 +12,01)

t>t.
Mit Riicksicht darauf, dass lim zy(¢) = lim z,(¢) = 0, gilt aus der letzten Ungleich-
t— o t— 0
heit lim y(t) = 0, was wir beweisen wollten.
t— o

Bemerkung. Dazu, dass fiir jede Losung z(¢) der Differentialgleichung (3)
lim z(t) = O gelte, geniigt, dass

1~ 0

p(t) > 0, p(ty=d>0 fir teJ und j;%)—= + o0
to

IL.

In diesem Teil werden wir die Differentialgleichung (1) untersuchen.
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Satz 3. Es sei zy(t), z,(t) ein Fundamentalsystem von Losungen der Differential-
gleichung (3) und es soll eine solche Konstante m > O existieren, dass

[zo(t) | < m, lz(®) | < m, teJ, (12)
gilt.
Es sei ®(t) beschrinkt auf E,, und es sei
1
|| dt £ ———r teJ, i=0,1,..,n. (13)
j (n+1m

Setzen wir iiberdies voraus, dass (t,u) € D
L@ u) | < (o) ul, (14)
gilt, wo Y(t) € Co(J), Yy(t) =2 0, te J und

° 1
fwdi<—. (15)
to m
Ferner x(t) sei die Losung der Anfangsaufgabe (6), (2'). Dann existiert eine Lisung y(t)
der Anfangsaufgabe (1), (2) am Intervall J, fiir welche
1y — x|

L ?

Il/\

tel, gilt,

wo L = 3Cm> + sup | &(t) | ist. C ist bestimmt wie friiher.

teL‘,
Beweis. Y sei ein Raum von stetigen Funktionen y(r), welche aafE v J definiert
sind. Es sei {/,};2 eine Folge solcher kompakter Intervalle, dass U I, =J,wol =

=1
= (ty, t;» und fiir jedes / gilt I, = I, = J. Definieren wir im Raum Y ein System

von Halbnormen:
R(y) = max |y(0)]. (16)

1€E U ltoitr)

Dieses System von Halbnormen bildet auf Y eine konvexe Topologie und deshalb
ist der Raum Y lokal konvex (Siche z. B. [5] S. 149). Betrachten wir die Teilmenge
Fc Y welche durch die Beziehung

F={yeY.|y)| =L tek, v/},
definiert ist.
Definieren wir fiir y € F den Operator T wie folgt:

(Ty) (1) = @(t), 1€k, (17)

Ty (1) = x(1) + % [ [29) 23(0) = 23(0) 23()] f (5, ¥(s)) ds —

- I IO 0 - 2026160 Tholds, €.
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a) Es ist ersichtlich, dass F eine konvexe und abgeschlossene Menge ist.
b) Wir zeigen, dass TF < F.

Fir te £, gilt | (Ty) (1) | = | &) | = L.
Fiir ¢ € J aus (17) erhalten wir mit Riicksicht auf die Voraussetzungen des Satzes:

[Ty = 1x0] + % § [25(s) z2(0) = z5(t) 2311 S (s, ¥(s)) | ds +

+ %* Z [ [20() 23(0) = z5() 23911 4(s) | | y[h(9)] 1 ds <

i=01o

S1Co1 120 P +1C 1O+ 1 Gl 120 |20 +1C 1 120 +
6 t n t
+ I LU0 1O ds+ 5 X m® T1a0)] 1G] 1ds 5

1
ng3+—§—L+~3—L§L.

Also TFc F.

c) Wir zeigen, dass der Operator T stetig ist.

Es sei {y;}7=,, yj€F eine Folge, welche auf jedem kompakten Teilintervall
aus J zu y € F gleichmissig konvergiert. Es sei I, = {t,, t,> ein beliebiges kompaktes
Intervall aus Jund ¢ > 0 sei gegeben. Wir zeigen, dass fiir 1 € I}, (Ty;) (£) = (Ty) (¢).
Da die Funktion f stetig ist und die Folge {y;};%, gleichmissig zu y(r) auf I, konver-
giert, existiert ein solches 6 > 0, dass fiir j = &

|yj[hi(t)] —y[h®]l < (18)

und

(6 v 0) = (b YD) < — 26 teh,

m(t, — t,)

gilt.
Aus (17) mit Riicksicht auf (18) und auf die Voraussetzungen des Satzes fiir

tel, und j = 6 erhalten wir:
[(Ty) () = (Ty) ()] < »é—J [23() 22) — 230 2291 | £(5, y,(5)) —
~ 163 185 + 5 % § [0 230 - 230 260 x
x1a6) | 1T = Y6 1ds < 5e + 2 e =

Deshalb ist der Operator T stetig auf F.
d) Wir zeigen, dass TF eine kompakte Mange ist.
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Wenn wir (17) differenzieren, erhalten wir fiir ¢ € J die Abschitzung:
’ ’ 1 ’ ‘
Ty Ol =1x(0]+ ~2~Zf(t)]Z1(t) I L[ 1z5(s) | Y(s)ds +
to

43 A0 1L 12O O + 5 X AOIHOIL 1261 14:6)1ds +

3 L AOIHO L1201 196)]ds

Die rechte Seite der letzten Ungleichheit ist in J; durch eine Konstante beschrinkt,
welche von y(¢) unabhingig ist. Deshalb ist (Ty)’ (¢) gleichmaissig beschriankt. Damit
ist die gleichgradige Stetigkeit von (Ty)(r) gesichert, woraus folgt, dass TF eine
kompakte Menge ist.

Da a)—d) gilt, konnen wir den Tichonovschen Fixpunktsatz fiir den Operator T
anwenden. Der Operator T hat also mindestens einen Fixpunkt y e F und es gilt

(Ty) (1) = (). (19)

Deshalb ist y(t) € F die Losung der Gleichung (1) auf J. Mit Riicksicht auf die
Voraussetzungen des Satzes und auf (19) erhalten wir aus (17):

VO - x| 2
L =3

Damit ist der Satz bewiesen.

Ahnlich wie Satz 3 beweisen wir

Satz 4. Es sollen die Voraussetzungen des Satzes 3 gelten und anstelle von (14) und (15)
gelte fiir die Funktion f(t, u):

L. f(t, u) ist nichtnegativ und nichtfallend in u, 0 < u < oo, bei jedem festen t e J,

2. fiir jede Zahl a > 0 ist

[fta)dt < Lﬁ ted.
to m

Dann existiert eine Lésung y(t) der Anfangsaufgabe (1), (2) am Intervall J.
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SOUHRN

O OHRANICENOSTI A EXISTENCII RIESENIA
DIFERENCIALNEJ ROVNICE 4. RADU
S ONESKORENYM ARGUMENTOM

JAN FUTAK

Fraca je rozdelend na dve &asti. V prvej Casti st uvedené postadujice podmienky
pre to, aby pre kazdé rieSenie y(¢) zadiatoénej ulohy (1"), (2), platilo: lim y(¢) = 0.

t— o0
V druhej casti prace je metédou pevného bodu, dokdzana existencia rieSenia y(¢)
za&iato¢nej Glohy (1), (2) na intervale J = {t,, o).

PE3IOME

Ob OTPAHMYEHHOCTU U CYIHECTBOBAHU
PEHHEHNUA INPPEPEHUMAJIBHOI'O YPABHEHU A
4-01'0 MMOPAAKA C 3AIIA3ABIBAIOIINM
API'YMEHTOM

SIH ®VTAK

Pa6oTa pasgenena B 18e 4acTu. B nepBoit yactu npuseieHbl JOCTATOYHbIE YCIOBUSL
U TOro, wioGbl i BeeX peieHuit p(¢) navaasHod 3amauu (1°), (2) 6sL10 Crpa-
BeuBo: lim y(7) = 0. Bo BTOpO#l YacTH, MCTOIOM HEIOABIKHOW TOYKH JOKA3aHO

1=

cyliecTBOBaHue pelueHust y(f) wavaipHOM 3amavm (1), (2) Ha mpomMexyrke J =
= <’0a (D)
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