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1978 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM — TOM 57 

ÜBER DIE BESCHRÄNKTHEIT U N D DIE EXISTENZ 
VON LÖSUNGEN DER D I F F E R E N T I A L G L E I C H U N G 
4. O R D N U N G MIT NACHEILENDEM A R G U M E N T 

JAN FUTÄK, Zilina 

(Eingelangt am 14, März 1977) 

In der Arbeit [4] untersuchte Räb die Beschränktheit von Lösungen gewöhnlicher 
linearer Differentialgleichungen 3. Ordnung, Teilweise wurden diese Ergebnisse von 
Marusiakin [3] für die lineare Differentialgleichung 3. Ordnung mit nacheilendem 
Argument verallgemeinert. Im ersten Teil dieser Arbeit werden einige Ergebnisse 
von [4] und [3] für die Differentialgleichung (V) verallgemeinert. Im zweiten Teil 
wird das Existenzproblem von der Lösung der Anfangsaufgabe für die Differential­
gleichung (1) gelöst. Im Satz 3 werden einige Elemente des Beweises aus [1], Satz 1 
angewendet. 

Betrachten wir die Differentialgleichung 4. Ordnung mit nacheilendem Argument 

y(4)(t) + rXO /(Ol' + t qi(t) rtWO] = /(», XO). 0) 
i = 0 

In der ganzen Arbeit werden wir voraussetzen, dass die Funktionen q^t), ht(t), 
i = 0, 1,..., n aus der Klasse C0(J) sind, wobei h0(t) = t, ht(t) g t, i = 1, 2, ..., n 
und p(t)eC2(J), wo / = <t0, oo) und die Funktion f(t,u)e C0(D) ist* wo D = 
= Jx R. 

Unter der grundlegenden Anfangsaufgabe (im Weiteren nur Anfangsaufgabe) 
werden wir folgende Aufgabe verstehen: 

Es sei $(t) eine auf der Anfangsmenge 

£<o=Ü4>> wo .^(inf^X'oX 
i = 0 t€j 

definierte und stetige Funktion und es seien y0
k), k = 1, 2, 3 beliebige reelle Zahlen. 

Wir suchen die Lösung y(0 der Differentialgleichung (1) am Intervall / , welche die 
Anfangsbedingungen 

y(t0) = Wo) - y0, y(k)(t0 +) = y0
k\ k = l,2, 3, 

y(0-#(0, teEt0, (2) 
erfüllt. 
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Es ist bekannt, (z. B. in [2]), dass wenn z0(t), zt(t) ein Fundamentalsystem von 
Lösungen der Differentialgleichung 

z"(t) + p(t) z(t) = 0 (3) 

ist, dann bilden die Funktionen z0(t), zl(t)zx(t), z0(t)z\(t), z\(t), ein Fundamental­
system von Lösungen der iterierten Differentialgleichung 

x<4>(0 + 10p(0 x"(t) + 10p'(0 x'(t) + 3[3p2(0 + p"(0] x(t) = 0. (4) 

Es sei q0(0 = -Jö"P2(0 + 10-^ (0 + qo(0 und q((t) = qt(t) für i = 1, 2, ..., n. 

Die Differentialgleichung (1) können wir dann in der Form 

/4)(0 + 1X0/(0]' + [-^-P2(O + ^ - / (o ]y (0 = 

= f(t,y(t))-iqi(t)ylhi(t)l (5) 
f = 0 

schreiben. Wenn xk(t), k =0 ,1 ,2 ,3 ein Fundamentalsystem von Lösungen der 
Differentialgleichung 

*(4,(o + iхo*'(oľ + ľт -р2(í) + 1 ^ 1 * = ° (6) 

ist, dann hat die Lösung der Anfangsaufgabe (5), (2) durch Anwendung der Variation 
der Konstanten folgende Form 

y(t) = x(0 + if(s,y(s))^^-ds - / £ -^M~ U*) y [ ¥ 0 ] ds, (7) 
W(s) LІ% w(s) 

wo x(t) = £ Ckxk(t), Ck, k = 0,1,2, 3 solche Konstanten sind, dass x(t) die Bedin-
k = 0 

gungen 
x(t0) = y0, x^(t0) = y0

k), k = 1, 2, 3, erfüllt, 

W(t) ist der Wronskian der Lösungen xfc(0, k = 0, 1, 2, 3 und 

W(t, s) 

x0(s), xt(s), x2(s), x3(s) 
x0(s), x[(s), x2(s), x'3(s) 
x'ó(s), xl(s), x2(s), x3(s) 
x0(t), xt(t), x2(t), x3(t) 

(ľ) 

(8) 

Für z0(t), zx(t) gelte 

zm(t , s __ 1° t* zj Kh) - °j,k - | j ^ = Л íc = 0, L 

Wenn wir x0(0 = zo(0, *i(0 = z2
0(t) zt(t), x2(t) = zo(0*i(0, x3(t) = z\(t) 

schreiben, dann ist mit Rücksicht auf die Liouvillesche Formel W(0 = 12. Nach 
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längerer Berechnung erhalten wir: 

W(t, s) = 2 
z3

0(s), z\(s) 
z3

0(t), z\(t) 

Bezeichnen wir 

C = 
k 
l\cк\. 
= 0 

(9) 

In diesem Teil werden wir die Differentialgleichung (1) untersuchen, für den Fall, 
dass f(t, y(t)) = g(t) ist. Damit erhalten wir die Differentialgleichung 

y4)(o + ixo/(o]' + 1 qMyíhm = g(o. 
i = 0 

ď) 

Mit Rücksicht auf (9) und darauf, dass W(t) -= 12, können wir die Lösung (7) der 
Anfangsaufgabe (V), (2) in folgender Form schreiben: 

y(t) = C0zl(t) + Cxzl(t)Zl(t) + C2z0(t)z\(t) + Czzl(t) + 
1 í 4(0,4(0 

zl(t), z\(t) 
g(s) ás 

6 ,t Ií 0 ř 0 

4(0,4(0 
4(0,4(0 

з л | ? . ( 0 Л > . ( 0 ] d s . (10) 

Satz 1. Es seien alle Lösungen z(t) der Differentialgleichung (3) im Intervall J be­
schränkt, <P(t) sei beschränkt auf Eto und 

00 00 

f | g(01 dr < oo, f | qt(t) | dt < oo, . = 0,1, ...,n. (11) 
fo ' 0 

Dan« ist jede Lösung y(t) der Anfangsaufgabe (V), (2) aufJ beschränkt. 

Beweis. Wenn die Funktionen z0(t), zx(t) ein Fundamentalsystem von Lösungen 
der Differentialgleichung (3) bilden, und am Intervall J beschränkt sind, dann 
existiert eine solche Konstante m > 0 und eine Zahl tx e /, dass für t >̂ tt 

I z0(t) \<m, | zx(t) | < m, 

í I g(0 I dt ú - L und j i .7,(0 | d( á ^ ^ - T 
ř, m Í, (n + l ) m 

, gilt. 

Wenn wir a(t) max | y(s) \ < oo bezeichnen, erhalten wir aus (10) 
SeEt U < ' i » 0 

y(0 I -š m5C + — + 
1 2m6 (n + 1) 

3 (n + 1) 
a(0 = m3C + — + T a ( ř ) , 

fur teEtlu (tí91}. 
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Aus der letzten Ungleichheit erhalten wir weiter 

1 2 
a(r) < m3C + y + — a(0, 

woraus weiter folgt, dass 

\y(t)\ ^ a(0 < 3m3C+ 1. 

Damit ist die Beschränktheit der Lösung y(t) der Anfangsauf gäbe (1'), (2) auf Eti u 
u <t1? t> bewiesen. Aus der Stetigheit der Funktion y(t) auf J, folgt weiter die Be­
schränktheit jeder Lösung y(t) der Anfangsaufgabe (V), (2) am ganzen Intervall J. 

Satz 2, Es gelte für jede Losung z(t) der Differentialgleichung (3) lim z(t) = 0 und 
f->00 

zusätzlich sollen die Voraussetzungen des Satzes 1 gelten. Dann gilt für jede Lösung 
y(t) der Anfangsaufgabe (V), (2): limy(t) = 0. 

f-+ao 

Beweis. Mit Rücksicht darauf, dass z(t) -> 0 für t -> oo ist und mit Rücksicht 
auf die Voraussetzungen des Satzes 1, existiert eine Zahl tx >̂ t0 und solche Kon­
stanten mx > 0, m2 > 0 dass 

I z0(s) \ <mu | zx(s) | < mu | y\his)~\ \ < m2, 

j | g ( 5 ) | d s < m2, f lqt<5)[d5< 2 , s^t,. 

Bei Anwendung der letzten Ungleichheiten folgt aus der Formel des Typus (10) die 
Ungleichheit: 

|y(OI = | C 0 | |z0( t) |3+|C1 |z^( t) |Z1(Oi + I C 2 l U o ( 0 | z 1 ( 0 + I C 3 l U t ( 0 | 3 + 

+ 1 m3m2(| z0(t) I
3 + I z,(t) |3) + 1 m3m*(| z0(t) |

3 + | zt(t) |
3), 

Mit Rücksicht darauf, dass lim z0(t) = lim zx(t) = 0, gilt aus der letzten Ungleich-
t-*aa t->ao 

heit lim y(t) = 0, was wir beweisen wollten. 
f-»oo 

Bemerkung. Dazu, dass für jede Lösung z(t) der Differentialgleichung (3) 
lim z(t) = 0 gelte, genügt, dass 
f-»oo 00 dt 

p(t) > 0, p'(0 ^ d > 0 für t e J und f —— = + oo. 
r0 P(0 

II. 

In diesem Teil werden wir die Differentialgleichung (1) untersuchen. 
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Satz 3. Es sei z0(t), zx(t) ein Fundamentalsystem von Lösungen der Differential­
gleichung (3) und es soll eine solche Konstante m > 0 existieren, dass 

\z0(t)\ < m, \zt(t)\ <m, teJ, (12) 
gilt. 

Es sei <ß(t) beschränkt auf Et0 und es sei 

00 -j 

J | qt(t) | dt g - — , teJ, i = 0, 1, ..., n. (13) 

t0 (n + 1) m 

Setzen wir überdies voraus, dass (t,u)e D 

\f(t,u)\ ^xlj(t)\u\, (14) 

gilt, wo \j/(t) e C0(J), ij/(t) ^ 0, te J und 

í < A ( f ) d / ^ + r . (15) 
to m 

Ferner x(t) sei die Lösung der Anfangsauf gäbe (6), (2'). Dann existiert eine Lösung y(t) 
der Anfangsaufgabe (\), (2) am Intervall J,für welche 

\y(t)-X(t)\ 2 
r £ y , teJ, gut, 

wo L = 3Cm3 + sup | <P(t) | ist. C ist bestimmt wie früher. 
teEt 

Beweis. Ysei ein Raum yon stetigen Funktioneny(t), welche aufK.0 u Jdefiniert 
oo 

sind. Es sei {It}T=x e in e Folge solcher kompakter Intervalle, dass j j It = J, wo It = 

= <t0, tj> und für jedes 1 gilt Itcz Il+lcz J. Definieren wir im Raum Yein System 
von Halbnormen: 

Rt(y)= max \y(t)\. (16) 
teEt0 U< t0 , t i> 

Dieses System von Halbnormen bildet auf Y eine konvexe Topologie und deshalb 
ist der Raum Y lokal konvex (Siehe z. B. [5] S. 149). Betrachten wir die Teilmenge 
Fez Y welche durch die Beziehung 

F={yeY,\y(t)\ ^ L , t e F f o u J } , 
definiert ist. 

Definieren wir für y e F den Operator T wie folgt: 

(Ty)(t) = 0(t), teEto, (17) 

(Ty) (t) = x(t) + 1 j [z3(s) z\(t) - z3
0(t) z\(s)-] f(s, y(s)) ds -

u to 
n t 

6 
I í [zl(s) z\{t) - z3

0{t) zl(sj] qfc) ylhls)-] ds, t e / . 
í ' = l to 
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a) Es ist ersichtlich, dass F eine konvexe und abgeschlossene Menge ist. 
b) Wir zeigen, dass TFc: F. 
Für teEtQ gilt | (Ty) (t)\ = | <P(t) \ % L. 
Für t e Jaus (17) erhalten wir mit Rücksicht auf die Voraussetzungen des Satzes: 

| Ty(t) | ^ | x(t) | + 1 } lz3
0(s) z\(t) - zl(t) z\(s)-\ | f(s, y(s)) | ds + 

° to 

+ 4" I } Oo(s) zi(0 - 4(0 4(s)] I ?,(s) I I .v[AMI I ds £ 
0 > = 0 l 0 

^ I Co I I -o(0 I3 + I C, I -o(t) I *i(t) I + I C2 | | z0(0 | zfr) + | C3 | | z,(0 |3 + 

+ ^ - f Hs) I X*) I ds + 1 £ m6 } | qt(s) | | >>[>,(*)] | ds ^ 
j (o j 1 = 0 t0 

^ Cm3 + y L + y L ^ L . 

Also TFc F. 

c) Wir zeigen, dass der Operator T stetig ist. 

Es sei {y/}j.= l9 yJeF eine Folge, welche auf jedem kompakten Teilintervall 
aus Jzu y e F gleichmässig konvergiert. Es sei Ix == <t0, t{) ein beliebiges kompaktes 
Intervall aus Jund e > 0 sei gegeben. Wir zeigen, dass für t e Il9 (Ty,) ( t) : j (Ty) (t). 
Da die Funktion f stetig ist und die Folge {y/}JLi gleichmässig zu y(t) auf Ix konver­
giert, existiert ein solches ö > 0, dass für j = ö 

ly / [^(0]-y [Äi(0]I <£ (18) 

und 

I f(t, y/0) - /(*, y(0) I < - ^ — - « , ^ J , 
wb(lz - r0) 

gut. 
Aus (17) mit Rücksicht auf (18) und auf die Voraussetzungen des Satzes für 

t e Ix und j ^ ö erhalten wir: 

| (Tyj) (0 - (Ty) (fl I £ i j [zfo) *3(0 - z3(0 zfo)] | /(-, y/»)) -
° *o 

- f(s, y(5)) | ds + 1 £ j [Z0(5) 2?(0 - Z3(0 zfr)] X 
0 i = 0t0 

2 1 
x I q,<0 I I y;[fc,(0] - y[^i(0] I ^5 < y e + — e = e. 

Deshalb ist der Operator T stetig auf F. 

d) Wir zeigen, dass TF eine kompakte Mange ist. 

82 



Wenn wir (17) differenzieren, erhalten wir für t e J die Abschätzung: 

i (Ty)' (t)\S\ x'(i) | + ~ z\(i) | zi(0 I L J | z3
0(s) \ f(s) ds + 

z r0 

+ 4- zo(0 I z'0(t) \L\\ z{(s) I Ms) ds + i £ -i(0 I ~i(0 I I-1 I Zo(s) I I ?i (s) I ds + 
* r0

 z i = 0 r0 

+ 1 £ Zo(0 I 4(0 I L J I z?(5) | | <7,<s) | ds. 
-- i = 0 fo 

Die rechte Seite der letzten Ungleichheit ist in Ix durch eine Konstante beschränkt, 
welche von y(t) unabhängig ist. Deshalb ist (Ty)' (f) gleichmässig beschränkt. Damit 
ist die gleichgradige Stetigkeit von (Ty) (t) gesichert, woraus folgt, dass TF eine 
kompakte Menge ist. 

Da a)-d) gilt, können wir den Tichonovschen Fixpunktsatz für den Operator T 
anwenden. Der Operator T hat also mindestens einen Fixpunkt y e F und es gilt 

( T » ( 0 = y ( 0 . (19) 

Deshalb ist y(t)e F die Lösung der Gleichung (1) auf / . Mit Rücksicht auf die 
Voraussetzungen des Satzes und auf (19) erhalten wir aus (17): 

1 y(0 - x(t) 1 < 2 
L = 3 

Damit ist der Satz bewiesen. 
Ähnlich wie Satz 3 beweisen wir 

Satz 4, Es sollen die Voraussetzungen des Satzes 3 gelten und anstelle von (14) und (15) 
gelte für die Funktion f(t, u): 

l.f(t, u) ist nichtnegativ und nichtfallend in u, 0 ^ u < oo, bei jedem festen t e J, 
2. für jede Zahl a > 0 ist 

00 

j f ( r , a ) d t g - - , teJ. 
t0 m 

Dann existiert eine Lösung y(t) der Anfangsaufgabe (1), (2) am Intervall J. 
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S O U H R N 

O OHRAN1ČENOSTI A E X I S T E N C I I R I E Š E N I A 
D I F E R E N C I Á L N E J ROVNICE 4. RÁDU 

S O N E S K O R E N Ý M A R G U M E N T O M 

JÁN F U T Á K 

Fráca je rozdělená na dve časti. V prvej časti sú uvedené postačujúce podmienky 
pre to, aby pre každé riešenie y(t) začiatočnej úlohy (V), (2), platilo: lim>>(t) = 0. 

í-»00 

V druhej časti práce je metodou pevného bodu, dokázaná existencia riesenia y(t) 
začiatočnej úlohy (1), (2) na intervale J = <t0, co). 

РЕЗЮМЕ 

ОБ О Г Р А Н И Ч Е Н Н О С Т И И СУЩЕСТВОВАНИ 
Р Е Ш Е Н И Я Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О УРАВНЕНИЯ 

4-ОГО ПОРЯДКА С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ 
А Р Г У М Е Н Т О М 

Я Н ФУТАК 

Работа разделена в две части. В первой части приведены достаточные условия 
для того, чтобы для всех решений у(() начальной задачи (Г), (2) было спра­
ведливо: Иту(1) = 0. Во второй части, методом неподвижной точки доказано 

1~* 00 

существование решения у(1) начальной задачи (1), (2) на промежутке 3 = 
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