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ZU EINER EIGENSCHAFT VON PHASEN
DER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
ZWEITER ORDNUNG

JOSEF HOSEK
(Eingelangt am 31. Mdrz 1981)

Gewidmet Prof. Miroslav Laitoch zu seinem 60. Geburtstag

Gegeben sei eine Differentialgleichung

Y+ 00y =0, Q@

wo Q€ Cj2 und fiir tej Q(f) > 0, wobei j ein offenes Interwall darstellt.

Im weiteren verwenden wir nur die abgekiirzte Bezeichnung der Gleichung und
die Menge aller reellen Zahlen wird als R geschrieben.

Das Hauptziel unserer Betrachtungen ist es, eine Losung von gewissen Problems
fir den Trager Q der Gleichung (Q) zu geben, einige von dessen Eigenschaften und
Ausdriicke aus speziellen an ihre Phasen gelegenen Forderungen hervorgehen.

Problemstellung: Es sollen alle Funktionen Q gefunden werden, so daB die
zweite Phase f einer Basis von Gleichung (Q) mit dem Trager Q genau einer
primitiven Funktion zur Funktion \/é im Intervall j gleich wird. Mit anderen
Worten, so daB fir e

B = [ O dt M
gilt.

Bemerkung 1. Fiir die erste Phase war das obenangefiihre Problem in [6]
gelost.
O

Satz 1. Damit die zweite Phase B einer Basis (u, v) der Gleichung (Q) genau einer
primitiven Funktion zur Funktion \/é im Intervall j gleich wird, ist es notwendig
und es geniigt, wenn der Trdger Q eine (positive) Lésung einer nichtlinearen Gleichung
zweiter Ordnung

122"z — 172’2 = 0. )
ist.
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Beweis. Nehmen Wir an, es gebe eine zweite Phase f von Gleichung (Q),
welche die Bedingung (1) erfiillt. Es gilt dann in j

B =0, )]
o) = JQ—_ , @
ol @ 1 07 (5)
SN R N
Fiir die zweite Phase 8 gilt nach [1] in j
{B. 1} + B2(1) = Q,(0). ©)
wo
” ’ 2
0w=00-3 L0+ 3(20Y. )

Bemerken wir dabei, dal das Symbol
_ 1 ﬁm 3 Bu 2
wa-LE-3(5)
die Schwarzsche Ableitung von der Funktion f in der Zahl ¢ bezeichnet.
Durch Einsetzen von (3), (4), (5), (7) in (6) ergibt sich fiir alle t €

"y _ ’2 r\2 " r\2
LM-i(A&) +Q=Q_%Q_+i(_Q_)

2 4Q? 4\2 0 0 4\Q
und daraus mit kleiner Zubereitung
120"Q — 17Q% = 0.

Wird in der letzten Beziehung anstelle von @, Q', Q" der Reihe nach z, z', z"
geschrieben, so ergibt sich sogleich (1). Umgekehrt. Es sei Q (wo Q(¢) > 0 fiir ¢ &)
eine Losung von Gleichung (2). Dann jede durch die Beziehung (1) definierte
Funktion # bedeutet die zweite Phase einer Basis von Gleichung (Q), denn, falls
die Funktionen Q, Q’, Q" aus den Bedingungen (3), (4), (5) mit Hilfe von §’, ", f”
ausgedriickt und diese Ausdriicke in (2) eingesetzt werden, dann fiir alle ¢ € j

24[p" + BB B — 68 =0,
was sich noch auf die Form
—8[B7% + BRI B2 + 208257 = 165" + FBT] B — 485747
bringen laf3t. Nach einer weiteren Umformung erhalten wir

LB _3(8Y, o 2 B*+BB" B’
B ()
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Da, gemiB (3), (4), (5), (7)
, B/rz + ﬂ,ﬁm ﬁ" 2
0 =p- 28 13( L), ©
p? B
dann nach einer Anderung und durch Einsetzen von (9) in (8) ergibt sich
1 ﬁm 3 B" 2 2
H (5o
also fir die Funktion f gilt in j (6).

Im folgenden wird das oben formulierte Problem gleichzeitig fiir die erste und
zweite Phase von (Q) betrachtet.

Satz 2. Fiir die Gleichung (Q) existieren erste und zweite Phasen gleich einigen
primitiven Funktionen zur Funktion \/Q im Intervall j genau dann, wenn

0@ =K (= konstant), K > 0, (t €)). (10)

Beweis. Gegeben seien erste Phase « der Basis (¥, v) und zweite Phase f§ der
Basis (iZ, ) von Gleichung (Q) mit der Eigenschaft

J=[Jowadt (tej), (11)

wo wir anstelle von f entweder « oder § setzen. Nach [1] geniigt « in j der nicht-
linearen Gleichung

{o, 1} + o(1) = Q@) (12)
und B der nichtlinearen Gleichung (6). Aus (11) ergibt sich auch fiir jedes t €j
B = a(t) + k, k-geeignete Konstante. (13)

Da {a, ty = {a + k, t} = {B,t}, t €], ist in Bezug auf (6), (12), (13)
(1) = 0,0, (14)

woraus sich mit Riicksicht auf [5] ergibt, dal Gleichung (Q) zu sich selbst be-
gleitend bei den Gewichtskonstanten [0, 1] ist. Aus Bezichung (12) nach [2]
und [6] ist zu schen, daB sich alle positiven Trager Q von (Q) in der Form

o) = (a,t + b))~ 4, a + b >0, a;,b,eR (15)

ausdriicken lassen. Betrachten wir (14), dann nach [5] gibt (15) a; = 0, so daB
Q@) = b1*, (b, # 0) und wenn wir b7 * = K setzen, dann erhalten wir (10).

In Ubereinstimmung mit [1] seien [o] ([B]) ein vollstindiges Phasensystem der
ersten (zweiten) Phase o (f) von Gleichung (Q).

Beispiel 1. a) Die Funktion /Kf bedeutet in j die erste Phase der Basis («, v)
und die zweite Phase der Basis (i7, #) mit der Eigenschaft (11) von Gleichung (Q)
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und mit dem Tréger (10), wo

u(f) = sin /Kt  respektive  @(t) = —cos /K1,

= = (16)
u(t) = cos /Kt o(t) = sin JKt.

b) Die Menge \/Et + k, K > 0, k € R ist in j gleich dem vollstindigen Phasen-
system [/Kt] der ersten und der zweiten Phase /K. Jede Phase aus diesem System
ist eine wachsende Funktion in j.

¢) Jede Funktion \/Kt + k ist in j die erste Phase der Basis (¥ cos k + vsink,
—usin k + v cos k) und die zweite Phase der Basis (i cos k + osin k, —#sin k +
+ o cos k).

Beweis. Die erste Behauptung wird leicht nachgewiesen durch Berechnung
vermoge Satz 2. Aus Satz 2 und [1] folgt weiter {\/Kt + k} = [\/K{], keR.
Wenn umgekehrt fe[\/Kf], f beliebig, dann existiert k, € R derart, daB fiir
jedes tej f(t) = /Kt + k,, woraus fe {\/Kt + k} und folglich auch [\/K{] =
< {</Kt + k}. Nach [1] folgen daraus auch die verbleibenden Behauptungen.

Nach [2] ist es mdoglich alle positiven Losungen der Gleichung (2) explizit

im gewissen Intervall als
12

QW) =|at+b| 5,

wobei a> + b* > 0, a, beR.

Es ist klar, daB fiir jedes betrachtetes Zahlenpaar a, b ein offenes Intervall
existiert, in dem fiir alle # az + b # 0 gilt. Solch ein beliebig gewéhltes Intervall
wird im weiteren mit j bezeichnet.

Die Gleichung (Q) nimmt also in diesem Fall die Form

12

Y +lat+b| 5y=0 (te)) (17)

ci. Durch direkte Berechnung ist leicht zu sehen, daB die Funktion
1

——Sailat +b| 5+k wo a#0, ¢=sgn(at+ b) und auch die Funktion

6
[bi 5t 4+ k, wo a=0, keR, (b # 0) ihre zweite Phase im Intervall mit der

Eigenschaft (1) darstellen. )
1 6
Beispiel 2. Schreiben wir F = {-——Sailat +b| 5+ k}, F=/{b| 5t+k}

Die Menge F (F) ist gleich dem vollstindigen Phasensystem der zweiten (ersten
und auch zweiten) Phase

(IR

ﬂ(t)=—5a—8|at+bl— , a=%0, (18)

6
(fO=1bl 5t, a=0) (19)
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im Intervall j mit der Eigenschaft (1), ((11)) der Gleichung (17), daB heiBt F = [ﬁ]
(F = [f]. Jede Phase des vollstindigen System [B] ([f]) ist eine wachsende

Funktion in j.
12

Beweis. Fir a = 0 folgt alles direkt aus Beispiel 15), wen K = | b |5
gesetzt wird. Wenn a # 0, dann ist der Beweis analog zu dem in 15). Die letzte
5

Behauptung folgt aus der Tatsache, daB f'(t) = |at + b| 6> 0, a# 0, t€j.
Die erste begleitende Gleichung zur Gleichung (17) bei Gewichtskonstanten
[0, 17 ist nach [17, [4] durch die Beziehung

_12 6a? 2
'+ lat + b| 5(1+ 55 |at+b|5)y=0 (te)) (20)

ausgedriickt.

Bemerkung 2. Man sieht aus (17), (20), daB fiir a = 0 die Gleichung (17) zu sich
selbst begleitend ist.

Beispiel 3. Die Menge F ist in j dem vollstindigen Phasensystem der ersten
Phase f aus (18) der Basis (U, V) von Gleichung (20) gleich, wenn a # 0, wo

) 3 5S¢ - }
= — 5 sin | — 5
U(t) lat + b| sm(a lat + b| >, 1)

3 1
V(@) = ]at+b|¥5cos<%|at+b|_5), ¢ = sgn (at + b).

Die Basis (Uy, V) jeder (ersten) Phase f + k e [,B] k € R von (20) fiir a # O ist
in j der Form
U,(t) = U{t)cos k + V(t)sink

. (22)
Vi) = —U(@)sink + V() cos k.

Die Menge F ist in j gleich dem vollstindigen Phasensystem der ersten und der
zweiten Phase f aus (19) mit der Eigenschaft (1), aus Gleichung (20) fiir a = 0;
dabei fist die erste Phase der Basis (u, v) respektive die zweite Phase der Basis (i, 7),

12

wo fiir u, v, @, 7 (16) gilt, wenn K = | b| 5. Fiir die Basis jeder ersten (zweiten)
Phase f + k € [ f] mit der Eigenschaft (1) aus Gleichung (20) mit a = 0 gilt (22),
wenn wir anstelle von U, V zu der rechten Seite von (22) die Funktionen u, v, (i, )
der Reihe nach einsetzen.

Beweis. Es sei a # 0. Da die Gleichung (20) die erste begleitende Gleichung
zur Gleichung (17) ist, wird zum Nachweis nach [l] berechnet, dalB3 g in j die erste
Phase der Basis (21) und die Menge F gleich ihrem vollstindigen Phasensystem
sind. Da f# + k € F, ist in bezug auf [1] ihre Basis durch den Ausdruck (22) ge-

geben. Fiir a = 0 ergeben sich alle Behauptungen direkt aus dem Beispiel 1, wenn
12

K= 1|b| 5 gesetzt wird.
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Souhrn

K JEDNE VLASTNOSTI FAZI
DIFERENCIALNICH ROVNIC 2. RADU

JOSEF HOSEK

V praci byly nalezeny nutné a postadujici podminky k tomu, aby druha faze
(prvni a druh4 faze) n8které baze rovnice y” + Q(¢f) y = 0 byla pravé rovna v in-

tervalu j nékteré primitivni funkci k funkci 1/Q.

Pestome

Ob OJHOM CBOVICTBE ®A3
JNPPEPEHLMAJIBHBIX VPABHEHUN 2. POJIA

NOCHU® TOIIEK
B paborte HaiineHbl HEOOXOOUMBIE M TOCTATOYHbBIE YCIOBHS TOro, YTOOBI BTOpast

¢a3za (mepBas u BTOpas) HeKoTOporo 6asuca ypasueuus y” + Q(t)y = 0 6buta paBHa
MMEHHO Ha MHTEpBaJle j HEKOTOPOH NepBoobpasHoil GyHkuuu x dyHxumn /Q.
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