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Katedra algebry a geometrie pFirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci
Vedouci katedry: Prof, RNDr. Ladislav Sedlddek, CSc.

UBER DIE FORTSETZUNG EINER ANORDNUNG
DER AFFINEN KLINGENBERGSCHEN EBENE
IN EINER ANORDNUNG DER PROJEKTIVEN

KLINGENBERGSCHEN EBENE

FRANTISEK MACHALA

(Eingelangt am 18. Feber 1982)

Die vorliegende Arbeit kniipft an die Artikel [2] und [3] an und benutzt die
dort eingefithrten Begriffe, Bezeichnungen und Verabredungen.

Es seien n eine PK-Ebene ([3], Def. 6) und « eine angeordnete in = einbettete
AK-Ebene ([3], Def. 1.3, Satz 2 und Bem. 4). Auf jeder Geraden g von « ist
eine Zwischenrelation erklart und durch diese sind auf g zwei inverse Anordnungen
hervorgerufen. Als (A3) und (A4) bezeichnen wir die folgenden Behauptungen:

(A3) Es seien a, b zwei Geraden und 4, Be a; A’, B’ € b uneigentliche Punkte.
S sei ein solcher uneigentlicher Punkt mit S¢ a, b, daBB S, 4, A" bzw. S, B, B’
in einer (uneigentlichen) Geraden enthalten sind. Ferner sei Z ein Punkt und z
eine Gerade mit Z¢a,b,z; z ffa, z 4 b, S¢z (Fig. 1). Wir setzen R = z 1 SB,
X=RZMa, X’ =RZNb, Ay =ZA Mz, B =ZBnz, A = ZA' Nz B =
=ZB' Mz Y, = ZSz Dabei nehmen wir 71 (XZX’) an. Gilt 71 (B,Y,B;)
bzw. (B,Y,B7), dann ist 4; < B; <> A} < B; bzw. 4; < B, < B; < A} in der
Anordnung von z.

(Ad) Es seien S ein uneigentlicher Punkt, g eine uneigentliche Gerade und g’
eine Gerade mit S ¢ §'. 4, B, Csind zu S ferne Punkte von g und 4’, B’, C’ derartige
Punkte von g’, daB S, 4, A’ bzw. S, B, B’ bzw. S, C, C’ auf einer Geraden liegen
(Fig. 2). Ferner sei Z ein Punkt und z eine Gerade mit Z¢z, 4, B, C, S¢ z und
zfg'. Wir setzen A, = ZA[ z, By =ZBnNz C,=2ZCnz Ay =2ZA' ]z
Bl =ZB' Nz C{=2C"1Nz Y, =2ZSI] z Ist (4,C,By), dann gilt ‘
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(a) (C1B,Y;) VvV (C14,Y;) = (4.C{B)),
(b) (B,Y,Cy) = (B14.C)),
(¢) (4,Y,Cy) = (4 B1C)).

Definition 1. Durch einen Punkt P und Geraden g, g’ von = ist eine Zentral-
projektion (kurz Z-Projektion) ¢(S, g, g") bestimmt, wenn S ¢ ' ist. Einem Punkt
Aeg mit A4 # S entspricht ein Punkt 4" € ¢’ in ¢(S, g, g'), falls S, 4, 4’ in einer
Geraden enthalten sind.

Bemerkung 1. Eine Z-Projektion ¢(S, g, g") soll nicht eine Abbildung sein. Ist
S e g und sind S, 4 mit 4 € g benachbart, so kénnen zwei verschiedene Geraden
durch S,'A4 gehen, die g’ in zwei verschiedenen Punkten schneiden. Dem Punkt 4
entsprechen dann in ¢ zwei verschiedene Punkte. Dem Punkt X e g mit § # X
entspricht in @ genau ein Punkt X’ = SX Mg’. In diesem Fall schreiben wir
o(X) = X'. Gilt S¢g, so ist ¢(S, g, g") eine bijektive Abbildung von g auf g".

Fig. 1 Fig.2

Definition 2. Wir setzen voraus, daB auf jeder Geraden von 7 eine Trennrela-
tion | erklart ist ([2], Def. 3). Eine Z-Projektion reproduziert |, wenn 4B | CD =
= A'B'| C'D' fir derartige Punkte 4, B,C,Deg und 4',B,C', D' eg’ gil,
welche folgenden Forderungen geniigen:

1. A’, B', C’, D’ entsprechen schrittweise den Punkten 4, B, C, D in ¢(S, g, ).

2. Mindestens drei von 4, B, C, D sind fern zu S.

3. Ist z. B. 4 benachbart zu S und sind S, 4, 4’ in einer Geraden a enthalten,
dann a # §.

Definition 3. Eine PK-Ebene 7 heiBt geordnet, wenn es auf jeder Geraden von n
mindestens vier voneinander ferne Punkte gibt und auf allen Geraden Trennrela-
tionen erklart sind, die mittels Z-Projektionen reproduziert werden. Eine ange-
ordnete PK-Ebene heiBt konvex, falls jede Menge N(a, P) konvex ist ([3], Bem. 3,
[2], Def. 4).
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Theorem. Ist n eine konvex angeordnete PK-Ebene, dann jede in m eingebettete
AK-Ebene ist konvex angeordnet und auferdem geniigt sie unseren Forderungen (A3),
(A4) und den Forderungen (AI), (42) von [3]. ‘

Beweis. Es sei o’ eine durch eine Gerade u der konvex angeordneten PK-Ebene n
bestimmte AK-Ebene. Fiir eine Gerade p von = mit g # & gilt p = p, U U(p),
wo p, die Menge der eigentlichen und %(p) die Menge der uneigentlichen Punkte
von p sind, wobei p, zugleich eine Gerade von o bildet. Nach Definition 3 ist %(p)

ST

eine konvexe Teilmenge von p. Nach [2], Satz 9 ist dann auch p, konvex und gemiB
[2], Satz 14 14Bt sich eine Zwischenrelation auf p, mit der auf p gegebenen Trenn-
relation | folgendermaBen erkliaren: Fiir 4, B, C e p, setzen wir (ACB) : <=3 Xe
€ U(p), AB| CX. Wir wollen zeigen, daB diese auf den Geraden von « definierte
Zwischenrelationen durch die Parallelprojektionen reproduziert werden: Es sei
o(II(h), g, g') eine Parallelprojektion von o ([3], Def. 2). Sind X, X', S die Schnitt-
punkte von g, g’, & mit u, dann aus f }f g’ fclgt X' # Sund S¢g'. Sind 4, B, C
Punkte von g, mit (4CB), dann unserer Definition rach gilt 4B | CX (Fig. 3).
Wegen S¢ g’ ist Y(S, g, &) eine Z-Projektion in = und wegen 4. B, C # S 1aBt
sich Y(A4) = @(4) = SAT1g = A, y(B) = ¢(B) = SBMg = B und y(C) =
= @(C) = SCrg = C'setzen. Da S, X, X' auf u liegen, so der Punkt X’ ent-
spricht dem Punkt X in ¢, wobei § s # gilt. Hieraus erhalt man nach Defini-
tionen 2 und 3 AB| CX = A’B’'| C'X'. Dies aber bedeutet (ACB) = AB| CX =
= A'B"| C'X" = (4'C'B) = (¢(4) ¢(C) ¢(B)).

Da auf jeder Geraden von =m vier voneinander ferne Punkte existieren, gibt es
auf jeder Geraden von o drei voneinander ferne Punkte. Nach [3], Def. 3 ist
also « angeordnet. Wir zeigen, daBB a konvex angeordnet ist ([4], Def. 8): Es seien
A, B, C Punkte von p, mit Be N(p, A) und (ACB). Fiir einen beliebigen Punkt
X e %(p) gilt dann AB| CX. Da © konvex ist, ist N(p, 4) konvex und nach [2],
Def. 4, Satz 8 folgt daraus Ce N(p, A). Die Menge N(p, A) ist also auch in o
konvex und o ist konvex geordnet.
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Nun beweisen wir, daBl o den Forderungen (A1) bis (A4) geniigt:

Ad (A1) Es seien g, & zwei verschiedene Geraden von «, die einen uneigentlichen
Punkt S gemeinsam haben. Wahlen wir einen Punkt X € A, dann ist X ¢ g und’
XeH; vXeH, ([3], Satz 1). Es sei z. B. X H, . Wir wollen zeigen, daB auch
Ye H, fiir einen beliebigen Punkt von 4 gilt. Es sei also Y € h. Fiihren wir eine
Gerade x mit X # / durch X, dann ist ¥ }f § und wir kdonnen 4 = x M g setzen.
Nach [4], Satz 2 gibt es einen Punkt M € x mit M # X und (4XM). Ist s eine un-
eigentliche Gerade durch S und setzt man P = x [ s, dann gilt AM | XP (Fig. 4).

Fig. 4

Wegen M # X und X # herhilt man M # Yund y # k, y }f g fiic y = MY. Somit
188t sich B =y g und Q = y rls setzen. Aus y # h folgt zugleich S¢ X und
o(S, x, y) ist eine Z-Projektion. Wegen S # A4, X, M, P gilt p(4) = B, o(M) = M
©(X) = Y und ¢(P) = Q. Aus AM | XP folgt daher BM | YQ und (BYM). Wird
M e H, angenommen, dann [3], (H3) impliziert Xe H A M€ H, = (XAM).
Nach [1], (Z3) ergibt sich dann (XAM) A (AXM) = A = X, was ein Widerspruch
zug # hist. Wegen M ¢ g gilt also M € H, . Aus Y e H, folgt (YBM) und gemaB
(BYM) ergibt sich ¥ = B, was wieder ein Widerspruch zu g # h ist. Somit ist
Ye H; und folglich 2 = H.

Ad (A2) Wir nehmen an, daB die Voraussetzungen von (A2) [3] erfiillt sind.

I. Es sei die Gerade p eigentlich. Wir setzen Q = g M p (Fig. 5). Nach [2],
(C2) gilt SQ| MS'VSM| QS v SS' | MQ in der Trennrelation | von p. Aus
S =S8 und S#M,Q folgt SS'} MQ, weil n konvex angeordnet ist. Mithin ist
SQ| MS' vV SM| QS'. Wegen g # 7’ gilt A", B" ¢ g und ¢,(4", P, 8), 92(B", p, )
sind daher Z-Projektionen. AuBerdem nach A4” B"¢p sind ¢, ¢, bijektive
Abbildungen mit ¢,(S) = 4, ¢,(Q) = Q, ¢,(M) = R, ¢,(S") = 4’ und ¢,(S) =
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= B, ¢,(0) = Q, ¢,(M) = R, ¢,(S’) = B'. Ferner nehmen wir an, daB auf g
eine Anordnung < mit 4 £ A’ durch zugehérige Zwischenrelation erklart ist.

1. Es sei SQ| MS’. Unter Anwendung von ¢; und ¢, erhidlt man hieraus
AQ | RA’ und BQ | RB’, also (44'Q) und (BB'Q).

a) Es sei 71 (4"MB"). Nach [1], (Z2) gilt dann (4"B"M) Vv (B"A"M). Zunichst
sei (A"B"M), also A"M | B'R. Wegen S¢¢, ' ist die Z-Projektion ¢(S, g’, g)
eine bijektive Abbildung mit @(4") = 4, ¢(M) = Q, ¢(B") = B und ¢(R) = R,
woher man A"M | B'R = AQ | BR = (ABQ) erhilt. Aus (44'Q), (4BQ) und
(BB'Q) ergibt sich schrittweise 4 S A'=4<0=B=<Q0=B=<PB. Gilt
(B"A"M), dann ist B"M | A"R und mittels ¢ ergibt sich BQ | AR, also (BAQ).

Fig. 5 Fig. 6

Wegen (A4'Q, (BAQ) und (BB'Q) erhilt man erneut 4 £ 4'==4 < Q0=B<
< 0= B<B.

b) Gilt (4"MB"), dann ist A"B” | MR und mittels ¢(S, g’, g) ergibt sich 4B | OR,
also (40B). Entsprechend zu a) erhdlt mandann 4 £ 4" =4 < Q0=0 < B=
= B" < B.

2. Es sei SM | 0S’. Unter Anwendung von ¢,(4", p, 2), ¢,(B", p, g) ergibt sich
dann AR | QA’, BR| QB’, also (4"AQ), (B'BQ).

a) Wir setzen 1 (4"MB"), also (A"B"M)V (B"A"M) voraus. Aus (4"B"M)
folgt analog zu la) (A4BQ). Wegen (4'AQ), (ABQ) und (B'BQ) erhilt man 4 <
sA=0=A4A=Q=<B=B=<PB. Gilt (B"A"M), dann ist (BAQ) und 4 <
<SA=>0<£Ad=>Q<B=B<B.

b) Es sei (4A"MB"), also (AQB). Aus (4'AQ), (AQB) und (B'BQ) folgt dann
ASA=>0=A=B=<Q=B <B

II. Es sei die Gerade p uneigentlich. Wir setzen Q = g1 p, S" = A"B[1p
und C = B"S” Mg (Fig. 6). Nach [2], (C2) gilt S§" | S'Q V 5" | S"Q v §'S" | SO.
Wegeng || g"und g # g'ist A", B" ¢ g und (4", p, 8), ¢2(B", p, g) sind Z-Projek-
- tionen. Da 4", B" ¢ p gilt, sind ¢,, ¢, sogar bijektive Abbildungen und mithin
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14Bt sich 9,(S) = 4, ¢,(S") = 4', ¢,(S") = B, 9,(Q) = O, 95(S) = B, 9,(S) =
=B, ¢,(8") = C, 9,(Q) = O setzen. Wir nehmen an, daB auf g eine Anordnung =
mit 4 £ A’ erklart ist.

a) Es sei SS”|S'0. Mit ¢, ¢, erhilt man hieraus AB| A'Q und BC| B'Q,
also (4A’B) und (BB'C). (AA'B) und A < A’ impliziert 4 < B. Wegen R # S ist
auch R # 8" und ¥(S, g, 8'), ¥(S", g', g) sind Z-Projektionen. Nach [3], Def. 8
sind ., Y, zugleich PZ-Projektionen und wegen ¥,¥,(4) = B,-Y,4,(B) = C
folgt dann aus [3], Satz 8 4 < B= B < C. GemiB (BB’'C) erhilt man hieraus
B £ B.

b) Es sei SS' | S"Q. Mit ¢, @, ergibt sich A4’ | BQ und BB’ | CQ, also (4BA4’)
und (BCB'), woraus A £ A" = A £ B folgt. Unter Anwendung von v, y,
erhilt man entsprechend zu a) 4 < B= B < C und wegen (BCB') folgt daraus
B < B.

c) Es sei S'S" | SQ, also A'B| AQ, B'B| BQ und (4’4B), (B'BC). Dann 4 < A’
und (4’4 B) impliziert B £ A, woher sich mittels ¥/, , ¥, C < Bergibt. Nach (B’'BC)
gilt dann B < B'.

Ad (A3) Wir nehmen an, daB die Voraussetzungen von (A3) erfiillt sind (Fig. 1).
Setzen wir ¥ = SZ M aund Y’ = SZ 1 b, dann wegen S ¢ a, b sind Y, Y’ eigent-
lich. Ferner setzen wir X; = SX b und X, = ZX, 1z Da die Menge %(a)
konvex in = ist, so 4, Be %(a) und X, Y € a, impliziert XY } AB, woraus nach [2],
(C2) XA | YBV XB| YA folgt.

1. Es sei X4 | YB. Da wegen Z ¢ a, z die Z-Projektion ¢,(Z, a, z) eine bijektive
Abbildung ist, gilt ¢,(X) = R, ¢;(4) = A, ¢,(¥Y) = Y, ¢,(B) = B; und folglich
XA|YB = RA,| Y,B,. also (Y,4,B,). Unter Anwendung von ¢,(S, a, b) ergibt
sich analog X4 | YB = X, 4’| Y'B’, woher man mittels ¢5(Z, b, z) X,4; | Y, B}
erhalt. Unserer Voraussetzung - (XZX’) nach ist XX’} ZR. Wegen S # R,
S¢b und Z¢b,z ergibt sich dann unter Anwendung der Z-Projektionen
¥1(S, ZR, b), Y,(Z, b, z) schrittweise XX’} ZR = X, X'} Y'B" und X, X'} Y'B' =
= X,RtY,;B]. Aus S¢b folgt ¥, # A;. Gilt zugleich 4] # B, dann ergibt
sich nach [2], Satz 5 Y,B} | X,4% A Y, B, } X,R = Y, B} | A\ R, also (Y,A,B}).
Nach [1], (Z5¢) gilt (Y,47B}) auch im umgekehrten Fall A} = B{. Zunichst
nehmen wir 71 (B, Y, B]) an. Ist 4, < B, in der Anordnung von z, dann wegen
(Y1A4,B,) gilt Y, £ B,. Aus B] £ Y, folgt hieraus B; < Y, < B,, was ein
Widerspruch zu 1 (B, Y,Bj) ist. Mithin gilt Y, < B} und (Y,47B}) impliziert
Ay £ B}. Wird (B,Y,B}) angenommen. so wegen (Y, 4,B,) und (Y, 4/B}) erhilt
man 4, B, =Y, < B, =B, <Y, = B, < 4.

2. Es sei XB| YA. Mit der Z-Projektion ¢,(Z, a, z) ergibt sich XB| YA =
= RB; | Y;4,, also (Y;B,4,). Die Anwendung von ¢,(S, a, b) und ¢5(Z, b, z)
fihrt zu X;B'| Y'A" und X,B]| Y, A}. Setze R' = S4 r ZR, dann 1 (XZX’)
impliziert XX'{ ZR’ und mit y(S, ZR,b), ¥2(Z,b, z) ergibt sich hieraus XX'{ZR' =
=X, X'} YA = X,R}t Y, A}. Wegen S¢b gilt Y, # Bj. Ist zugleich A} s B],
dann erhilt man nach [2], Satz 5 Y, A} | X,B] A Y, 4, } X,R = Y, A} | B{R =
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= (Y;B1A4}). Dies gilt aber auch im Fall 4] = Bj. Es sei 71 (B,Y,B]). Wegen
(Y,B4,) ist A, £ B, =B, = Y;, woraus B{ < Y folgt, denn das Gegenteil
Y, £ B/ fithrt wegen B; < Y, < B| zum Widerspruch. Nach (Y,B;4}) ergibt
sichalso 47 < B{. Aus (B,Y,B)folgtahnlich4, £ By =B, £ Y, =Y, < B/ =
= B] < 4;.

Ad (A4) Es seien die Voraussetzungen von (A4) erfiillt. Setzen wir R = z M g,
dann wegen R # S gibt es einen uneigentlichen Punkt R’ = RS g’ (Fig. 2).
IstY=2ZSNng Y =ZS1g,Y, = ZS T z gesetzt, dann gilt ¥ = S und wegen
S¢ g’ ist Y eigentlich. Durch S fithren wir derartige Gerade p mit Z ¢ p, daB
=1 (44,ZA,) fir A, = ZA' M p gilt. Wegen A’ = B’ = C' ist ZA' = ZB' = ZC'
und nach [3], Beweis von Satz 12 gilt 71 (B{ZB,), 1(C{ZC,) fiir die Punkte
B, =ZB Mp, C; = ZC' 0 p.

a) Essei (C;B,Y,) V(C14,Y)). Aus 4, = C1 folgt schrittweise 4 = C, 4" = C’
und 4] = C{, woher sich (4;C/B]) ergibt. Analog erhilt man (47CB/) auch im
Fall B; = C,. Ferner nehmen wir also 4, # C, und B; # C; an.

%) Es sei (C;B,Y,). Nach [1], (Z5) ist (4,C B,) A (C;B,Y;) = (4,C, YV
vV C, = By, also (4,C,Y,), denn B, # C, wird vorausgesetzt. GemaB [1], (Z6)
ergibt sich dann (Y,B,C{) A (Y,C;4,) = (Y,B,;4,). Gilt dabei (4,Y,B,), so
nach [1], (Z3) ist ¥, = B, und folglich Y = B, was ein Widerspruch zu ¥ = §
und B # § ist. Somit erhdlt man 71(4,Y,B;) und (4,C{B,) = 4,B, | C,R,
1(A4,YB)) = A;B; t Y,R. Wegen C; # A, By ergibt sich dann nach [2],
Satz 5 4B, | C4RA A;B; t Y,R = 4,B,| C;Y,. Da die Z-Projektion ¢,(Z, z, g)
eine bijektive Abbildung ist, gilt @,(4,) = 4, ¢(B,) = B, ¢,(C)) = C, ¢,(Y,) =
= Y und folglich 4,B, |C,Y, = AB|CY. Da S+# A4,B,C; S =7 gilt und
S, Y, Y auf der Geraden ZS mit ZS # § liegen, so unter Anwendung der Z-Pro-
jektion @,(S, g, g") erhillt man AB| CY = A'B'| C'Y’, woher sich mit ¢5(Z, g’, p)
A'B' | C'Y' = A,B, | C,S und folglich (4,C,B,) ergibt. Wegen 71 (41Z4,),
1 (B{ZB,), 1(C{ZC)und Z # 4,, Bq , C, gilt dann nach [3], Satz4 (4,C, B, )=>
= (41C{By).

) Es sci (C;4,Y,). Nach [1], (Z5) ist (Y,A4,C;) A (4,C,B,) = (Y,C,B,) V
VA = Cy, was wegen A, By # C, schrittweise (YCB;) und 71(CB;Y,)
bedeutet. Aus (C 4, Y,) und 71 (C,B,Y,) folgt dann C, Y, | 4, R und C,Y, } B;R.
GemiB A4, # C,, Y, erhilt man daraus nach [2], Satz 5 C; Y, | 4R A C,; Y }
}B,R=C,Y | A B, . Unter Anwendung von @, @,, @5 ergibt sich schritt-
weise A, B, |'C;Y = AB|CY = A'B"|C'Y' = A,B,| C,S = (4,C,B,). Hicraus -
folgt nach [3], Satz 4 (4,C{By).

b) Es sei (B,Y,C,). Aus 4, = C, folgt A} = C{ und (B|4,C). Ferner sei
Ay # Cy. (4,CB,) impliziert dann 71 (B;4,C,) und wegen (B, Y,C,), 11 (B, 4,C,)
ist B;Cy | Y;R, B,C,} AR, woraus sich wegen Y, # B,, C; nach [2], Satz 5
B,Cy | 4, Y, ergibt. Mittels ¢y, ¢, @3 erhdlt man dann B,C,; | 4, Y, = BC| AY =
= B'C'| A'Y" = B,C, | 4,5 = (B,4,C,) und folglich (B} 4C}).

¢) Es sei (4,Y,C,). Aus By = C, folgt By = C, und (4,B,C;). Ferner sei
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B, # C;. Dann ist ~1(4,B,C,;) und (4,Y,C;) = 4,C,| Y1R, 71(4,B,C,) =
= A,C, | B;R, woraus sich nach [2], Satz 5 4,C, | B, Y, ergibt. Entsprechend zu
vorigen Fillen gilt 4,C, | B,Y, = AC | BY = A'C’' | B'Y = A,C, | B,S =
= (4,B,C;) = (41B{Cy).

Damit ist das Theorem bewiesen.

Im folgenden wird angenommen, daB} eine PK-Ebene n gegeben ist. Durch eine
Gerade u sei eine AK-Ebene « in = erklart ([3], Def. 7, Satz 2), wobei die Ver-
abredungen von [3], Bemerkung 4 respektiert werden. Ferner setzt man voraus,
daB « angeordnet ist ([3], Def. 3) und die Forderungen (Al), (A2) erfiillt sind.

Ist p eine Gerade von 7 mit p # #, dann gilt p = p, U %(p), wo p, bzw. %(p)
die Menge der eigentlichen bzw. uneigentlichen Punkte von p bedeutet. Da «
angeordnet ist, so ist eine Zwischenrelation auf p, definiert und durch diese sind
zwei inverse Anordnungen auf p, erklart. Durch die Zwischenrelationen auf p, und
mittels der Sitze von [3] definieren wir weiter die Zwischenrelationen auf #(p) und
auf den uneigentlichen Geraden von n. Mit diesen Zwischenrelationen erklaren wir
danneindeutigdie Anordnungen auf den zugehérigen Mengen. Im Teil IT dieses Arti-
kels verwenden wir diese angefiihrten Begriffe zum Beweis des fundamentalen Theo-
rems: Gelten in der angeordneten AK-Ebene « die Forderungen (A1) bis (A4), dann
die PK-Ebene n 148t sich im Sinne der Definition 3 konvex anordnen.

Fig. 7

Wir wihlen vier Punkte O, E, U, V von n mit U, ¥V € u, so daB keine drei der
Punkte O, E, U, V in einer Geraden der projektiven Ebene =’ ([3], Def. 6) enthalten
sind. Dann sind O, E eigentlich. Wir setzen x = OU, y = OV, e = VE,
e’ = EU (Fig. 7). Ferner setzen wir voraus, daB O, E, U, V fest gewihlt sind.

Es sei p eine Gerade von 7 mit p # #. Wir definieren eine Zwischenrelation auf
%(p) durch die folgende Vorschrift:
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(U1) Es seien 4, B, Ce %(p). Wir wihlen einen (eigentlichen) Punkt S mit
S¢p und setzen a = SA, b = SB, ¢ = SC. Wegen 4 = B = C ist dann a =
= b = ¢ und b, ce N(S, a) ([3], Bem. 3). Nach [3], Def. 10 ist auf N(S, a) eine
Zwischenrelation erklart. Wir setzen (ABC): < (abc).
Nach [3], Satz 13 ist die Definition (Ul) von der Wahl des Punktes S un-
abhangig.
Es sei v eine uneigentliche Gerade. Mit ¥°(v) bezeichnen wir die Menge der
zu V benachbarten Punkte von v und setzen #'(v) = v \ ¥ (v). Die Zwischen-
relation auf ¥"(v) definieren wir folgendermaflen:
(U2) Wir wihlen einen Punkt S und fir A4, B, Ce ¥ (v) setzen wir a = SA4,
b = SB,c = SC.Dab, ce N(S, a) ist, konnen wir entsprechend zu (U1) (4BC): <
<> (abc) setzen.
Die Zwischenrelation auf #7(v) definieren wir, wie folgt:
. (U3) Es seien 4, B, C € #°(v). Wir wihlen einen Punkt S und setzen p = SV,

a=SA,b =8B, c=SC. Wegen V # A, B, Csind a, b, ¢ zu p fern und deshalb
ist a, b, ¢ € F(S, p). Nach [3], Def. 11 ist auf F(S, p) eine Zwischenrelation erklart.
Wir setzen (ABC): <> (abc).

Nach [3], Satz 15 ist die Definition (U3) von der Wahl des Punktes S un-
abhingig.

Auf jeder Menge mit einer Zwischenrelation 18t sich nach [1], (2.3) ein Paar von-
einander inversen Anordnungen bestimmen, die die zugehorige Zwischenrelation
reproduzieren. Im folgenden fithren wir die Regeln (B1) bis (B6) an, mit denen
sich genau eine Anordnung der betrachteten Teilmengen von Geraden bestimmen
1aBt.

(B1) Es sei die Gerade p eigentlich mit p }f 5. Wir betrachten die Menge aller
zu y parallelen Geraden, also die Richtung II(y). Nach [3], Def. 4 ist eine Zwischen-
relation auf II(y) definiert. Mit dieser Zwischenrelation 148t sich solche An-
ordnung < aufII(y) erklaren, daB y < egilt ([3], Bem. 2,[1], (2.3)). Sind 4, Be p,
gegeben, dann setzen wir 4 £ B < V4 < VB. Damit ist genau eine Anordnung
auf p, bestimmt, welche die gegebene Zwischenrelation von p, reproduziert, d. h.
(ABC)«> A < BZ CVC < BE Agilt.

(B2) Es sei die Gerade p eigentlich mit p // 7. Auf der Richtung II(x) definieren
wir eine Zwischenrelation und durch diese Zwischenrelation erklaren wir die
Anordnung < von II(x) mit x < €. Sind 4, Bep, gegeben, dann setzen wir
a=UA,b=UBund A £ B:<a<bh.

(B3) Es sei die Gerade p eigentlich mit 5 }f . Wir fithren die Anordnung < auf
der Menge #%(p) folgendermaBen an: Es seien 4, Be #(p). Wir wihlen einen
Punkt S mit S ¢ p derart, dal S4 # SB im Falle 4 # B ist und setzen a = S4,
b= SB,c = SV,N = ¢ p(Fig. 8). Auf ¢ wihlen wir einen zu S fernen Punkt M
mit 71 (MSN) und durch M fiihren wir eine zu ¢ ferne Gerade m mit 7 }f p. Wird
A, =mnmMa und B, = m 1 b bezeichnet, dann setzen wir 4 < B genau dann,
wenn 4, < B, in der mittels (B1) definierten Anordnung von m, gilt.
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Im folgenden Satz (S1) beweist man, daB die durch (B3) angefiihrte Anordnung
von %(p) von der Wahl der Punkte S, M und der Geraden m unabhangig ist.

(S1) Es seien p eine eigentliche Gerade mit p }{ y, A, B Punkte von %(p) und S, S,
Punkte mit S, S, ¢ p, fiir die S;A # S;B, S,4 # S,B fiir A # B gilt. Wir setzen
¢y =81V, ¢, =8,V, a, = 8,4, b, =SB, a, =S4, b, = S,B, Ny =c¢; Mp
und N, = ¢, (1 p. My bzw. M, sei ein zu Sy bzw. S, ferner Punkt von ¢y bzw. c,.

Fig. 8

Durch My bzw. M, fiihren wir eine Gerade m, bzw. m, mit iy # &, i, § p bzw.
i, # €,, iy § P und setzen A, = my May, By = my Mb,, Ay =m, Ma,, B, =
= my M b,. Ist 71 (M{S;N;), 71 (M,S,N,) bzw. 71 (M,S;N,), (M,S,N,), dann
gilt Ay £ B < A, £ B, bzw. A, £ B, < B, £ A4, in den nach (Bl) definier-
ten Anordnungen von m, und m,.

Beweis. 1. Zuerst nehmen wir an, daB S;, S, in einer durch p bestimmten
Halbebene liegen. Es sei z. B. S;, S, € H, . Nach [4], Satz 2 gibt es einen Punkt Q
von p mit 71 (N,ON,) und Q # N,,N,. Wihlen wir einen Punkt M, e ¢, mit
M| # N,, M{e H, und setzen wir m = M{Q, dann ist m §f ¢,, m }f p. Mithin
gibt es Punkte 4] =m M a,, By =mnby, Ay =mnNa,, By =mla,, M =
=mnec, (Fig.9). Wegen M{e H,, S, e H, gilt nach [3], (H3) (M{N:S)),
woher 71 (S§;M|N,) folgt. Mittels der Parallelprojektion @(II(y), p, m) ergibt sich
1 (NyQN,) = 1 (M{QM,) und wegen M, e H, folgt hieraus M;e H,. Aus
M;e H, und S, € H; erhilt man dann (M;N,S,), also 71 (S,M,N,). Wegen
1 (N,QN,) sind N,, N, in einer durch m bestimmten Halbebene enthalten. Ist
z. B. N;, N, e H}, dann 1 (S;M{N,) und 71 (S,M}N,) impliziert S,, S, € H,.
Fithren wir also zu m parallele Geraden s, , s, durch Sy, S,, dann nach [3], (HD)
gilt s;,5, = H und in der auf IT(m) angefiihrten Zwischenrelation ergibt sich
71 (syms,). Da wegen S, S, ¢ m zugleich §,, §, # m gilt, sind die Voraussetzungen
(1), (3) des Satzes 11, [3] erfiillt und diesen Satz nach erhdlt man 4} < By <
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<> Ay < B}. Es sei 71 (M,S,N,). Gilt dabei (M,S,M}), dann ist nach [1], (Z5b)
(MN,S,) A (M,S;M;) = (N;S;M,), was ein Widerspruch ist. Mithin gilt
(M S, M]) und gemiaB [3], Satz 17 ergibt sich 4; < B; <= 4] £ B; in den
nach (B1) erkliarten Anordnungen von m,, m. Gilt 71 (M,S,N,), dann ergibt sich
ganz dhnlich 71 (M,S,M,) und 4, £ B, < A, < B,. Nehmen wir (M,S,N,) an,
dann nach [1], (Z5) gilt (M,S,N,) A (S,N,M,) = (M,N,M;)Vv S, = N,, also
(M,N, M) und gemiB [1], (Z6) ergibt sich (M,S,N,) A (M3N, M) = (M,S,M3).
Nach [3], Satz 17 gilt dann B, < 4, < A5 < B}. Aus 71 (MS{N;) A T1(M,S,N,)
folgt also 4; £ B, <> A} £ By <> 4, £ B, < A4, £ B, und aus 71 (M;S;N,) A
A (M,S,N,) folgt A, < B, < A} < B, < Ay < B} <> B, < 4,.

Fig. 10

2. Wir nehmen an, da8 S,, S, in verschiedenen durch p erklarten Halbebenen
liegen. Es sei z. B. S; € H, und S, € H,.

a) Es sei ¢, # ¢,, also N, # N,. Nach [4], Satz 9 und Bemerkung 10 gibt es
auf p einen Punkt Q mit 0 # N,, N, und (N,Q,N,). Wihlen wir einen Punkt
M{ec, mit M{ # Ny, M, € H, und setzen wir m = M{Q, dann ist 7 }{ ¢, 7ii | p
und es gibt Punkte M, = mc,, 4, = mna;, By =mnby, Ay = ma,,
B, = m b, (Fig. 10). Wegen S, € H;, Mj e H, gilt (M{N,S,) und entsprechend
zum Fall 1 aus 71 (M S N,) folgt 1 (M,S;M]). Nach [3], Satz 17 ergibt sich
hieraus 4, £ B, < A} < B;. Mit der Parallelprojektion ¢(II(y), p, m) erhilt man
(N.ON,) = (M{QOM;). Wegen M{e H, gilt also M, e H, und wegen S, ¢ H;
ist (M,;N,S,). Aus 1 (M,S,N,) ergibt sich dann analog zu 1 71 (M,S,M;,) und
folglich 4, £ B, <> 4, < B;,. Aus (M,S,N,) folgt (M,S,M;) und B, < 4, <
< A, < B, (Fig. 10). Wegen (N,QN,) sind N,, N, in verschiedenen durch m
erklarten Halbebenen enthalten. Es sei z. B. N; € H,' und N, € H,,. Da (M{N,S,),
(M;N,S,) ist, gilt 71 (S;M/N,), 1(S,M;N,) und folglich S, e H,\, S, € H,,.
Fithren wir zu m parallele Geraden s,,s, durch S;,S,, dann gilt s, = H,r,
s, < H,,,5,,5, # m und in der Anordnung von II(m) ergibt sich (s,ms,). Deshalb
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sind die Bedingungen (2), (4) des Satzes 11, [3] erfiillt und diesem Satz nach erhélt
man A4} £ B} < A5 < B;. Im Fall 71 (M{S;N;) A 71 (M,S,N,) ergibt sich also
A, £ B, <A, £ B, < A4, < By < 4, < B, und im Fall 71 (M,S,Ny) A
A(M,S,N,) ist A, < By < A, < B, <> Ay < B} < B, < A,.

b) Essei¢; = ¢,,also Ny = N,. Durch ¥ fithren wir eine Gerade ¢ mit ¢ # ¢y,
auf ¢ wihlen wir einen Punkt S mit S¢ 5, Se H, und setzen a = S4, b = SB,
N = ¢ 1 p. Ferner wihlen wir eine Gerade m’ mit ' § ¢,, m’ }f p, so daB M ¢ p,
MeH,, 1(NQ'N,) und Q # N, N, fir M =m' [1c, Q' = m' Mp gilt. Wegen
Se H+ und M e H, gilt dann (SNM), also 71 (MSN). Setzen wir 4’ = a (11,

= b [ m’', dann wegen S, S, € H, ergibt sich nach dem Fall 1 4, < B; <
< A' < B'. Durch M fiihren wir noch eine Gerade m mit 7 § p, so daB (NON,)
und Q0 # N, N, fir Q = m[1p gilt und setzen wir A" =ma, B = m[1b.

B
m B{'/{A
b,
N
a, A
b//a
S N M o U
\
p
Fig. 11

Da ¢ # ¢, und Se Hy, S,€H, gilt, erhiit man A, £ B, < A" < B" bzw.
B, < 4, < A" £ B" im Fall 71(M,S,N,) bzw. (M,S,N,). Nach [3], Satz 17
gilt zugleich 4’ £ B'< 4" £ B". Aus 71 (M,S;N,) A 1 (M,S,N,) folgt also
A, £ B, <A £ B < A" <B" < 4, £ B, und aus 1 (M{S;N;) A (M,S,N;)
folgt A, < B, @A =< B'@A” S BB, < A4,.

(B4) Es sei p eine eigentliche Gerade mit p // y. Wir fithren die Anordnung < auf
%(p) folgendermaBen an: Wir wihlen einen Punkt S mit S ¢ p derart, dall S4 # SB
im Falle 4 # Bistund setzenc¢ = SU, N =pnc,a = SA,b = SB. Es sei M ein
. Punkt von ¢ mit M # Sund 71 (MSN) (Fig. 11). Durch M fithren wir eine Geradem
mit 7 # ¢, m |} pund bezeichnen 4, = m [l a,B; = mMb,a; = A,U,b; = B, U.
Wir setzen 4 < B genau dann, wenn a; < by in der Anordnung < von II(x)
mit x < € gilt.

Entsprechend zu (S1) 148t sich beweisen, dafB} die in (B4) angefiihrte Anordnung
von %(p) von der Wahl der Punkte S, M und der Geraden m unabhingig ist.
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(BS) Es sei die Gerade p uneigentlich. Die Anordnung < auf #7(p) fiihren wir
folgendenmaBlen an: Es seien 4, Be# (p). Wird a = 04, b = OB gesetzt, dann
gilt @ ffy, b}y und es gibt Punkte 4’ =ale, B =bre Wir setzen 4 < B
genau dann, wenn A’ < B’ in der nach (B2) erklarten Anordnung von e, ist.

(S2) Es sei p eine uncigentliche Gerade und seien A, B € W (p). Ferner seien S
ein Punkt und m eine Gerade mit S¢m und m|[|y. Wir setzen s = SV, 4, =
= SA [ m, By = SB[1m. Gilt 71 (eym) A 71 (yms) bzw. (eym) A (yms) Ay # m
in der Anordnung von I1(y), dann ist A < B in der Anordnung von W (p) nach (B5)
genau dann, wenn A, < B, in der Anordnung von m, nach (B2) ist.

"ls y e m P
s /"‘"E/’//.B
-<\
A b
|
|
B Q A
B' B, /F
A B
0 — 4
C' 1c, c
i
Fig. 12

Beweis. Wir setzen a = OA4A, b = OB, A’ = ae und B' = b 1 e. Wir sollen
beweisen, daBB 4" < B’ in der Anordnung von e, genau dann gilt, wenn 4, < B,
in der Anordnung von m, ist, wobei diese Anordnungen nach (B2) definiert sind.

1. Es sei 71 (eym) und 1 (yms).

a) Zundchst nehmen wir 7 # 7 an. Wir setzen A" =alm, B" = b m,
a =AU, b =BU, ¢'=0U, A, =a MNm, B,=>b'T"m, C'"=c" Me und
C, = ¢’ M m (Fig. 12). Wegen 1 (eym) gilt nach [3], Def. 4 71 (B'OB"), 1(4'04"),
-1 (C'0C,) und wegen U ¢ ¢, m, O ¢ m ergibt sich nach [3], Satz 16 4, < B, <
<> A" £ B” in der Anordnung von m,. Gemaf} (B2) ist A’ < B'< 4, < B, und
somit A" £ B’ < A” £ B". Da p uneigentlich ist und §, y # i, 71 (yms) gilt, sind
die Bedingungen des Satzes 11, [3] erfiillt und folglich gilt 4" < B" < 4, £ B,
also A’ £ B < A4, £ B;.

b) Es sei m = y (Fig. 13). Wegen 71 (eym) ist nach [1], (Z5¢) y # m und nach
[11, (Z2) gilt (yem) v (yme). Da o konvex ist, folgt aus (yem) und /i = y die Gleich-
heit y = &, was ein Widerspruch ist. Daher muB} (yme) gelten. Ferner wollen wir
zeigen, daB e # §, 71 (yes) und 1 (mse) erfiillt ist: Wegen 1 (yms) ist (mys) V (msy).
Zunichst priifen wir den Fall (mys) nach. GemaB [1], (Z5) erhilt man (emy) A
A (mys) = (eys) Vm = y. Aus m # y folgt hieraus (eys), was wegen y # e gemiB
[1], (Z3) 1 (yes) impliziert. Nach [1], (Z6) ergibt sich weiter (emy) A (eys) =
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= (ems). Da « konvex ist, folgt aus § = & die Gleichheit é = 7, also ein Wider-
spruch zu y = i und y # é. Somit ist § # . Wegen S ¢ 77 ist § # 7 und (ems)
impliziert 7 (mse). Nun nehmen wir (msy) an. Unter Anwendung von [1], (Z5b),
(Z6) erhilt man (yme) A (ysm) = (sme) A (yse), aus (ems) folgt § # &, 71 (mse) und

wegen e # s, (yse) ist 71 (yes). Setzen wir A} = SA Me, By = SB[ e, dann ’
7 # é, 5 # & und 7 (yes) impliziert nach [3], Satz 11 4’ £ B’ <« A} < B;. Wir
bezeichnena’ = A, U, b’ = B,U,c' = SU, A, =a' Me,B,=b'Me, C' =c"Mm
und C, = ¢’ Me. Wegen 71 (mse) gilt 71 (4,S47), 71 (B1SBy), 71(C'SC,), wegen
§ # é ist S¢ e und nach [3], Satz 16 gilt also 4] < B] <> 4, £ B,. Da gemiB
(B2) 4, £ B, < A; < B, erfiillt ist, ergibt sich hieraus 4" < B'< A4, < B;.

s |y , m B|]S—"8
| b8 B, »
S — L C,
o BlA,

A
A
o

Fig. 13

2. Es sei (eym), (yms) und y # m.

a) Wir nechmen # # y an. Dabei erhalten wir die Bezeichnungen aus Teil 1a).
Wegen (eym) ist (4'04"), (B'OB"), (C'0C,) und gemiB O ¢ m gilt nach [3],
Satz 16 4, < B, <> B” < A". Nach (B1) ergibt sich 4" < B’ < 4, < B,, also
A £ B <« B" < A". Wegen i # 5,7 und (yms) sind die Bedingungen (2), (3)
des Satzes 11, [3] erfiillt. Mithin ist B” £ A” <> 4; < B, und folglich 4’ < B’ <>
<A, < B,.

b) Wir nehmen m = y an. Nach [1], (Z5) gilt (eym) A (yms) = (ems)Vy = m
und wegen y # m folgt daraus (ems), was 71 (mse) bedeutet. Gilt é = §, dann
gemiB (ems) ergibt sich & = ¥, denn « ist konvex. Dies ist aber ein Widerspruch und
es gilt daher e # §. Nach [1], (Z6) erhilt man (eym) A (ems) = (eys) und wegen
e # y folgt hieraus 71 (eys). Da é # §, 71 (yes) und 71 (mse) gilt, 148t sich ferner
ganz analog wie unter 1b) verfahren.

(B6) Es sei die Gerade p uneigentlich. Wir fithren die Anordnung £ auf ¥°(p)
folgendermaBen an: Es seien 4, Be ¥'(p). Wir bezeichnen a = OA, b = OB,
A" =ane, B =bMe und setzen 4 £ B genau dann, wenn B’ £ A4’ in der
nach (B1) erklarten Anordnung von e, gilt. -
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Mit [3], Satz 11 und Satz 16 1aBt sich entsprechend zu (S2) die folgende Be-
hauptung beweisen:

(S3) Es sei p eine uneigentliche Gerade und seien A, B € ¥"(p). Ferner seien S ein
Punkt und m eine Gerade mit S ¢ m und m || x. Wir setzen s = SU, A; = SA M'm,
B, = SBrim. Gilt 71(e'xm) A 71 (xms) bzw. ('xm) A (xms) Ax # m in der
Anordnung von II(x), dann ist A £ B in der Anordnung von ¥ (p) genau dann, wenn
B, < A, in der Anordnung von m, gilt.

Nun beweisen wir zwei Satzen (S4) und (S5), die im Teil IT verwendet werden.

(S4) Es sei m eine Gerade mit i §{ X und m f{ y. Wir setzen m' = L(O, m), Q = .
=m' Me, P= e x. Auf der Richtung II(x) bzw. II(y) betrachten wir eine An-
ordnung < bzw. <', so daff x < €' bzw. y = e gilt. Diese Anordnungen induzieren
zwei Anordnungen < und <' von m,. Gilt 7 (EPQ), dann sind die Anordnungen <,
<’ von m, gleich. Gilt (EPQ), dann sind £, <’ die inversen Anordnungen.

y e |a b‘/m m
B/ b
=
A B, A B, a
£ ¢
q
/@ N L
e
0 P X
|
Fig. 14

Beweis. Auf jeder Geraden g von o mit § ff X bzw. 7 {f y betrachten wir solche
Anordnungen £ bzw. <, die durch die Anordnung < bzw. £’ von II(x) bzw.
I(y) mit x £ ¢ bzw. y < einduziert ist. Die auf gegebener Geraden m so definier-
ten Anordnungen =<, <’ reproduzieren die Zwischenrelation von m. Wihlen wir
zwei verschiedene Punkte 4, Bvon mmit A < B,dannist 4 <’ Bbzw. B <’ 4 und
nach [1], (2.3) gilt entweder £ = <’ oder =, <’ sind inverse Anordnungen.

Es seien also A4, B zwei verschiedene Punkte von m mit 4 £ B. Fiithren wir
zwei Geraden a, b € II(x) durch 4, B, dann gilt ¢ < b in der Anordnung von II(x).
Setzen wir A" = am', B'= b m', dann ergibt sich auch 4" £ B’ in der
Anordnung < von m'.

s 1. Es sei 71(EPQ). Wegen x £ ¢ ist P £ F in der Anordnung < von e. Aus
Q < P folgt dann Q < P < FE und (EPQ), was ein Widerspruch zu 1 (EPQ) ist.
Somiit ist P £ Q (Fig. 14). Setzen wir ¢ = L(Q, x), dann gilt x £ gund O £ Q
in der Anordnung £ von m'. Wegen y <'e erhidlt man O £’ Q in der An-
ordnung <’ von m’. Da O £ Q und zugleich O £’ Q ist, gilt £ = <’ und aus
A" £ B'folgt A" <’ B'. Fithren wir die Geraden a', b’ € II(y) durch A’, B’, dann ist
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@ £’b’ in der Anordnung von II(y) und folglich A’ <’ B, in der Anordnung <’
von a, wo B, = b’ 1 a gesetzt ist. Ferner seien a, , b; durch 4, B gehende Geraden
von II(y). Setzen wir B, = b, M a, dann wegen [ x, /i }{ 7, x §  erhalten wir
nach [3], Satz 10 A’ £’ B, = A <’ B, und folglich a; <’ b,. Mithin ist 4 <’ B
in der Anordnung <’ von m. Wegen 4 £ Bund 4 £’ Bergibtsichdann < = <.

m y e
B B b
B, A B A @
e E \
b a :\
b, a,
0 P
Q
Fig. 15

2. Es sei (EPQ). Wegen x < ¢’ gilt P < Eund Q £ P £ E in der Anordnung <
von e. Q £ P impliziert dann Q < O in der Anordnung < von m'. Aus y <’ e
folgt gleichzeitig O <’ Q in der Anordnung =<’ von m’. Wegen Q < O und
0 £’ Q sind £, £’ inverse Anordnungen von 7’ und aus A’ £ B’ ergibt sich-
daher B’ <’ A’ (Fig. 15). Sind @', b’ die durch 4’, B’ gehenden Geraden von I1(y),

Fig. 16

dann gilt &' <’ @’ und B, £’ 4', wo B, = b’ [ a gesetzt ist. Fithren wir zugleich
die Geraden a,, b, € I1(y) durch A4, B und setzen wir B, = by M a, dann nach [3],
Satz 10 erhalten wir B, <’ 4’ = B, <’ A und by £'ay, also B <’ A. Wegen
A = Bund B £' 4sind £, <’ inverse Anordnungen von m.
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(S5) Es seien a, b Geraden mit @|| %, b|| ¥ und R ein uneigentlicher Punkt mit
R # U, V. Ferner sei <’ die nach (B1) definierte Anordnung von a und < die nach
(B2) definierte Anordnung von b. Wir setzen p = OR, Q =pile, und P = x Me.
Fiir eine Z-Projektion ¢(R, b, a) ergibt sich dann: Gilt (EPQ) bzw. 7 (EPQ), so ist
A< B= @(A) =" ¢(B) bzw. A £ B= @(B) £’ ¢(4) fiir A, Beb.

Beweis. Da R uneigentlich und « eigentlich sind, ist ¢ eine PZ-Projektion
([3], Def. 8). Beweisen wir, daB X £ Y= o(X) <’ o(Y) bzw. X £ Y = ¢(Y) £’
<’ @(X) fur zwei verschiedene Punkte von & ist, dann nach [3], Satz 7 gilt 4 <
£ B= ¢(4) £’ ¢(B) bzw. A £ B = ¢(B) £’ ¢(A) fir alle Punkte 4, Be b.

1. Es sei (EPQ). Wegen x < ¢’ ist P £ E in der Anordnung von e, die nach (B2)
erklart ist und gemiB (EPQ) folgt hieraus @ < P. Setzen wir x’ = L(Q, x), Q' =
=xMy, X =x"MNb, Y=xrb,dannwegen Q £Pistx’ <xund X< Yin
der nach (B2) definierten Anordnung von b (Fig. 16). Setzen wir zugleich X' =
=XRMa, YY=YRMa, N= YR x, dann ist X' = ¢(X) und Y’ = ¢(Y).
Wegen y <’ e gilt nach (B1) Q' £ QO in der Anordnung von x’ und wegen U #
# V # R # U ergibt sich nach [3], Satz 10 Q' <’ Q = X <’ N. Nach (BI)
bedeutet dies, daB X; <’ N, in der Anordnung von.a gilt, wo X; = XV M a und
N; = NV a gesetzt ist. Das Procdukt der PZ-Projektionen ¢,(V,a,x’) und
@,(R, x', a) ist eine monoton wachsende Abbildung von a ([3], Satz 8), woher
X; "N, =X =27, also ¢(X) £’ ¢(Y) folgt.

2. Im Fall 71 (EPQ) 148t sich analog zum Fall 1 verfahren.

O PACIIPOCTPAHEHUN YIIOPAJOYEHHOCTH
AOOUHHON NJOCKOCTU KJIUHIEHBEPTA
B YHOPHI[O‘{EHHOCTI) IIPOEKTUBHO IMJOCKOCTHI 1

RJANHTEHBEPTA e‘g
Pesiome P a

qUA
COOTHOLIEHASIM MEX Y YHOPSAOYCHHBIMU 8 (OUHHBIMHU ¥ TIPOEKTHBHBIMU IUIOCKOCTSIMH Kimug-

resfepra MOCBSIIEHO HECKOJIBKO cTaTeit aBTopa. Ilpeqnaraemas pabora TeCHO CBsi3aHa ¢ paboTamu
(2], [3]. B nepBoit yactu mokassmaercs teopema (T): Kaxnas AK-IIOCKOCTs OATPYXKEHHAST B BBI-
myKI0 ynopsimodeHHyr0 PK—I7O0CKOCTB €CTh BBIIYKJIO YHNOPSJOYEHHAs H BBRIIONHACT YCIIO-
Bus (Al)—(A4). Bo BTopoit yaCTH BBEIEHBI HEKOTOPHIC ONPEAEICHUS H NPENIOKEHHS KaK IIOH-
roToBKa K JOKasaTenbcTBe TeopeMbl obpathoit k (T). DTo HOKa3aTenscTBO OYHET MpUBEISHO
B IIPOAOJDKCHAN HAmIeil paGoThl.
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O PRODLOUZENI USPORADANI AFINNI
KLINGENBERGOVSKE ROVINY DO USPORADANI
PROJEKTIVNI KLINGENBERGOVSKE ROVINY

Shrnuti

Vztahtim mezi usporddanymi afinnimi a projektivnimi klingenbergovskymi rovinami je vénovano
nékolik autorovych praci. PiedloZeny ¢lanek navazuje na prace [2], [3]. V prvni ¢asti je dokazin
teorém (T): Kazda AK-rovina vnofend do konvexné uspofddané PK-roviny je konvexné uspofddana
a splituje podminky (A1)—(A4). Ve druhé Casti jsou uvedeny nékteré definice a véty, jako pfiprava
k dukazu obraceného teorému k (T). Tento dikaz bude proveden v pokraovani tohoto ¢lanku.
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