
Acta Universitatis Palackianae Olomucensis. Facultas Rerum
Naturalium. Mathematica

František Machala
Über die Fortsetzung einer Anordnung der affinen Klingenbergschen Ebene in einer
Anordnung der projektiven Klingenbergschen Ebene. I.

Acta Universitatis Palackianae Olomucensis. Facultas Rerum Naturalium. Mathematica, Vol. 22 (1983), No.
1, 19--36

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/120133

Terms of use:
© Palacký University Olomouc, Faculty of Science, 1983

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/120133
http://project.dml.cz


1983 — ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS 
FACULTAS RERUM NATURALIUM 

VOL. 76, MATHEMATICA XXII 

Katedra algebry a geometrie přírodovědecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci 
Vedoucí katedry: Prof RNDr. Ladislav Sedláček, CSc. 

ÜBER DIE FORTSETZUNG EINER ANORDNUNG 
DER AFFINEN KLINGENBERGSCHEN EBENE 
IN EINER ANORDNUNG DER PROJEKTIVEN 

KLINGENBERGSCHEN EBENE 

FRANTISEK MACHALA 

I 

(Eingelangt am 18. Feber 1982) 

Die vorliegende Arbeit knüpft an die Artikel [2] und [3] an und benutzt die 
dort eingeführten Begriffe, Bezeichnungen und Verabredungen. 

Es seien n eine PK-Ebene ([3], Def. 6) und a eine angeordnete in n einbettete 
AK-Ebene ([3], Def. 1.3, Satz 2 und Bern. 4). Auf jeder Geraden g von a ist 
eine Zwischenrelation erklärt und durch diese sind auf g zwei inverse Anordnungen 
hervorgerufen. Als (A3) und (A4) bezeichnen wir die folgenden Behauptungen: 

(A3) Es seien a, b zwei Geraden und A, B e a; A', B' e b uneigentliche Punkte. 
S sei ein solcher uneigentlicher Punkt mit S $ ä, h, daß S, A, Ä bzw. S,B,B' 
in einer (uneigentlichen) Geraden enthalten sind. Ferner sei Z ein Punkt und z 
eine Gerade mit Z <£ ä,b, z; 2 ]/[ ä, 2 jf B, S <£ z (Fig. 1). Wir setzen R = z P SB, 
X = RZ p a, X' = RZ p b, At = ZA p z, Bt = ZB p z, A[ = ZA' p z, B[ = 
= ZB' Hz, Yx = ZS p z. Dabei nehmen wir 1 \XZX') an. Gilt p ( B ^ B ; ) 
bzw. (BiYiBi), dann ist A- g Bj o A ; <; B; bzw. Ax = B1oB[ ^ A; in der 
Anordnung von z. 

(A4) Es seien S ein uneigentlicher Punkt, g eine uneigentliche Gerade und g' 
eine Gerade mit S $ g'. A,B, C sind zu S ferne Punkte von g und Ar, B', C derartige 
Punkte von g', daß S, A, A' bzw. S, B, B' bzw. S, C, C auf einer Geraden liegen 
(Fig. 2). Ferner sei Z ein Punkt und z eine Gerade mit Z $ z, Ä, B, €, S $ z und 
2 jf £'. Wir setzen At = ZA P z, Bx = ZB P z, Ci = ZC n z, A\ = ZA1 ü z, 
B[ = ZB' P z, C[ = ZC nz, Yx = ZSD z. Ist (A.C^,), dann gilt 
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(a) (C.B.Y,) v (C.A.Y,) =-> (^iC/Bl), 

(b) (B1YlC1)=>(B'1A'1Cl), 

(c) (A1Y1C1) =>(A'tB[ CO-

Definition 1. Durch einen Punkt P und Geraden g, g' von rc ist eine Zentral­
projektion (kurz Z-Projektion) <p(S, g, g') bestimmt, wenn S $ g' ist. Einem Punkt 
Aeg mit A 7- S entspricht ein Punkt A' e g' in <p(S, g, g'), falls S, A, A' in einer 
Geraden enthalten sind. 

Bemerkung 1. Eine Z-Projektion <p(S, g, g') soll nicht eine Abbildung sein. Ist 
S e g und sind S, A mit Aeg benachbart, so können zwei verschiedene Geraden 
durch S,'A gehen, die g' in zwei verschiedenen Punkten schneiden. Dem Punkt A 
entsprechen dann in cp zwei verschiedene Punkte. Dem Punkt Xeg mit S ^ X 
entspricht in <p genau ein Punkt X' = SX n g'. In diesem Fall schreiben wir 
(p(X) = X'. Gilt S $ 9, so ist <p(S, g, g') eine bijektive Abbildung von g auf g'. 

/ 9 \ \ 
z/ ҷ\Л \ 
1 /$ґ N гл 

9' 
д'v 

г* / / ìc 

sť// 

гл 

9' 
д'v I^S^ 

/ / д 7 в" 
/p / 

c\\ R^ 

Fig. 1 Fig.2 

Definition 2. Wir setzen voraus, daß auf jeder Geraden von n eine Trennrela­
tion | erklärt ist ([2], Def. 3). Eine Z-Projektion reproduziert |, wenn AB \ CD => 
=> AB' | CD' für derartige Punkte A, B, C, D eg und A\ B', C , D' eg ' gilt, 
welche folgenden Forderungen genügen: 

1. A\ B\ C, D' entsprechen schrittweise den Punkten A, B, C, D in <p(S, g, g'). 
2. Mindestens drei von A, B,C,D sind fern zu S. 
3. Ist z. B. A benachbart zu S und sind S, A, Ä in einer Geraden a enthalten, 

dann ä ^ g. 

Definition 3. Eine PK-Ebene n heißt geordnet, wenn es auf jeder Geraden von n 
mindestens vier voneinander ferne Punkte gibt und auf allen Geraden Trennrela­
tionen erklärt sind, die mittels Z-Projektionen reproduziert werden. Eine ange­
ordnete PK-Ebene heißt konvex, falls jede Menge N(a, P) konvex ist ([3], Bern. 3, 
[2], Def. 4). 

20 



Theorem. Ist n eine konvex angeordnete PK-Ebene, dann jede in n eingebettete 
AK-Ebene ist konvex angeordnet und außerdem genügt sie unseren Forderungen (A3), 
(A4) und den Forderungen (AI), (A2) von [5]. 

Bewei s. Es sei a eine durch eine Gerade u der konvex angeordneten PK-Ebene n 
bestimmte AK-Ebene. Für eine Gerade p von n mit p # ü gilt p = pa u °U(p), 
wo pa die Menge der eigentlichen und %(p) die Menge der uneigentlichen Punkte 
vonp sindj wobei pa zugleich eine Gerade von a bildet. Nach Definition 3 ist °U(p) 

Fig. 3 

eine konvexe Teilmenge vonp . Nach [2], Satz 9 ist dann auchp^ konvex und gemäß 
[2], Satz 14 läßt sich eine Zwischenrelation auf pa mit der auf p gegebenen Trenn­
relation | folgendermaßen erklären: Für A, B, C epa setzen wir (ACB) : <=> 3 Xe 
e °U(p), AB | CX Wir wollen zeigen, daß diese auf den Geraden von a definierte 
Zwischenrelationen durch die Parallelprojektionen reproduziert werden: Es sei 
(p(JJ(h), g, g') eine Parallelprojektion von a ([3], Def. 2). Sind X, X', S die Schnitt­
punkte von g, g', h mit u, dann ans h Jf g' folgt X' # S und S $ g'. Sind A, B, C 
Punkte von ga mit (ACB), dann unserer Definition nach gilt AB | CX (Fig. 3). 
Wegen 5 $ g' ist \j/(S, g, g') eine Z-Projektion in n und wegen Ä. B, C # S läßt 
sich \jj(A) - cp(A) = SA n g' = A\ ^(B) = <p(B) = SB n g' = B' und \j/(C) = 
= <p(C) = SC p g' = C setzen. Da S, X, X' auf u liegen, so der Punkt X' ent­
spricht dem Punkt X in ij/, wobei g ^ ü gilt. Hieraus erhält man nach Defini­
tionen 2 und 3 AB | CX => A'B' | C'X'. Dies aber bedeutet (ACB) => AB | CX => 
=> A'B' | C'X' => (A 'C 'B ' ) => (cp(A) cp(C) cp(B)). 

Da auf jeder Geraden von n vier voneinander ferne Punkte existieren, gibt es 
auf jeder Geraden von a drei voneinander ferne Punkte. Nach [3], Def. 3 ist 
also a angeordnet. Wir zeigen, daß a konvex angeordnet ist ([4], Def. 8): Es seien 
A, B, C Punkte von pa mit Be N(p, A) und (ACB). Für einen beliebigen Punkt 
Xe %(p) gilt dann AB | CX Da n konvex ist, ist A^p, A) konvex und nach [2], 
Def. 4, Satz 8 folgt daraus CeN(p, A). Die Menge N(p, A) ist also auch in a 
konvex und a ist konvex geordnet. 
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Nun beweisen wir, daß a den Forderungen (AI) bis (A4) genügt: 
Ad (AI) Es seien g, h zwei verschiedene Geraden von a, die einen uneigentlichen 

Punkt S gemeinsam haben. Wählen wir einen Punkt Xeh, dann ist X<£g und 
Xe H* V Xe H~ ([3], Satz 1). Es sei z. B. Xe H+. Wir wollen zeigen, daß auch 
Ye H* für einen beliebigen Punkt von h gilt. Es sei also Yeh. Führen wir eine 
Gerade x mit x # h durch X, dann ist x Jf g und wir können A = x n g setzen. 
Nach [4], Satz 2 gibt es einen Punkt Mex mit M # Xund (AXM). Ist s eine un­
eigentliche Gerade durch S und setzt man P = x n s, dann gilt AM \ XP (Fig. 4). 

Fig. 4 

Wegen M # X und x # h erhält man M &Y und y =£ h, y Jf g für y = MY. Somit 
läßt sich B = y n g und Q = /y n s setzen. Aus y ^ h folgt zugleich S £ x und 
<?(£, *, y) ist eine Z-Projektion. Wegen S ^ Ä,X,M,P gilt cp(^) = B, cp(M) = M, 
9(X) = Y und <p(P) = Q. Aus AM | XP folgt daher BM | YQ und (BYM). Wird 
MeH~ angenommen, dann [3], (H3) impliziert Xe H+ A M e H~ => (XAM). 
Nach [1], (Z3) ergibt sich dann (XAM) A (AXM) => A = X, was ein Widerspruch 
zu g ^ h ist. Wegen M$ g gilt also MeH+. Aus Ye H~ folgt (YBM) und gemäß 
(BYM) ergibt sich Y = B, was wieder ein Widerspruch zu g ^ h ist. Somit ist 
Ye H* und folglich h c Hg. • 

Ad (A2) Wir nehmen an, daß die Voraussetzungen von (A2), [3] erfüllt sind. 
I. Es sei die Gerade p eigentlich. Wir setzen Q = g n p (Fig. 5). Nach [2], 

(C2) gilt SQ | MS' V SM | QS' v SS' | MQ in der Trennrelation | von p. Aus 
S == S' und S 7̂  M, Q folgt SS' \ MQ, weil n konvex angeordnet ist. Mithin ist 
SQ | MS' V SM | QS'. Wegen g * g' gilt Ä", B" $ g und </>,(A",p, g), (p2(B",p, g) 
sind daher Z-Projektionen. Außerdem nach A'\ B"<£p sind <Pi,<p2 bijektive 
Abbildungen mit <pt(S) = A, <pt(Q) = Q, <pt(M) = R, (pi(S') = A' und q>2(S) = 
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— B, (p2(Q) = Q, (p2(M) = R, (p2(S') = B'. Ferner nehmen wir an, daß auf g 
eine Anordnung = mit A = Ä durch zugehörige Zwischenrelation erklärt ist. 

1. Es sei SQ | MS'. Unter Anwendung von <pt und (p2 erhält man hieraus 
AQ | RA' und BQ | KB', also (AA'Q) und (BB'Q). 

a) Es sei n (A"MB"). Nach [1], (Z2) gilt dann (A"B"M) V (B"A"M). Zunächst 
sei (,4"B"M), also A"M|B"K. Wegen S$g, g' ist die Z-Projektion (p(S,g',g) 
eine bijektive Abbildung mit cp(A") = A, <p(M) = Q, <p(B") = B und <p(R) = K, 
woher man A"M | B"R => AQ \ BR => (ABQ) erhält. Aus (AA'Q), (ABQ) und 
(BB'Q) ergibt sich schrittweise A = A' => A = Q => B = Q => B = B'. Gilt 
(B"A"M), dann ist B"M| A"K und mittels cp ergibt sich BQ | AK, also (B^Q). 

Fig.5 Fig. 6 

Wegen (AA'Q, (BAQ) und (BB'Q) erhält man erneut A=A'=>A<;Q=>B = 

^ Q => B ^ B'. 
b) Gilt (A"MB"), dann ist A"B" | MR und mittels cp(S, g', g) ergibt sich AB | QK, 

also (AQB). Entsprechend zu a) erhält man dann A^A'=>A^Q=>Q^B=> 
=> B' = B. 

2. Es sei SM | QS'. Unter Anwendung von cp^A",p, g), <p2(B",p, g) ergibt sich 
dann AK | QA', BK | QB', also (A'AQ), (B'BQ). 

a) Wir setzen ~\ (A"MB"), also (A"B"M) V (B"A"M) voraus. Aus (A"B"M) 
folgt analog zu la) (ABQ). Wegen (A'AQ), (ABQ) und (B'BQ) erhält man A = 

^ ^ ^ Q ^ A t ^ Q ^ B ^ B ^ B ' . Gilt (B"A"M), dann ist (BAQ) und A = 

S A' => Q S A => Q ^ B => B ^ B'. 
b) Es sei (A"MB"), also (AQB). Aus (A'AQ), (AQB) und (B'BQ) folgt dann 

A=A'=>Q^A=>B= Q=>B'^B. 
II. Es sei die Gerade p uneigentlich. Wir setzen Q = g n p, S" = A"B n p 

und C = B"S" n g (Fig. 6). Nach [2], (C2) gilt SS" | S'Q v SS' | S"Q v S'S" | SQ. 
Wegen g\\g'\md§*g' ist Ä", S" $ g und (px(A", p, g), <p2(B", p, g) sind Z-Projek-
tionen. Da A",B"$p gilt, sind q>t, <p2 sogar bijektive Abbildungen und mithin 
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läßt sich (p,(S) = A, <pt(S') = Ä, <pt(S
ff) = B, <pt(Q) = Q, (p2(S) = B, q>2(S') = 

= B', <p2(S") = C, <P2(Q) = Q setzen. Wir nehmen an, daß auf g eine Anordnung ^ 
mit .A ^ A' erklärt ist. 

a) Es sei SS" | S'Q. Mit <pt9 q>2 erhält man hieraus AB \ A'Q und BC | B'Q, 
also (AA 'B) und (BB 'C). (AA'B) und A ^ A' impliziert A g B. Wegen K ^ S ist 
auch R =- S" und i^(S , g, g'), \j/2(S", gf, g) sind Z-Projektionen. Nach [3], Def. 8 
sind \J/l9 \j/2 zugleich PZ-Projektionen und wegen ^ ^ ( - 4 ) = B, ^2*Ai(B) = C 
folgt dann aus [3], Satz 8 A ^ B = > B ^ C . Gemäß (BB 'C) erhält man hieraus 
B S Bf. 

b) Es sei SS' | S"Q. Mit cpt, (p2 ergibt sich AA' | BQ und BB' | CQ, also (ÄBA') 
und (BCBf), woraus A g Af => A ^ B folgt. Unter Anwendung von \l/l9rl/2 

erhält man entsprechend z u a ) A g B = > B < ^ C und wegen (BCB') folgt daraus 
B ^ Bf. 

c) Es sei S'S" | SQ, also A'B | AQ, B'B | BQ und (A'AB), (B'BC). Dann A g A' 
und (A'AB) impliziert B g A, woher sich mittels \l/t, \j/2 C ^ B ergibt. Nach (B'BC) 
gilt dann B g B'. 

Ad (A3) Wir nehmen an, daß die Voraussetzungen von (A3) erfüllt sind (Fig. 1). 
Setzen wir Y = SZ n a und Y' = SZ n b, dann wegen S$ä,h sind Y, Y' eigent­
lich. Ferner setzen wir Xt = SX n b und X2 = ZXj n z. Da die Menge W(a) 
konvex in % ist, so A, B e °ti(a) und X, Ye aa impliziert XY{ AB, woraus nach [2], 
(C2) XA | YB V XB | YA folgt. 

1. Es sei XA | YB. Da wegen Z $ ä,z die Z-Projektion (pt(Z, a, z) eine bijektive 
Abbildung ist, gilt q>t(X) = R, (pt(A) = At,cpt(Y) = Yt, (pt(B) = Bt und folglich 
XA | YB => RAt | YtBt9 also (YtAtBt). Unter Anwendung von <p2(S, a, b) ergibt 
sich analog XA | YB => XtÄ \ Y'B', woher man mittels cp3(Z, b, z) X2A[ | YxB; 
erhält. Unserer Voraussetzung n (XZX') nach ist XX' \ ZR. Wegen S ^ R, 
S $ 5 und Z $ 5, z ergibt sich dann unter Anwendung der Z-Projektionen 
}j/t(S, ZR, b), if/2(Z, b, z) schrittweise XX' \ ZR => XtX' \ Y'B' und XtX' \ Y'B' => 
=>X2R\ YtB[. Aus S$b folgt Yt ^ Ät. Gilt zugleich A[ # B[, dann ergibt 
sich nach [2], Satz 5 Y2B; | X2A; A YtB[\X2R => YtB[ | A[R, also ( Y ^ l B i ) . 
Nach [1], (Z5c) gilt (YtA[B[) auch im umgekehrten Fall A[ = B/. Zunächst 
nehmen wir n (BtYtB{) an. Ist At g Bt in der Anordnung von z, dann wegen 
( Y ^ B O gilt Yt £Bt. Aus B; g Yt folgt hieraus BJ g Yt S Bt9 was ein 
Widerspruch zu ~\ (BtYtB[) ist. Mithin gilt Yt < B[ und (YtA[B[) impliziert 
A[ g B;. Wird (B iY iB ; ) angenommen, so wegen (YtAtBt) und (Y jA iBO erhält 
man Ax ^ B3 => Yt ^ Bx => B; <; Yx => B; ^ A;. 

2. Es sei XB| YA. Mit der Z-Projektion <pt(Z,a,z) ergibt sich XB | YA => 
=> RBt ! Y!A1? also (YtBtAt). Die Anwendung von cp2{S,a,b) und <p3(Z,b9z) 
führt zu XxB' | Y'A' und X2B' | YtA't- Setze K' = SA n ZK, dann "1 (XZX') 
impliziert XX'jZK' und mit \l/t(S,ZR,b), ^i(Z9b,z) ergibt sich hieraus XX'\ZK => 
=> XtX'\ Y'A' => X2R\ YtA[. Wegen S$ b gilt Fx # B;. Ist zugleich A[ * B'l9 

dann erhält man nach [2], Satz 5 YtA\ I X2B[ A YtA[\X2R => Y^i | B[R => 
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=>(Y!B iA i ) . Dies gilt aber auch im Fall Ai = Bi. Es sei n (BxYxBx
f). Wegen 

(YXBXAX) ist Ax S Bx => Bx <i Yi, woraus B/ < Y folgt, denn das Gegenteil 
Yx <; B/ führt wegen Bx *<i Yx ^ B/ zum Widerspruch. Nach (YxB[A't) ergibt 
sich also Ai g B/. Aus (Bx YXB[) folgt ähnlich Ax ^ Bx => Bx ^ Yx=> Yx = B[ => 
^ B / g A i . 

Ad (A4) Es seien die Voraussetzungen von (A4) erfüllt. Setzen wir R = z ng, 
dann wegen R ^ S gibt es einen uneigentlichen Punkt Rf = RS n g' (Fig. 2). 
Ist Y = ZS n g, Y' = ZS n g', Yi = ZS n z gesetzt, dann gilt F = S und wegen 
S$g' ist Y' eigentlich. Durch S führen wir derartige Gerade p mit Z$p, daß 
1 (A\ZA2) für A2 = ZA' n p gilt. Wegen A' = B' = C' ist ZA' = ZB' = ZC ' 
und nach [3], Beweis von Satz 12 gilt n (BiZB2), ~] (C[ZC2) für die Punkte 

B2 = ZB'np, c2 = ZC'np. 
a) Es sei (CXBXYX) V (CjA iY j ) . Aus Ax = Cx folgt schrittweise A = C, A' = C 

und Ai = C[, woher sich (A'XC[B[) ergibt. Analog erhält man (A[C[B[) auch im 
Fall Bx = Ct. Ferner nehmen wir also Ax ^ Cx und Bx ^ Cx an. 

a) Es sei (CXBXYX). Nach [1], (Z5) ist (AXCXBX) A ( Q B i Y i ) => (AXCXYX) V 
V Ci = B1? also ( A i C ^ j ) , denn Bx ^ Cx wird vorausgesetzt. Gemäß [1], (Z6) 
ergibt sich dann (YXBXCX) h(YxCxAx)-=> (YXBXAX). Gilt dabei (A iY iB j ) , so 
nach [1], (Z3) ist Yx = Bx und folglich Y = B, was ein Widerspruch zu Y = S 
und B^S ist. Somit erhält man H ( A i Y i B i ) und (AXCXBX) => AXBX \ CXR, 
~](AXYXBX)=> AXBX\ YXR. Wegen CX^AX,BX ergibt sich dann nach [2], 
Satz 5 AiBi | CXR A AiBi \ YXR => AXBX\ CXYX. Da die Z-Projektion <px(Z, z, g) 
eine bijektive Abbildung ist, gut (px(Ax) = A, (px(Bx) = B, (px(Cx) = C, ^jf Yx) = 
= Y und folglich AiBi | Q Y i => AB | CY. Da S # Ä, B, C; S = F gilt und 
S, Y, Y' auf der Geraden ZS mit ZS ^ 5 liegen, so unter Anwendung der Z-Pro­
jektion <p2(S, g, g') erhält man AB | CY => A'B' | CY', woher sich mit cp3(Z, gf, p) 
A'Bf\CYf=>A2B2\C2S und folglich (A2C2B2) ergibt. Wegen ~\ (ÄtZA2), 
1 (B;ZB2), 1 (C[ZC2) und Z ^ A2, B?, C2 gilt dann nach [3], Satz 4 (A2C2B7) => 

- (^iC/BO- ~' 
ß) Es sei (C iA jY i ) . Nach [1], (Z5) ist ( Y i ^ C i ) A ( A ^ B O => (YXCXBX) V 

V A i = Ci, was wegen A1,B1^Ci schrittweise (YCXBX) und 1 (C^Y^ 
bedeutet. Aus (CXAXYX) und n ( Q B j Yx) folgt dann Cx Yx \ AXR und Cx Yx \ BtR. 
Gemäß Ax ^ Cx, Yx erhält man daraus nach [2], Satz 5 Cx Yx \ AXR A Cx Yx \ 
\BXR => CiYi | AXBX. Unter Anwendung von cpx,(p2,(p3 ergibt sich schritt­
weise AiB! ICj Y! => AB | CY=> A'B' | CY' => A2B2 | C2S => (A2C2B2). Hiemus 
folgt nach [3], Satz 4 (AiCi'B'j). 

b) Es sei (BXYXCX). Aus AT-. - C- folgt Ai = C/ und (B iA iQ ' ) . Ferner sei 
Ai ^ Ci. (A jC iB , ) impliziert dann ~~] (BXAXCX) und wegen (B! YxCt), 1 ( B i ^ C i ) 
ist BiCi | YiK, BiC^AiK, woraus sich wegen Yx ^ Bt, Cx nach [2], Satz 5 
Bt Cx | A i Y! ergibt. Mittels cpx,(p2,(p3 erhält man dann Bx Cx \ A t Yx => BC \ A Y=> 
=> B'C' | A'Y' => B2C2 | A2S => (B2A2C2) und folglich (B iA iC /) . 

c) Es sei ( A Y i Q ) . Aus Bx = Cx folgt Bi = C[ und (AiBiCO- Ferner sei 
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Bx 7- C,. Dann ist 1 ( iM-CO und C^YiCx) => ̂ iCi I FiI*, 1 OMiCi) => 
=> A!C! | B!K, woraus sich nach [2], Satz 5 A1C1 \ BXY^ ergibt. Entsprechend zu 
vorigen Fällen gilt AXCX \ B±Yt => AC \ BY => A'C' | BT => A2C2 | B2S => 
=> (A2B2C2) => (A[B'tC& 

Damit ist das Theorem bewiesen. 
Im folgenden wird angenommen, daß eine PK-Ebene n gegeben ist. Durch eine 

Gerade u sei eine AK-Ebene a in n erklärt ([3], Def. 7, Satz 2), wobei die Ver­
abredungen von [3], Bemerkung 4 respektiert werden. Ferner setzt man voraus, 
daß OL angeordnet ist ([3], Def. 3) und die Forderungen (AI), (A2) erfüllt sind. 

Ist p eine Gerade von % mit p ^ ü, dann gilt p = pa u ^(p), wo pa bzw. %(p) 
die Menge der eigentlichen bzw. uneigentlichen Punkte von p bedeutet. Da a 
angeordnet ist, so ist eine Zwischenrelation auf pa definiert und durch diese sind 
zwei inverse Anordnungen auf pa erklärt. Durch die Zwischenrelationen auf pa und 
mittels der Sätze von [3] definieren wir weiter die Zwischenrelationen auf °ll(p) und 
auf den uneigentlichen Geraden von n. Mit diesen Zwischenrelationen erklären wir 
dann eindeutig die Anordnungen auf den zugehörigen Mengen. Im Teil II dieses Arti­
kels verwenden wir diese angeführten Begriffe zum Beweis des fundamentalen Theo­
rems: Gelten in der angeordneten AK-Ebene a die Forderungen (AI) bis (A4), dann 
die PK-Ebene n läßt sich im Sinne der Definition 3 konvex anordnen. 

Fig.7 

Wir wählen vier Punkte 0,E, U, V von n mit U, Veu, so daß keine drei der 
Punkte O, E, Ü, Fin einer Geraden der projektiven Ebene n' ([3], Def. 6) enthalten 
sind. Dann sind O, E eigentlich. Wir setzen x = OU, y = OV, e = VE, 
e' = EU (Fig. 7). Ferner setzen wir voraus, daß O, E, U, V fest gewählt sind. 

Es sei p eine Gerade von n mit p ^ u. Wir definieren eine Zwischenrelation auf 
°U(p) durch die folgende Vorschrift: 
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(Ul) Es seien A, B,C e%(p). Wir wählen einen (eigentlichen) Punkt S mit 
S<£p und setzen a = SA, b = SB, c = SC. Wegen Ä = B = C ist dann ä = 
= b = c und b, c e N(S, a) ([3], Bern. 3). Nach [3], Def. 10 ist auf MS, a) eine 
Zwischenrelation erklärt. Wir setzen (ABC): o (abc). 

Nach [3], Satz 13 ist die Definition (Ul) von der Wahl des Punktes S un­
abhängig. 

Es sei v eine uneigentliche Gerade. Mit f(v) bezeichnen wir die Menge der 
zu V benachbarten Punkte von v und setzen iV(v) = v \ V(v). Die Zwischen­
relation auf i^(v) definieren wir folgendermaßen: 

(U2) Wir wählen einen Punkt S und für A, B,C e -p"(v) setzen wir a = SA, 
b = SB, c = SC. Da b, c e N(S, a) ist, können wir entsprechend zu (Ul) (ABC): <=> 
<=> (abc) setzen. 

Die Zwischenrelation auf iV(v) definieren wir, wie folgt: 
(U3) Es seien A, B, CeiV{v). Wir wählen einen Punkt S und setzen p = SV, 

a = SA, b = SB, c = SC. Wegen V ^ Ä, B, C sind a, b, c zu p fern und deshalb 
ist a,b, c e F(S,p). Nach [3], Def. 11 ist auf F(S, p) eine Zwischenrelation erklärt. 
Wir setzen (ABC): o (abc). 

Nach [3], Satz 15 ist die Definition (U3) von der Wahl des Punktes S un­
abhängig. 

Auf jeder Menge mit einer Zwischenrelation läßt sich nach [1], (2.3) ein Paar von­
einander inversen Anordnungen bestimmen, die die zugehörige Zwischenrelation 
reproduzieren. Im folgenden führen wir die Regeln (Bl) bis (B6) an, mit denen 
sich genau eine Anordnung der betrachteten Teilmengen von Geraden bestimmen 
läßt. 

(Bl) Es sei die Gerade p eigentlich mit p }/[y. Wir betrachten die Menge aller 
zu y parallelen Geraden, also die Richtung II(y). Nach [3], Def. 4 ist eine Zwischen­
relation auf JJ(y) definiert. Mit dieser Zwischenrelation läßt sich solche An­
ordnung = auf IT(y)erklären, daßy = egilt ([3], Bern. 2, [1], (2.3)). SindA , Bepa 

gegeben, dann setzen wir A ^ B <-> VA = VB. Damit ist genau eine Anordnung 
auf pa bestimmt, welche die gegebene Zwischenrelation von pa reproduziert, d. h. 
(ABC) oA = B £Cv C = B = A gilt. 

(B2) Es sei die Gerade p eigentlich mit p // y. Auf der Richtung II(x) definieren 
wir eine Zwischenrelation und durch diese Zwischenrelation erklären wir die 
Anordnung ^ von IT(x) mit x = e'. Sind A,Bepa gegeben, dann setzen wir 
a = UA,b = ÜB und A = B : <=> ai = b. 

(B3) Es sei die Gerade p eigentlich mit p jf y. Wir führen die Anordnung = auf 
der Menge °U(p) folgendermaßen an: Es seien A, Be°U(p). Wir wählen einen 
Punkt S mit S<£p derart, daß SA ^ SB im Falle A =£ B ist und setzen a = SA, 
b = SB, c = SV, N = c n p (Fig. 8). Auf c wählen wir einen zu Sfernen Punkt M 
mit "1 (MSN) und durch M führen wir eine zu c ferne Gerade m mit rä |fp. Wird 
Ax = m n a und Bt = m T.1 b bezeichnet, dann setzen wir A = B genau dann, 
wenn A1 = Bt in der mittels (Bl) definierten Anordnung von ma gilt. 

27 



Im folgenden Satz (Sl) beweist man, daß die durch (B3) angeführte Anordnung 
von %(p) von der Wahl der Punkte S, M und der Geraden m unabhängig ist. 

(Sl) Es seien p eine eigentliche Gerade mit p ]/[y, A9 B Punkte von %(p) und Sl9 S2 

Punkte mit Sl9 S2 $p9för die StA # SiB, S2A ^ S2B für A # B gilt. Wir setzen 

Cl = SiV, c2 = S2V, a± = SiA, bi = SiB, a2 = S2A, b2 = S2B, Ni = ci n p 
und N2 = c2 VI p. Mi bzw. M2 sei ein zu S1 bzw. S2 ferner Punkt von cx bzw. c2. 

Fig. 8 

Durch Mi bzw. M2 führen wir eine Gerade m1 bzw. m2 mit m1 ¥= cl9 fn1 jjp bzw. 
m2 7-= ~2, m2 ]/[p und setzen Ax = mx n al9 B1 = m1 P bl9 A2 = m2 P a2, B2 — 
= m2 n b 2 . Isl "1 (M iS jN i ) , "1 (M2S2N2) &~w\ P (M1S1N1), (M2S2N2), dann 
gilt A1 = Bx o A2 g B2 bzw. Ax = Bj <̂> B2 ^ A2 in den nöfeh (Bl) definier-
ten Anordnungen von mx und m2. 

Beweis . 1. Zuerst nehmen wir an, daß Sl9S2 in einer durch p bestimmten 
Halbebene liegen. Es sei z. B. Sl9 S2e Hp. Nach [4], Satz 2 gibt es einen Punkt Q 
von p mit "1 (NtQN2) und Q ^ Ni,N2. Wählen wir einen Punkt M[ect mit 
M[ # N1? Mi G H~ und setzen wir m = M[Q9 dann ist " H c 2 , m Jfp. Mithin 
gibt es Punkte Ai = m n ax9 B[ = m p bx, A2 = m P al9B2 = m P a2, M2 = 
= mpc2 (Fig. 9). Wegen M[eH~p9 S1eHp" gilt nach [3], (H3) (M /N iS i ) , 
woher p (S1M[N1) folgt. Mittels der Parallelprojektion q>(U(y)9p9 m) ergibt sich 
1 (NiQN2) => P (M[QM2) und wegen M[eHp folgt hieraus M2eHp. Aus 
M2 e H~ und S2 e H* erhält man dann (M2N2S2), also P (S2M2N2). Wegen 
P (NiQN2) sind N1? N2 in einer durch rn bestimmten Halbebene enthalten. Ist 
z. B. Nl9 N2e H*, dann P (S iM /NJ und P (S2M2N2) impliziert S1? S2 e H+. 
Führen wir also zu rn parallele Geraden st, s2 durch Sl9 S29 dann nach [3], (Hl) 
gilt si, s2 c: H* und in der auf n(m) angeführten Zwischenrelation ergibt sich 
P (s!ms2). Da wegen St 9S2$m zugleich sx, s2 =£ m gilt, sind die Voraussetzungen 
(1), (3) des Satzes 11, [3] erfüllt und diesen Satz nach erhält man A[ = B[ o 
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oA'2 g B'2. Es sei ~\ (MANO- Gilt dabei ( M ^ M O , dann ist nach [1], (Z5b) 
(MJNiSi) A (M;SiMi) => (N1S1M1), was ein Widerspruch ist. Mithin gilt 
1 (M1S1M/) und gemäß [3], Satz 17 ergibt sich At ^ Bi <=> A't g B[ in den 
nach (Bl) erklärten Anordnungen von m19 m. Gilt ~1 (M2S2N2), dann ergibt sich 
ganz ähnlich 1 (M2S2M2) und A2 <; B2 <=>A2 = B2. Nehmen wir (M2S2N2) an, 
dann nach [1], (Z5) gilt (M2S2N2) A (S2N2M2) => (M2N2M{) V S2 = N2, also 
(M2N2M2) und gemäß [1], (Z6) ergibt sich (M2S2N2) A (M2N2M2) => (M2S2M2'). 
Nach [3], Satz 17 gilt dann B2 ^ A2 <=> A'2 S B'2. Aus n (M!SiNi) A ~] (M2S2N2) 
folgt also Ai g Bx o A; ^ P; <=> A2 g B'2 <=> A2 g B2 und aus n ( M ^ N J A 
A (M2S2N2) folgt At ^ Blo A[ ^ B; <=> A'2 = B 2 <=> B 2 ^ A 2 . 

Fig. 10 

2. Wir nehmen an, daß S!, S2 in verschiedenen durch p erklärten Halbebenen 
liegen. Es sei z. B. Sx e H+ und S2 e H~. 

a) Es sei cx # c2, also Nx ^ N2. Nach [4], Satz 9 und Bemerkung 10 gibt es 
auf p einen Punkt Q mit Q ^ N1,N2 und (N!QiN2). Wählen wir einen Punkt 
M/ e cx mit M/ ^ N!, Mi e H~ und setzen wir m = M[Q, dann ist m Jf c, m Jfp 
und es gibt Punkte M2 = m n c2, Ax = m n ax, B[ = m nbl9 A2 = m n a2, 
B2 = m n b2 (Fig. 10). Wegen Sx e H+, M; e H~ gilt ( M i N ^ ) und entsprechend 
zum Fall 1 aus ~\ ( M ^ N O folgt n ( M ^ M O . Nach [3], Satz 17 ergibt sich 
hieraus AL ^ BY o A[ ^ B[. Mit der Parallelprojektion cp(n(y),p, m) erhält man 
(JNlQN2) => (M[QM2). Wegen M/ 6 H~ gilt also M2' e H+ und wegen S2 e H~ 
ist (M2N2S2). Aus ~i (M2S2N2) ergibt sich dann analog zu 1 n (M2S2M2) und 
folglich A2 g B2 <=> A2 = B2. Aus (M2S2N2) folgt (M2S2M2') und B2 g A2 <-> 
<=> A2 g I?2 (Fig. 10). Wegen (NiQN2) sind N1?N2 in verschiedenen durch m 
erklärten Halbebenen enthalten. Es sei z. B. Nt e H+ und N2 e H~. Da (MlNtSt)9 

(M2'N2S2) ist, gilt n(S1M1 'Ni), n(S2M2'N2) und folglich SieH+, S2eH~. 
Führen wir zu m parallele Geraden si,s2 durch S1?S2, dann gilt sx cz H+, 
s2 c: H~, sx,s2 ^ m und in der Anordnung von H(m) ergibt sich (^ms^. Deshalb 
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sind die Bedingungen (2), (4) des Satzes 11, [3] erfüllt und diesem Satz nach erhält 
man A\ = B[ o A'2 g B2. Im Fall n ( M ^ N ^ A n (M2S2N2) ergibt sich also 
A! ^ B! < * A ; ^ B[ o A'2 <, B'2 o A2 < B2 und im Fall 1 ( M ^ N i ) A 

A (M2S2N2) ist A! ^ B! <=> A; ^ B; <=> A2 ^ B2 o B2 ^ A2. 

b) Es sei cx = c2, also Nt = N2. Durch V führen wir eine Gerade c mit c ^ ci, 
auf c wählen wir einen Punkt S mit S$p, S e H* und setzen a = SA, b = SB, 
N = c n p. Ferner wählen wir eine Gerade m' mit m' |f cx, in' jfp, so daß M ^p , 
MeH~, ~] (NQ 'Ni) und Q ^ N,NA für M = m' D c, Q' = m' n p gilt. Wegen 
Se HP

+ und MeH~ gilt dann (SNM), also ~1 (MSN). Setzen wir AT = a n W, 
B' = b n m', dann wegen S, Sj e H+ ergibt sieh nach dem Fall l Ax <, Bx<> 
o Ä = B'. Durch M führen wir noch eine Gerade m mit m Jjp, so daß (NQN2) 
und Q ^ N, N2 für Q = m n p gilt und setzen wir A" = m n a, B" = m n b. 

m\w 
ь, y/ 

i 
|А 

01 /л 
Ъ//a 

s/ N \м c U 

P 

F ig.l l 

< B,oA" < B" Ьzw. Da c 7- c2 und SeHp, S2eH~ gilt, erhält man A2 ^ u2 

B2 ^ A2 o A " ^ B" im Fall 1 (M2S2N2) bzw. (M2S2N2). Nach [3], Satz 17 
gilt zugleich A[' ^ B' oA" S B". Aus n (M^.N,) A 1 (M2S2N2) folgt also 
A! = B1 o Ä S B' o A" ^ B" o A2S B2 und aus 1 ( M ^ N * ) A (M2S2N2) 
folgt A! ^ B! o A ' ^ B' oA" S B" oB2 ^ A2. 

(B4) Es seip eine eigentliche Gerade mitp // y. Wir führen die Anordnung ^ auf 
<^(p) folgendermaßen an: Wir wählen einen Punkt S mit S <£p derart, daß SA =?- SB 
im Falle A ^ B ist und setzen c = SU, N = p n c, a = SA, b = SB. Es sei M ein 
Punkt von c mit M ^ £ und "1 (MSN) (Fig. 11). Durch Mführen wir eine Geradem 
mit m ^ c, m jf p und bezeichnen Ax = m D a,Bx = m n b, ai = AxU, bx = BiU. 
Wir setzen A ^ B genau dann, wenn a! ^ bx in der Anordnung ^ von II(x) 
mit x g e' gilt. 

Entsprechend zu (Sl) läßt sich beweisen, daß die in (B4) angeführte Anordnung 
von ^l(p) von der Wahl der Punkte S, M und der Geraden m unabhängig ist. 

30 



(B5) Es sei die Gerade p uneigentlich. Die Anordnung = auf #"(p) führen wir 
folgendenmaßen an: Es seien A, B eW(p). Wird a = OA, b = OB gesetzt, dann 
gilt ä )/[y, b )/[y und es gibt Punkte Ä = a [~1 e, B' = b n e. Wir setzen A = B 
genau dann, wenn Ä = B' in der nach (B2) erklärten Anordnung von ea ist. 

(S2) Es sei p eine uneigentliche Gerade und seien A, B e 1f(p). Ferner seien S 
ein Punkt und m eine Gerade mit S$in und m\\y. Wir setzen s = SV, Ax = 
= SA VI m, Bx = SB VI m. Gilt ~l (eym) A ~l (yms) bzw. (eym) A (yms) A y # m 
in der Anordnung von II(y), dann ist A :g B in der Anordnung von W(p) nach (B5) 
genau dann, wenn Ax = Bx in der Anordnung von ma nach (B2) ist. 

S 

0 

У 

B' 

e m 

«—~~р3 

A, / ^ D 

Ҡ A 

S 

0 
Ä, - ~ 7v a* 

S 

0 ^ д 

c Лl 
Qa C ' 

Fig. 12 

Beweis. Wir setzen a = OA, b = OB, Ä = a n e und B' = b n e. Wir sollen 
beweisen, daß Ä = B' in der Anordnung von ea genau dann gilt, wenn Ax = Bx 

in der Anordnung von ma ist, wobei diese Anordnungen nach (B2) definiert sind. 
I. Es sei ~l (eym) und ~l (yms). 
a) Zunächst nehmen wir m ^ y an. Wir setzen A" = a n m, B" = b n m, 

Ö' = A'U, V = B'U, c' = OU, A2 = a' n m, B2 = V P m, C' = c ' n ^ und 
C2 = c' nm (Fig. 12). Wegen H (e>w) gilt nach [3], Def. 4 n (B'OB"), n (A'OA"), 
"1 (C 'OC2) und wegen ü$ e, m, Ö $ in ergibt sich nach [3], Satz 16 A2 = B2 o 
o A" = B" in der Anordnung von ma. Gemäß (B2) ist A' = B' o A2 g B2 und 
somit Ä = B' <=> A " = B". Da p uneigentlich ist und s,y ^ m, ~\ (yms) gilt, sind 
die Bedingungen des Satzes 11, [3] erfüllt und folglich gilt A" = B" o Ax <; Bt, 
also Ä = B' o Ax = Bx. 

b) Es sei in = y (Fig. 13). Wegen ~l (eym) ist nach [1], (Z5c) y ^ m und nach 
[1], (Z2) gilt (yem) V (yme). Da a konvex ist, folgt aus (yem) und in = y die Gleich­
heit y = e, was ein Widerspruch ist. Daher muß (yme) gelten. Ferner wollen wir 
zeigen, daß e ^ s, "1 (yes) und ~l (mse) erfüllt ist: Wegen ~l (yms) ist (mys) V (msy). 
Zunächst prüfen wir den Fall (mys) nach. Gemäß [1], (Z5) erhält man (emy) A 
A (mys) o (eys) V m = y. Aus m ^ y folgt hieraus (eys), was wegen y ^ e gemäß 
[1], (Z3) ~l (yes) impliziert. Nach [1], (Z6) ergibt sich weiter (emy) A (eys) => 
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=> (ems). Da a konvex ist, folgt aus s = e die Gleichheit e = m, also ein Wider­
spruch zu y = m und y # e. Somit ist s ^ e. Wegen S $ fn ist s ?= m und (ems) 
impliziert "1 (mse). Nun nehmen wir (msy) an. Unter Anwendung von [1], (Z5b), 
(Z6) erhält man (yme) A (ysm) => (sme) A (yse), aus (ems) folgt s # e, "l (mse) und 
wegen e 7- s, (yse) ist ~] (yes). Setzen wir A[ = SA n e, Bi = SB P e, dann 
j 7-- e, s 7- e und "1 (yes) impliziert nach [3], Satz 11 A' _ B' o Ai = Bi. Wir 
bezeichnen a' = A^U, b' = BXU, c' = SU, A2 = a' P e, B2 = b' n e, C' = e' fl m 
und C2 = e' n e. Wegen 1 (mse) gilt ~l (A^SA;), 1 C^iS^i), 1 (C'SC2), wegen 
s # e ist S<£e und nach [3], Satz 16 gilt also Ai = Bx <=> A2 g B2. Da gemäß 
(B2) A2 = B2oA1 = Bi erfüllt ist, ergibt sich hieraus A' = B'<=> A! = Bx. 
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Fig. 1.3 

2. Es sei (eym), (yms) und y=-/«, 
a) Wir nehmen m =- j ! an. Dabei erhalten wir die Bezeichnungen aus Teil la). 

Wegen (eym) ist (A'OA'% (B'OB"), (C'OC2) und gemäß O £ m gilt nach [3], 
Satz 16 A2 = ^2 ^ ^ " = ^"- N a c h (B1) e r S i b t s i c u -4' ^ B' <=> Af2 = B29 also 
-4' = B' o B" = A". Wegen m ^ s,y und (yms) sind die Bedingungen (2), (3) 
des Satzes 11, [3] erfüllt. Mithin ist B" = A" <=> Ax = Bx und folglich AT = B' <=> 
<=>^t g Bx. 

b) Wir nehmen m = j ! an. Nach [1], (Z5) gilt (eym) A (yms) => (ems) V j> = m 
und wegen y ^ m folgt daraus (ems), was ~i (mse) bedeutet. Gilt e = s, dann 
gemäß (ems) ergibt sich e = y, denn a ist konvex. Dies ist aber ein Widerspruch und 
es gilt daher e == s. Nach [1], (Z6) erhält man (eym) A (ems) => (eys) und wegen 
e 7= y folgt hieraus ~i (eys). Da e ?= s, ~l (yes) und ~l (mse) gilt, läßt sich ferner 
ganz analog wie unter lb) verfahren. 

(B6) Es sei die Gerade p uneigentlich. Wir führen die Anordnung <i auf f (p) 
folgendermaßen an: Es seien A, B e"T(p). Wir bezeichnen a = OA, b = OB, 
A' = a n e', B' = b n e' und setzen A g B genau dann, wenn B' = A' in der 
nach (Bl) erklärten Anordnung von e^ gilt. 
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Mit [3], Satz 11 und Satz 16 läßt sich entsprechend zu (S2) die folgende Be­
hauptung beweisen: 

(53) Es sei p eine uneigentliche Gerade und seien A, B ei^(p). Ferner seien S ein 
Punkt und m eine Gerade mit S $ m und m\\ x. Wir setzen s = SU, A1 = SA n m, 
Bt = SB n m. Gilt 1 (e'xm) A ~l (xms) bzw. (e'xm) A (xms) A x ^ m in der 
Anordnung von II(x), dann ist A = B in der Anordnung von 'V(p) genau dann, wenn 
Bx = At in der Anordnung von ma gilt. 

Nun beweisen wir zwei Sätzen (S4) und (S5), die im Teil II verwendet werden. 
(54) Es sei m eine Gerade mit fn )/[x und m )/[y. Wir setzen m' = L(O, m), Q = 

= m' n e, P = e P x. Auf der Richtung TI(x) bzw. IJ(y) betrachten wir eine An­
ordnung = bzw. =', so daß x = e bzw. y = e gilt. Diese Anordnungen induzieren 
zwei Anordnungen = und =' von mx. Gilt 1 (EPQ), dann sind die Anordnungen = , 

=' von ma gleich. Gilt (EPQ), dann sind = , =' die inversen Anordnungen. 
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Beweis. Auf jeder Geraden g von a mit g J/fx bzw. g Jf y betrachten wir solche 
Anordnungen = bzw. =', die durch die Anordnung = bzw. =' von IJ(x) bzw. 
U(y) mit x = e' bzw. y = e induziert ist. Die aufgegebener Geraden m so definier­
ten Anordnungen 51, = ' reproduzieren die Zwischenrelation von m. Wählen wir 
zwei verschiedene Punkte A, B von m mit A < B, dann ist A <' B bzw. B <' A und 
nach [1], (2.3) gilt entweder = = =' oder = , =' sind inverse Anordnungen. 

Es seien also A, B zwei verschiedene Punkte von m mit A = B. Führen wir 
zwei Geraden a, b e TJ(x) durch A, B, dann gilt a = b in der Anordnung von L7(x). 
Setzen wir Ä = a n m', B' = b n m', dann ergibt sich auch Ä = B' in der 
Anordnung = von m . 

1. Es sei n (EPQ). Wegen x = e' ist P 51 F in der Anordnung = von e. Aus 
Q < P folgt dann Q < P = E und (LPQ), was ein Widerspruch zu 1 (EPQ) ist. 
Somit ist P S Q (Fig. 14). Setzen wir q = L(Q, x), dann gilt x = q und O = Q 
in der Anordnung = von m'. Wegen y =' e erhält man O =' Q in der An­
ordnung = ' von m'. Da O 5i Q und zugleich O =' Q ist, gilt = = =' und aus 
Ä = B' folgt A' =' B'. Führen wir die Geraden ä, b' e II(y) durch A', B', dann ist 
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a! rg' b' in der Anordnung von Ü(y) und folglich A' =' B2 in der Anordnung <_' 
von a, wo B2 = b' n a gesetzt ist. Ferner seien ax, bx durch A, B gehende Geraden 
von IJ(y). Setzen wir Bx = bx p a, dann wegen mjfx, mjfy, x Ift y erhalten wir 
nach [3], Satz 10 A' <i' B2 => A <_' Bj und folglich ax _g' bj. Mithin ist A ^' B 
in der Anordnung <_' von m. Wegen A <I BundA <_' B ergibt sich dann rg = <_'. 

Гfľ 

B' 
У e Л ì 

B b 

Bx B, \ А a 
Є' E \ 

b1 
a' \ 

0 P 
b/ 

\ 

Q 

\ 

Fig. 15 

2. Es sei (KPQ). Wegen x <_: e' gilt P _g K und Q _g P _g K in der Anordnung _g 
von e. Q 5_ P impliziert dann Q _g O in der Anordnung <_ von m'. Aus y <!' e 
folgt gleichzeitig O _g' Q in der Anordnung _g' von m'. Wegen Q <_ O und 
O <_;' Q sind <_, <_' inverse Anordnungen von m' und aus A' <_ P' ergibt sich 
daher B' _g' A' (Fig. 15). Sind a', b' die durch Ä, B' gehenden Geraden von TI(y), 
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Fig. 16 

dann gilt b' g ' a' und B2 _g' A', wo B2 = b' n a gesetzt ist. Führen wir zugleich 
die Geraden ax,bxe I7(y) durch A, B und setzen wir Bx = bx n a, dann nach [3], 
Satz 10 erhalten wir B2 S' A' => Bx rg'Af und bj, <*'ai9 also B rg'A . Wegen 
A _g B und B _g' A sind rg, <_' inverse Anordnungen von w. 
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(S5) Es seien a, b Geraden mit a || x, b\\y und R ein uneigentlicher Punkt mit 
R 7- U, V. Ferner sei 51' die nach (Bl) definierte Anordnung von a und ^ die nach 
(B2) definierte Anordnung von b. Wir setzen p — OK, Q = p n e, und P = x n e. 
Für eine Z-Projektion cp(R, b, a) ergibt sich dann: Gilt (EPQ) bzw. 1 (FPQ), so ist 
A = B => <p(A) ^ ' <p(B) bzw. A ^ B => cp(B) = ' <p(A) für A, B e b. 

Beweis . Da K uneigentlich und a eigentlich sind, ist <p eine PZ-Projektion 
([3], Def. 8). Beweisen wir, daß X = Y => <p(X) 5^>(Y) bzw. X = Y =><KY) ^ ' 
<*' (p(X) für zwei verschiedene Punkte von b ist, dann nach [3], Satz 7 gilt A :_ 
<i B => <B(A) = ' <p(B) bzw. A ^ B=> cp(B) ^ ' <p(^) für alle Punkte A, B e b. 

1. Es sei (EPQ). Wegen x ^ e' ist P = E in der Anordnung von e, die nach (B2) 
erklärt ist und gemäß (FPQ) folgt hieraus Q ^ P. Setzen wir x' = L(Q, x), Q' = 
= x' n y, X' -= x' n b, Y = x n b, dann wegen Q <; P ist x' = x und X = Y in 
der nach (B2) definierten Anordnung von b (Fig. 16). Setzen wir zugleich X' — 
= XK n a, r = YR n a, N = YP P x', dann ist X' = cp(X) und F = q>(Y). 
Wegen y tk' e gilt nach (Bl) Q' ^ Q in der Anordnung von x' und wegen Ü # 
=* p -̂  R ^ £7 ergibt sich nach [3], Satz 10 ß ' ^ ' ß = > I ^ ! V . Nach (Bl) 
bedeutet dies, daß X1 = ' Nt in der Anordnung von*a gilt, wo Xt -= XV VI a und 
Nj = N V n a gesetzt ist. Das Produkt der PZ-Projektionen <px(V, a, x') und 
cp2(R, x', a) ist eine monoton wachsende Abbildung von a ([3], Satz 8), woher 
Xx <T Ntl => X' <T Y', also <p(X) 51' <p(Y) folgt. 

2. Im Fall ~l (EPQ) läßt sich analog zum Fall 1 verfahren. 

О Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И И У П О Р Я Д О Ч Е Н Н О С Т И 
А Ф Ф И Н Н О Й П Л О С К О С Т И К Л И Н Г Е Н Б Е Р Г А 

В У П О Р Я Д О Ч Е Н Н О С Т Ь П Р О Е К Т И В Н О Й П Л О С К О С Т И 
К Л И Н Г Е Н Б Е Р Г А «-

Резюме 

ДНА 
Соотношениям между упорядоченными а ффинными и проективными плоскостями Клин-

генберга посвящено несколько статей автора. Предлагаемая работа тесно связана с работами 
[2], [3]. В первой части доказывается теорема (Т): Каждая АК-плоскость подгруженная в вы­
пукло упорядоченную РК—плоскость есть выпукло упорядоченная и выполняет усло­
вия (А1)—(А4). Во второй части введены некоторые определения и предложения как под­
готовка к доказательстве теоремы обратной к (Т). Это доказательство будет приведено 
в продолжении нашей работы. 
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O PRODLOUŽENÍ USPOŘÁDÁNÍ AFINNÍ 
KLINGENBERGOVSKÉ ROVINY DO USPOŘÁDÁNÍ 

PROJEKTIVNÍ KLINGENBERGOVSKÉ ROVINY 

Shrnutí 

I 

Vztahům mezi uspořádanými afinními a projektivními klingenbergovskými rovinami je věnováno 
několik autorových prací. Předložený článek navazuje na práce [2], [3]. V první části je dokázán 
teorém (T): Každá AK-rovina vnořená do konvexně uspořádané PK-roviny je konvexně uspořádaná 
a splňuje podmínky (A1)—(A4). Ve druhé části jsou uvedeny některé definice a věty, jako příprava 
k důkazu obráceného teorému k (T). Tento důkaz bude proveden v pokračování tohoto článku. 

L iteraturverzeichnis 

[1] Kunze, M.: Angeordnete Hjelmslevsche Geometrie. Dissertation, Christian-Albrechts-Universität 
zu Kiel 1975. 

[2] Machala , F.: Über Mengen mit Trennrelationen. Acta Univ. Pal. Olomucensis Tom 69, 1981, 
5—22. 

[3] Machala, F.: Über angeordnete affine Klingenbergsche Ebenen, die sich in projektive Klingen-
bergsche Ebene einbetten lassen. Acta Univ. Pal. Olomucensis Tom 73, 1982, 9—31. 

[4] Machala, F.: Fastgeordnete und geordnete affine Klingenbergsche Ebenen. Čas. pro pěst. mat. 106 
(1981), 138—155. 

[5] Pickert, G.: Projektive Ebenen. Springer-Verlag Berlin, Heidelberg, New York 1975. 

RNDr. František Machala, CSc. 
katedra algebry a geometrie 
přírodovědecké fakulty Univerzity Palackého 
Leninova 26 
771 46 Olomouc, ČSSR 

AUPO, Fac. rerum nat. Vol. 76, Math. XXII (1983) 

36 


		webmaster@dml.cz
	2012-05-03T19:15:09+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




