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UBER DIE FORTSETZUNG EINER ANORDNUNG
DER AFFINEN KLINGENBERGSCHEN EBENE
ZU EINER ANORDNUNG DER PROJEKTIVEN

KLINGENBERGSCHEN EBENE

FRANTISEK MACHALA
(Vorgelegt am 30. April 1983)

II

Die vorliegende Arbeit stellt den zweiten Teil der Arbeit [4] dar und befasst sich
mit dem Beweis des fundamentalen Theorems iiber die Fortsetzung einer An-
ordnung der affinen Klingenbergschen Ebene zu einer Anordnung der projektiven
Klingenbergschen Ebene. AuBerdem kniipft sie eng an die Artikel [2] und [3] an.

Theorem. Es sei n eine PK-Ebene und « eine durch eine Gerade u von n erklirte
AK-Ebene. Ist o angeordnet und geniigt sie den Forderungen (Al)—(A4) von [3]
und [4], dann 7 ld St sich im Sinne von [4], Definition 3, konvex geordnen.

Ferner sei o eine durch eine Gerade u der PK-Ebene n erklirte AK-Ebene, die
den Forderungen (Al)—(A4) von [3] und [4] geniigt. In 7= seien vier Punkte
O,E, U,V mit U, Veu, O,E¢u so gewahlt, dal} keine drei von O, E, U, V in
einer Geraden der projektiven Ebene n' ([3], Def. 6) enthalten sind und sei x =
=Q0U,y =0V, e =VE, ¢ = EU gesetzt.

Es sei p eine Gerade von  mit p # #. Die Mengen p,, %(p) der cigentlichen und
uneigentlichen Punkte von p sind elementenfrei mit p = p, U %(p). Da o ange-
ordnet ist, so ist eine Zwischenrelation auf p, gegeben und nach [4], (B1), (B2)
wird genau eine Anordnung von p, erklart, welche die zugehorige Zwischenrelation
reproduziert. Nach [4], (UI) ist eine Zwischenrelation auch auf #%(p) definiert
und durch [4], (B3), (B4) wird genau eine Anordnung von %(p) erklart, welche
diese Zwischenrelation reproduziert. Ist p eine Gerade von 7 mit j = i, dann sind
die Mengen #"(p) und # (p) der zu V benachbarten und fernen Punkte elementen-
frei mit p = #°(p) U ¥'(p). Nach [4], (U2), (U3) sind die Zwischenrelationen

auf ¥"(p) und #°(p) definiert und durch [4], (BS), (B6) wird genau eine Anordnung
von #°(p) bzw. ¥ (p) erklirt.
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Ferner wir nehmen an, daBl die Zwischenrelationen und Anordnungen von
Do %(p), V" (D), W(p) stets durch (Ul)—(U3) und (B1)—(B6) bestimmt sind.
Nach [2], Satz 17 148t sich eine Trennrelation | auf jeder Geraden p von = folgen-
dermafien definieren:

(T1) Sind die Punkte A, B, C, D in einer der Mengen p,, %(p), #'(p), ¥ (p)
enthalten, dann AB| CD <> ((ACB)A (CBD))v ((ACB)A (CAD))v ((ADB)A
A (CBD))v ((ADB)v (CAD)).

(T2) Gilt4,B,Cep,, De U(p)bzw. A, B, Ce U(p), D € p,bzw. A, B, Ce #(p),
De¥(p) bzw. A, B,Ce? (p),De # (p), dann AB|CD <> CD | AB < (ACB).

(T3) Gilt A4,Cep,, B,DeU(p) bzw. A, Ce W (p), B,De? (p) und sind
<, £’ die oben definierten Anordnungen von p,, %(p) bzw. von #(p), ¥ (p),
dann AB| CD < BA| CD < CD| AB< (A £ CAn BZ'D)v (C £ AAn D £’ B).

Zuerst beweisen wir die folgenden Behauptungen (S6) und (S7):

(S6) Ist eine Trennrelation auf jeder Geraden von m durch die Vorschriften (T1)
bis (T3) angefiihrt, dann ist jede Teilmenge N(p, P) konvex ([3], Bem. 3, [2], Def. 4).

Beweis. Da die Forderung (Al) in « gilt, ist « nach [3], Bemerkung 7, konvex
geordnet. Fiir Punkte 4, B, C € p, mit (ACB) ergibt sich also 4 = B=> 4 = C.

1. Es sei die Gerade p von = eigentlich.

a) Es sei Pep, und 4, Be N(p, P). Wir withlen einen Punkt X e #(p) und
nehmen 4B | CX fiir einen C e p an. Dann mul Ce p, gelten, denn AB| CX ist
fiir A, Be p, und C, X € %(p) nicht definiert. Nach (T2) ergibt sich dann 4B | CX =
= (ACB). Wegen A, Be N(p,P) ist A = B, woraus 4 = C, also Ce N(p, P),
folgt. Nach [2], Def. 4 ist N(p, P) konvex.

b) Es sei Pe#(p) und seien A4, Be N(p, P), also A, Be %(p). Sind X € p,
und Cep Punkte mit 4B| CX, dann ist Ce€ #(p) und nach (T2) gilt (4ACB).
Wihlen wir einen Punkt S mit S¢p und setzen wir a = S4, b = SB, ¢ = SC,
dann wegen 4 = B gilt @ = b und nach [4], (Ul) erhalten wir (4CB) = (acb).
Ferner wir wihlen eine Gerade m mit m }fp, S¢m und setzen A'=m 1 q,
B =m1b, C'=mdec. Nach [3], Def. 10 gilt dann (acb) = (4'C’'B’). Wegen
a = b ergibt sich 4= B’ und A’ = C’, also @ = ¢ und 4 = C. Mithin ist Ce
€ N(p, P) und die Menge N(p, P) ist konvex.

2. Es sei p uneigentlich.

a) Es seien Pe #°(p) und A4, Be N(p, P). Sind X € #"(p) und C € p Punkte mit
AB| CX, dann nach (T1) bis (T3) ist C € #'(p) und nach (T2) gilt (ACB). Wihlen
wir einen Punkt S und setzen wir a = SA4, b = SB, ¢ = SC, dann nach (U3) ist
(ACB) = (ach). Wegen A = B ergibt sich @ = b und nach [3], Def. 11 folgt
hieraus @ = ¢, denn « ist konvex. Somit gilt A = C und Ce N(p, P).

b) Es seien Pe? (p) und A4, Be N(p, P) = ¥ (p). Sind Xe #(p) und Cep
Punkte mit AB | CX, dann ist C € ¥"(p) und nach (T2) gilt (4CB). Wihlen wir einen
Punkt S und setzen wir a = S4,b = SB, ¢ = SC, so nach (U2) ist (ACB) =- (acb).
Wegen A = Bgilta=bund @ = ¢, also 4 = C.
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(S7) Sind A, B, C, D voneinander ferne Punkte einer Geraden p von'n und A', B',
C', D’ weitere Punkte von p mit A= A', B=B', C=C'" D = D', dann gilt
AB|CD = A'B'| C'D".

Beweis. Wir untersuchen einzelne Fille:

1. Es sei die Gerade p eigentlich und seien 4, B, C, Dep,. Da AB| CD gilt,
konnen wir nach (T1) z. B. (ACB)A (CBD) annehmen. Nach [6], Satz 11 ergibt
sich daraus (A'C'B)A (C'B'D’), was A'B'| C'D’ bedeutet. Analog 148t sich in
weiteren unter (T1) angefiihrten Fillen verfahren.

2. Es sei p uneigentlich und seien 4, B, C, D € #°(p). Wir nehmen erneut (ACB)A
A (CBD) an. Setzen wir @ = SA, b = SB, ¢ = SC,d = SD, wo S ein eigentlicher
Punkt ist, dann a, b, c, d sind voneinander fern mita = a, b =56, ¢=¢',d =d’
und nach (U3) gilt (ACB) = (acb), (CBD) =- (¢bd). Es sei m eine Gerade mit
m| yund S¢m. Setzen wir 4, = mMa, By =mMNbC,=mMe¢,Dy=mMd
und 4} =mMaj, By =mMnby, C; =mMcy, D{ = mMd{, dann A4, By,
C,, D, sind voneinander fern mit 4/ = 4,, B{ = B,, C{ =C,, D{ = D,.
Nach [3], Definition 11 ergibt sich (acb) = (4,C,B,), (cbd) = (C,B, D,) und nach
[6], Satz 11 ist (4} C{B}), (C{Bi DY), also (ajcib}), (cibdy)). Hieraus folgt (4'C'B’)A
A (C'B'D')yund A'B'| C'D’.

3. Es sei p eigentlich und seien 4, B, Cep,, D e %(p). Nach (T2) ergibt sich
AB| CD = (ACB), woher nach [6], Satz 11 (4'C'B’) folgt, was 4A'B"| C'D’
bedeutet.

4. Es sei p uneigentlich und seien 4, B, C e #(p), D € ¥"(p). Danngilt AB| CD =
= (ACB) und entsprechend zum Teil 2 beweist man, daBl auch (4'C’'B’) und
folglich A'B’ | C'D’ ist.

Da « angeordnet ist, enthilt jede Gerade von a drei voneinander ferne Punkte
und folglich enthilt jede Gerade von n vier voneinander ferne Punkte. Auf jeder
Geraden von = ist eine Trennrelation mit (T1) bis (T3) erklart und gemaB (S6) ist =
konvex. Nach [4], Definition 3 geniigt es zu zeigen, daB die Trennrelationen
durch Z-Projektionen reproduziert werden.

Es sei ¢(S, g, g') eine Z-Projektion und seien A, B, C, D Punkte von g, von
denen mindestens drei zu S fern sind. Ferner seivn 4’, B', C’, D’ derartige Punkte
von g’, daB S, 4, 4" bzw. S, B, B’ bzw. S, C, C' bzw. S, D, D' auf einer Geraden a
bzw. b bzw. ¢ bzw. d liegen. Ist einer der Punkte 4, B, C, D benachbart zu S, dann
wird angenommen, daB die zugehérige Gerade von qa, b, ¢, d fern zu g ist. Nach [4],
Definition 2 sollen wir AB| CD = A'B’ | C'D’ beweisen. Dazu untersuchen wir
jeden Fall folgender Ubersicht:

Die Lage des Punktes S:
I. S ist eigentlich.
II. S ist uneigentlich.
Die Geraden g, g':
1. g, g’ sind eigentlich.
2. g ist eigentlich und g’ ist uneigentlich.
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3. g ist uneigentlich und g’ ist eigentlich.
4. g, g’ sind uneigentlich.
Die Punkte 4, B, C, D:

a) Alle Punkte sind eigentlich.

b) Drei Punkte sind eigentlich und ein ist uneigentlich.

¢) Zwei Punkte sind eigentlich und zwei sind uneigentlich.

d) Ein Punkt ist eigentlich und drei sind uneigentlich.

e) Alle Punkte sind uneigentlich.

Die Punkte 4’, B’, C', D":

Wir betrachten die Méglichkeiten a), B), ¥), 8), €) analog zu a), b), ¢), d), €).

Es sei also 4B | CD. Im Fall a) wird stets (4CB)A (CBD) angenommen. Die
anderen Mgglichkeiten von (T1) kann man #hnlich durch einen Zeichenwechsel
nachpriifen. Sind also alle A4, B, C, D eigentlich, dann ergibt sich: Aus B = C
folgt B # S, denn im Gegenteil wiare B, C benachbart zu S. Mithin gibt es genau
eine Gerade SB mit SB = SC und wegen S ¢ g’ erhdlt man daher B’ = C’. Ist
B # C, dann nach [1], (Z5) ergibt sich (ACB)A (CBD) = (ABD) und gemif [1],
(Z6) ist (ACB)A (ABD) = (ACD).

Ad (I, 1, a, o) Aus B = Cfolgt nach vorausgehendem B’ = C’. Da 4’, B’, C', D’
eigentlich sind, gilt nach [1], (Z5¢c) (4'C’B')A (C'B’'D’), woher sich nach (T1)
A'B’| C'D’ ergibt. Ferner sei B # C. Fir die gegebenen Punkte koénnen die
folgenden Moglichkeiten eintreten:

(1) " 1(ASA’)A "I(BSB’). Da mindestens zwei von den Punkten 4, B, C fern
zu S sind und (4CB) gilt, erhilt man nach [3], Satz 5 ~1(CSC’). Fiir den Punkt D
ergibt sich dann ’

(i) "(DSD"),

(ii) (DSD’).

(2) (4S4’)A (BSB’). Nach [3], Satz 5 ist (CSC’) und fiir den Punkt D ergibt
sich erneut

(i) (DSD),

(i) (DSD').

(3) "W(4SA’)A (BSB’). Aus (DSD') folgt nach [3], Satz 5 "1(BSB’), denn
gilt "1(4S4") und (4BD). Dies ist aber ein Widerspruch und folglich ergibt sich
(DSD"). Fiir den Punkt C konnen zwei Mdoglichkeiten eintreten:

@ I(CsC),

(ii) (CSC").

(4) (ASA")A “(BSB’). Ahnlich wie unter (3) 1aBt sich ~I(DSD’) beweisen.
AuBerdem gilt

(i) I(csey,

(i) (CSC).

Wir untersuchen einzelne Félle:

Ad (1). Nach [3], Satz 4 ist _ 1(4SA)A 1(BSB’ )/\ (ACB) = (A'C'B").
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(i) Nach [3], Satz 4 ist (CSC’)A “(DSD’)A (CBD) = (C'B'D’) und gemaB
(T1) ergibt sich (4'C'B’)A (C'B'D’) = A'B' | C'D".

(ii) Gilt 4" = C’, dann ist (4'C’'B)A (C'A'D’') und nach (T1) ergibt sich
A'B'| C'D’. Ferner sei C' = D’. Wegen S ¢ g’ gilt SC’ = SD’ und folglich C, De
€ SC’. Unserer Voraussetzung nach ist C # Sv D # S, es sei z. B. C # S. Aus
C # Dfolgt SC' = SC=CD =gund A, Be SC’,also A’ = B’ = C' = D', was
A’'B’| C'D’ bedeutet. Nun nehmen wir C = D an. Wegen (CSC’) gilt nach [1],
(Z2) (SCCYVv (SC'C). Ist (SCC"), dann nach [1], (Z5b) erhalt man (C'CS)A
A (D'SD) = (C'CS)A (C'SD) = (CSD). Wegen C = D folgt hieraus C = S,
denn « ist konvex. Dies ist aber ein Widerspruch. Es sei nun (SC’'C). Nach [1],
(Z5) ergibt sich (CC'S)A (C'SD) = (CSD)v C' = S, also wegen S ¢ g’ gilt (CSD),
was wieder ein Wiederpruch ist. Die Voraussetzung C’ = D’ impliziert also
C # D und folglich A’B’| C’'D’. Analog 1iBt sich im Fall 4’ = D’ verfahren.
Ferner nehmen wir an, dal die Punkte 4’, C’, D' voneinander verschieden sind.
Nach [1]. (Z2) gilt (4'D'C’)v (A'C'D’)v (C'A’D’"). GemaB [3], Satz 5 erhélt man
(A'D'CYA "I(ASA)A “ICSC’) = "I(DSD"), also ein Widerspruch zu (DSD’).
Es sei (4'C'D"). Da A’, C’, D’ verschieden sind, ergibt sich nach [3], Satz 4
(ACD)A (A'C'D')A "I(ASA’) = “I(DSD'), was wieder ein Widerspruch ist.
Deswegen gilt (C'A’D’) und folglich (4'C’'B)A (C'A'D’) = A'B’' | C'D'.

Ad (2). Wegen (4S4') (BSB’) und (4CB) ist (4'C'B’).

(i) Entsprechend zu (1) (ii) 1aBt sich zeigen, daB (C’4’D’) und folglich A'B’| C'D’
gilt.

(i) Es gilt (CSC')A (DSD’)A (CBD) = (C'B'D’) und (4'C'B)A (C'B'D’) =
= A'B'| C'D.

Ad (3). Nach [1], (Z2) gilt (4'B'D’)v (B'A’D')v (A'D’B’). Fallen einige
Punkte von A’, B', D’ zusammen, dann verfahren wir analog zu Ad (1), (ii). Es
seien also A’, B, D' verschieden. Nach [3], Satz 4 wir erhalten dann (4BD)A
A (A'B'DYA "1(ASA") = I(DSD"), was ein Widerspruch ist. Gilt (B’A’D’), dann
(BSB"), (DSD"), (B'A’D’) implizieren (4SA"), also wieder ein Widerspruch. Somit
ist (A'D'B’). Fiir die Punkte A’, C’, D’ ergibt sich (4'C’'D")v (4'D'C")v (C'A’'D").
Wir kénnen erneut voraussetzen, dafl A’, C’, D’ ve-schieden sind. Im umgekehrten
Fall 1aBt sich namlich entsprechend zu Ad (1), (ii) verfahren. Nach [3], Satz 4
erhilt man (ACD)A (A'C'D')A "1(ASA") = 1(DSD’), was ein Widerspruch ist.
Zugleich ist ~ I(ASAYA (CSC)A (A'D'C’) == (DSD'), was wieder zum Wider-
spruch fiithrt. Somit gilt (C'4’D’) und (4'D’'B’), (C'A’D’) implizieren A’B'| C'D’.

(ii) Ahnlich wie unter (i) 1aBt sich beweisen, daB (4’D’'B’), (C'B’'D’) und folglich
A'B'| C'D’ gilt.

Ad (4). Die Giiltigkeit von A'B’ | C’'D’ beweisen wir analog zum Fall (3).

Ad (I, 1, a, B). 1. Wir nechmen an, daBl B’ uneigentlich und 4’, C’, D’ eigentlich

sind. Da die Geraden b, g’ einen uneigentlichen Punkt B’ gemeinsam haben und
b # g’ gilt, ist g’ nach [3], (A1) in einer durch b bestimmten Halbebene enthalten.
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Es sei z. B. g’ = H,, also auch 4', C’, D' € H, . (Fig. 1) Gilt A e b, dann wegen
S,Aea; S,Aeb und S # 4 sind a, b benachbart, woher 4’ = B’ folgt. Dies ist
aber ein Widerspruch, weil A4’ eigentlich und B’ uneigentlich sind. Mithin gilt
A ¢ b und analog zeigt man C, D ¢ b. Nach [3], (H4) erhdlt man 4 € H,’ v A€ H, .

Fig. 1

Zunichst sei 4 € H, . Wegen B # C gilt (ABD) und nach [3], (H2) folgt hieraus
De H},denn D ¢ b. Aus (CBD) und C ¢ b ergibt sich dhnlich C e H, . Die Giiltig-
keit von A4’, C’, D', De H,” und 4, C e H, impliziert dann (ASA’), (CSC’") und
“I(DSD'). Ist A’ = C' bzw. A’ = D', dann gilt (C'A’D") und nach (T2) ergibt
csich A'B"| C'D'. Aus C' = D' folgt ¢ = SC' = SD' =d und S, C, Dec. Wird
dabei g = ¢ angenommen, <o ist Bec¢, b = ¢ und B’ = C’, was ein Widerspruch
ist. Wegen g # c und C,Dec; C,Deg ergibt sich C = D. Aus (CBD) folgt
dann C = B, denn « ist konvex. Dies ist aber wieder ein Widerspruch. Somit
erhilt man C’ # D’. Ferner nehmen wir auch 4’ # C' und 4’ # D’ an.

Fiir die Punkte A4’, C’, D" ergibt sich (4'C’'D")v (A'D'C")v (C'A’'D’). Zunichst
sei (4'C'D"). Wegen B # C gilt (ACD) und nach [3], Satz 4 ist (ACD)A (A'C'D')A
A (ASA’) = (DSD’), was ein Widerspruch ist. Gilt (4'D'C’), dann nach [3],
Satz 5 erhilt man (ASA')A (CSC')A (A'D'C’) = (DSD’), also wieder ein Wider-
spruch. Mithin gilt (C'4'D’), woher nach (T2) A’B’| C'D’ folgt.

Nun setzen wir 4 € H,f voraus. Dies impliziert Ce H,", D e H, und folglich
“1(4S4’), “(CSC"), (DSD’). Die Fille A’ = C’, A’ = D' und C’ = D’ priifen
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wir entsprechend zu vorangehendem nach. Es seien also A4’, C', D’ voneinander
verschieden. Nach [1], (Z2) ergibt sich (4'C'D")v (4'D'C")v (C’'A'D’). Aus
(ACD)A (A'C'D')A “(ASA’) = (DSD’) und (ASA)A WCSC')A (A'D'C’) >
= (DSD’) folgt, daB (4'C’D") und (4’D’C’) zum Widerspruch fiihren. Deswegen
gilt (C'A’'D’) und folglich 4'B"| C'D'.

2. Sind A’, B’, D’ eigentlich und C’ uneigentlich, dann 148t sich analog zum
Fall 1 verfahren.

3. Es seien A’, B’, C’ eigentlich und D’ uneigentlich. Die Gerade g’ ist in einer
durch d bestimmten Halbebene enthalten, es sei z. B. g’ = H; und folglich 4’, B',
C'e H; . Zugleich nehmen wir A € H; an. Ist B = C,so gilt B = C’ und (4'C B’),
also A'B | C'D’. Es sei also B # C. Aus (ABD) und (CBD) folgt dann Be H;
und Ce Hj, woher sich ~1(4S4’), "I(BSB’), "1(CSC’) ergibt. Nach [3], Satz 4
gilt (ACB)A " 1(ASA’)A “(BSB') = (A'C'B’), also A'B' | C'D'.

4.Sind B’, C’, D' eigentlich und 4’ uneigentlich, dann verfahren wir entsprechend
zum Fall 3.

Ad (I, 1,a,y) Fir die Punkte 4’, B’, C’, D’ gibt es folgende Méglichkeiten:
(1) a) A',B'eg,; C',D' eU(g'),b) A, B eU(g’); C', D' eg,.

(2) a) A',D'eg,; B,C'eU(g’),b) A, D' eu(g'); B,C' eg,.
(3)a) A, C'egy; B,D' eU(g'),b) A, C'e¥(g); B',D eg,.

Ad (1) a) Wegen C’, D' e «(g’) ist C' = D', woher ¢ = d folgt. Zunichst sei
g = ¢. Da unserer Voraussetzung nach A4 # Sv B # § gilt, konnen wir z. B.
A # § annehmen. Wegen A4, Se¢ ist @ = S4 = ¢, woraus sich 4’ = C’ ergibt.
Dies aber enthilt einen Widerspruch zu 4’ e g, und C' e #(g’). Nun sei g # ¢
vorausgesetzt. Da C,Dec¢ und C,Deg ist, so C # D impliziert § = ¢, also
einen Widerspruch. Somit mu C = D gelten. Wegen (CBD) ergibt sich dann
C = B, denn « ist konvex. Hieraus folgt ¢ = SC = SB = b, also B’ = C’, was
wieder cinen Widerspruch bedeutet. Der Fall (1), a) kann also nicht eintreten.

b) Durch einen Zeichenwechsel verfahren wir analog zum Fall a).

Ad (2) b) Wegen A', D' e U(g') ist A’ = D' und @ = d. Zunichst sei § = a.
Da B # Sv C # S gilt, konnen wir z. B. B # § annehmen. Dann erhilt man
b=S8B=aund A = B, was ein Widerspruch zu 4'e %(g’) und B’ eg, ist.
Es sei also § # @. Zunichst nehmen wir B = C und folglich B’ = C’ an. Ist <
bzw. <’ die nach [4], (B])—(B4) definierte Anordnung von g, bzw. %(g’), dann
git B £ C'A A £ D bzw. C' £ B'A D' £ A’ und nach (T3) ergibt sich hieraus
B'4"|C'D’, also A’B'| C'D’. Es sei B # C. Wegen g # aist A = D und (4BD)
impliziert 4 = B, woraus man @ = b und A’ = B’ erhilt. Dies ist aber ein Wider-
spruch.

Es geniigt also die Fille (2) a), (3) a), (3) b) nachzupriifen. Wir untersuchen
nur (3) a), iibrige Fille lassen sich dhnlich durchfithren.

Ad (3) a) Es seien A, C' e g, und B’, D' € %(g'). Hieraus folgta # b,d; ¢ # b, d
und b = d. Nehmen wir Seg an. Gilt zugleich B = §, so erhalten wir unseren
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Voraussetzungen nach 5 % g und D # S, woher d = SD = g und b # d folgt.
Dies ist aber ein Widerspruch und mithin gilt B # S. Ahnlich zeigt man D # S.
Hieraus ergibt sich b = d = g und folglich g | g’. Wegen 4 # Sv C # S 148t
sich z. B. 4 # S annehmen, woraus @ = gund @ || g’ folgt. Der Punkt 4’ = al] g’
ist also uneigentlich, was ein Widerspruch ist. Unsere Vorausetzung Se g ist
falsch. Ferner nehmen wir also S¢ g an. Es sei dabei g || g’. Wegen S ¢ g erhilt
man b # g und folglich b } g’'. Der Punkt B’ ist dann eigentlich, was ein Wider-
spruch ist. Daraus ergibt sich g } g'.

Zunichst sei 4 = C. Dann ist 4, C # § und folglich a = S4 = SC = ¢, also
A" = C'. Sind =, £’ die Anordnungen von g, und %(g’), so ist entweder 4’ <
S C'A B < D' oder C' £ A'A D' £ B erfiillt, was nach (T3) 4’'B’' | C'D’
bedeutet. Ferner sei 4 # C angenommen. Gilt dabei ¢ = ¢, dann wegen 4, Cea
und 4, Cegist a = g und aus S ea folgt Se g, also ein Widerspruch. Mithin ist
a # c¢. Ganz dhnlich 148t sich zeigen, daB B = D bzw. B # D auch A'B'| C'D’
bzw. b # d impliziert. Ferner wird angenommen, daBp 4 # C, B # D und folglich
a # cund b # d erfillt ist.

Da S¢g’ und 5| g’ gilt, haben b, g’ genau einen uneigentlichen Punkt B’
gemeinsam. Nach [3], (A1) ergibt sich also entweder g’ = H, oder g’ = H, . Es
sei z. B. ¢’ < H," und folglich 4’, C' € H,'.

I. Zunichst sei g’ #f y. Setzen wir p = SV und N = p M g’, dann ist Ne H,.

1. Essei g /fy. Wegen g }f p gibt es einen Punkt M = g M p, wobei M # S gilt.

a) Wir nehmen M e H," an. Wegen N e H,  ergibt sich dann ~I((MSN).

a) Es sei A€ H, (Fig. 2). Aus Ce H, folgt (ABC), was wegen C # B und
(ACB) einen Widerspruch bedeutet. Deshalb ist Ce H, U b und b # ¢ impliziert

Fig. 2
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Cé¢b, also Ce H,. Nach 4,C, A4, C’ e Hy erhilt man dann ~1(4S4’) und
“I(CSC’). Durch 4, B, C, D fithren wir zu y parallele Geraden a,, by, ¢,, d; und
setzen A" =a, Mg,C" =c [ g'. Wegen g }jy ergibt sich nach [3], Def. 4
(ACB)A (CBD) = (a;c;b))A (¢i1bydy) in der Zwischenrelation von II(y). Wir
wiahlen eine Anordnung < von JI(y) mit y £ e und zunichst nehmen wir b, < ¢,
an. Dann gilt b, < ¢; £ a;A d; £ b; £ ¢,. Nach [4], (Bl) erhdlt man also C" <
< A" in der Anordnung < von g’. Betrachten wir die Geraden g, g’, den uneigentli-
chen Punkt ¥V und den Punkt S, dann sind fiir die Punkte 4, C, M e g und 4", 4’,
C",C', Neg' die Bedingungen des Satzes 16, [3] erfiillt und wegen ~1(4S4’),
“I(CSC’), (MSN) gilt C" < A" = C' £ A'. Da Sé¢g', S+ M, 1[MSN),
g kpund g fg'ist, ethalt man nach [4], (Bl),(B3)d, <b;=>D<B= D" < B
in der Anordnung < von #%(g'). C' £ A’A D’ £ B’ impliziert dann nach (T3)
A'B'|C'D'. Gilte; £ b;,danniste; £ ¢y £ b, A ¢ £ by £ d,, woher nach (B1)
A" £ C” folgt. Ferner ergibt sich 4" < C"=> A" £ C'und b, £d,>B<D=>
= B'" < D' also A'B’'| C'D'".

B) Es sei 4 e H, (Fig. 3). Wegen M € H, ergibt sich (4BM) und aus 4 # B
folgt “1(MAB). Wihlen wir einen Punkt B, € b mit § # B, und (BSB,), dann ist

Fig. 3

M # B,. Fiir die Gerade g, = MB, gilt S¢g, und g’ }§g,. Zugleich beweisen
wir, daB auch a g, und ¢ }g, ist: Es sei a| g,. Wegen S # B, erhilt man
a # g, und a, g, schneiden sich in einem uneigentlichen Punkt R mit R¢g.
Mithin @(R, b, g) ist eine PZ-Projektion ([3], Def. 8) und dem Satz 6, [3] nach
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ergibt sich (BSB,) = (BAM), also ein Widerspruch. Entsprechend beweist man
¢ fg,. Wegen a {g,, ¢ g, 1aBt sich 4, =ag, und C; = c[1 g, setzen.
Ferner zeigen wir, daB A ¢ g, gilt: Wir nehmen das Gegenteil, also 4 € g, an.
Da « konvex ist, so (ABM) impliziert 4 # M. Wegen 4, Meg und A, Me g,
ergibt sich g = AM = g,, woher B = B, folgt. Dies ist aber ein Widerspruch zu
(BSBy) und S # B,.

Da A¢b,g, und [(MAB), 1(B,AB,), (BSB,) gilt, erhilt man nach [3], Satz 4
(MAB,), also 4, € Hy. Dann A€ H, und 4, € H, implizieren (454,). Wegen
(4SA4,), (BSB,), (ACB) ergibt sich nach [3], Satze 4 und 5 (4,C,B,) und (CSCy).
Wir zeigen, daB zugleich (C,B,D,) gilt: Die Voraussetzung (B;C;D,) fiihrt zum
Widerspruch, weil o konvex ist. Nehmen wir (C{D,B;) an, dann gilt (BSB,)A
A (CSC)A (C,D,B,) = (CDB), was wegen C # D ein Widerspruch zu (BCD)
ist. Nach [1], (Z2) ergibt sich also (C{B,D,). Unter Anwendung von S¢g,,
g 08,8 Wy, MeH}, 4, € H, (4,C,B)) und (C,B,D)) 1aBt sich mit g, ganz
analog zu a) A’B’ | C'D’ beweisen.

b) Es sei M € H, . Wihlen wir einen Punkt M, € p mit M, # S und M, € H,,
dann ist (MSM,). Fiithren wir durch M, eine zu g parallele Gerade g,, dann gilt
S¢g, g hg', g vy und die Punkte 4, =all g, B, =bng,, C; =cg,
D, = dM g, sind eigentlich. Setzt man 4 = L(S, g), dann gilt entweder g = H,"
oder g = H; . Esseig « H,'. Wegen (MSM,) ergibt sich M, e H, und g, < H,,
also 4, B, C,, D, € H, , woher (4S4,), (BSB,), (CSC,), (DSD,) folgt. Nach [3],
Satz 4 erhilt man (ACB) = (4,CB,), (CBD) = (C;B;D,). Unter Anwendung
von g, verfahren wir entsprechend zum Fall a).

2. Essei g || y. Aus S¢ g folgt p # g und die Geraden p, g schneiden sich in
einem uneigentlichen Punkt, woher sich z. B. g = H, ergibt. Wir wihlen eine
Gerade g, mit S¢g,,8, kg &, hg'. & fa, g, }¢, so daB die Punkte 4; =
=allg, B, =bMg,C, =clg, D, =d0g, in der Halbebene H, ent-
halten sind. Dann gilt (4S4,), (BSB,), (CSC,), (DSD,) und deswegen (ACB) =
= (4,C,B,), (BCD) = (B,C, D). Nach dem Fall 1 bekommen wir dann A'B’| C'D".

II. Wir nehmen g’ || y an. Wir untersuchen den Fall g }f x. Setzen wir ¢ = SU,
dann ist ¢ }f§ und g, g schneiden sich in einem Punkt M. Wir setzen M, A € H,'
voraus. Die anderen Fille priifen wir dhnlich wie unter I nach. Wegen 4 € H,,*,
(ACB) ist C € H;f und nach 4, C, 4’, C' € H," erhilt man ~1(454’) und ~(CSC’).
Durch 4, B, C, D fithren wir zu x parallele Geraden «,, b,, ¢, d, und setzen wir
A" =a; Mg, C"=c Mg (Fig. 4. Wegen g |f x ergibt sich nach [3], Def. 4
(ACB)A (CBD) = (ajc;b)A (cybyd)) in der Zwischenrelation von II(x). Wir
wihlen eine Anordnung £ von II(x) mit x < ¢’ und nehmen z. B. b, £ ¢, an.
Dann gilt b, < ¢; £ a, A d; £ b, £ ¢,. Nach [4], (B2) erhilt man also C" < A"
in der Anordnung £ von g’. Wegen 1(4SA4’), (CSC’) und ~1(MSN) gilt nach [3],
Satz 16 C" £ A" = C' £ A’. Nach [4], (B2), (B4) ergibt sich zugleich d; < b, =
= D = B= D" £ B in der Anordnung £ von %(g’). C' £ A'A D' £ B’ impli-
ziert dann A'B’ | C'D’.
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Ad (I, 1, a, 8) Esseien 4’, B’, C' uneigentlich und D’ eigentlich. Dannist@ = b =
= ¢ und 4 # d. Wir wihlen eine Gerade m mit S¢ m, m }a, m }f d und setzen
A =arim B, =bm, C; =cMm, D, = dr m(Fig. 5). Wegena = b = ¢,
a#dgilt A =B, =C,und 4, # D,. GemiB (I, 1, a, «) erhdlt man zugleich
AB|CD = A,B,| C,D,. Wird (4,D,B,) angenommen, dann'aus 4; = B, folgt
A, = Dy, denn « ist konvex. Dies ist ein Widerspruch und mithin erhilt man
1(4,DB,). Aus A,B, | C,D, folgt nach (TI) (4,C,B,). Nach [3], Def. 10 gilt
dann (acb) in N(S, a) und gemaB [4], (U,) ergibt sich (4'C’'B’) in %(g’'), was nach
(T2) A’'B’| C'D’ bedeutet. Analog lassen sich iibrige Fille untersuchen.

Ad (I, 1, a, &) Die Punkte 4’, B, C’, D’ sind uneigentlich und a, b, ¢, d liegen
in N(S, a). (ACB)A (CBD) impliziert (acb) A (cbd) in der Zwischenrelation von
N(S, a) und nach [4], (Ul) bedeutet dies (4'C'B)A (C'B'D’) in der Zwischen-
relation von #(g’). Nach (T1) erhalt man hieraus A'B' | C'D’.

Ad (I, 1,b,a—€) Wir nehmen z.B. 4, B,Ceg, und De %(g) an. Wegen
AB | CD gilt nach (T2) (4CB). Zuniachst sei g = d. Dann ist Seg und g = SD.
Gilt dabei 4 = S, so A4, S liegen auf den Geraden g, a und wegen 4 # S'sind g, a
benachbart, was g = @ bedeutet. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung
g # a der Definition 2, [4]. Somit erhélt man 4 # S und entsprechend auch B,
C # 8. Hieraus folgt dann g =S4 =SB=SC=a=b=c und 4' =B =
= C' = D', woher sich A'B’| C'D’ ergibt. Ferner setzen wir g # d voraus. Da g, d
den uneigentlichen Punkt D gemeinsam haben, gilt nach (Al) entweder g = H;
oder g = H;. Esseiz. B. g « H;. Wahlen wir eine Gerade g, mit S¢g,, g, fa,

d

Fig. 6
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g1 kb, & he, g 1d, so daB die Punkte A, = g, M a, B; = g, M b in der Halb-
ebene H,' liegen, dann wegen 4, B e H,' erhalten wir  (AS4,)A ~I(BSB,) (Fig. 6).
Setzenwirnoch C; = g; M ¢, D, = g, Nd,sonach S¢g,ist S # 4,, B,,C,,D,.
Aus 4, edfolgt Ay = Dyunda = SA; = SD, = d,also 4, Ded Wegen 4 e g,,
De(g) ist A # D und folglich d = AD = g, was ein Widerspruch ist. Somit
ist A, ¢ d und entsprechend B, C, ¢ d. Ferner wollen wir zeigen, daf} 4,B, | C,D,
gilt: Nach [3], Sitze 4, 5 ergibt sich (ACB)A ~ 1(ASA;)A “1(BSB,) = (4,C,B;) A
A I(CSC)), also Cy € Hf. Dann By, C, € H; impliziert "1(B,D,C,) und folglich
(C{BDy)v (B,C,Dy). Gilt (C,B,D,), dann aus (4,C,B|)A (C,B,D,) ergibt sich
nach (T1) A4,B,| C,D,. Nun sei (B,C,D,). Aus B, = C, folgt (4,C;B;)A
A (C(B,D,), was erneut A,B,| C,D, bedeutet. Mithin kénnen wir B, # C,
annehmen. Gilt (4,B,D,), dann ergibt sich nach [1], (Z5) (4,C,B,)A (4,B,D,) =
= (C;B,D,), woher nach [1], (Z3) (B,C,D,)A (C,B;D,) = B, = C, folgt, was
aber ein Widerspruch ist. Deshalb ist ~1(4,B,D,). Da wegen A,, B, € H; man
“1(4,D,B,) erhilt, gilt nach [1], (Z2) (B,A4,D,), gemiB [1], (Z5 b)) ergibt sich
(B,Ci4,) A (Bj4,D,) = (C,4,D,) und folglich (4,C,B) A (C;4,D,) =
= A.B; | C,D,. Aus 4,B, | C;D, folgt nach (I, 1, a, a—¢) A'B’' | C'D’ und
damit ergibt sich AB| CD = A,B,| C,D, == A'B’' | C'D'.

Ad (I, 1, ¢, oo —g) Zwei Punkte von A4, B, C, D sind eigentlich und zwei uneigent-
lich. Wegen AB| CD nehmen wir nach (T3) 4, Ce %(g) und B, D € g, an. Dann
gilt (B DA AL 'C)v (D E BAC ' A) in den nach [4] definierten Anord-
nungen <, <’ von g, und %(g). Unserer Voraussetzung nach ist entweder B # S
oder D # S. Der Bestimmtheit wegen sei B £ D, 4 <’ C und B # S. AuBerdem
wird g }f y angenommen; im Fall g || 7, also & }f ¥ 14Bt sich analog mit Vertauschung
von U statt V verfahren. Gilt Se g, dannist S, 4, Cegund g = S4 = a = SC =
= ¢, woraus A" = C’ folgt. Nach [2], Satz 5 ergibt sich dann 4'B’| C'D’. Es sei
Deb,also B,D,Seb. Aus D = S folgt B# D und g = BD = b = d, was ein
Widerspruch zu d # g ist. Gilt D # S, dann wegen b = BS = DS = d erhalt
man B’ = D', also A'B’ | C'D’. Ferner sei S¢ g und D ¢ b angenommen.

Wir setzen p = SV, N=p g, b = BV und ¢' = DV (Fig. 7). Wegen B < D
gilt nach [4], (B1) ' £ d’ in der Anordnung =< von II(y). Aus B# D, g }{y
folgt b' # d’ und mithin 1aBt sich d’ = H, voraussetzen. Durch B fiihren wir
eine Gerade g, mit S¢g,, g, #8, & Id, so daB "(MSN) und D, € H;} fiir
M =g, Mpund D, = g, M derfiillt ist. Wir wollen 4,B, | C,D, fir 4, = g, M a,
B, = B und C, = g, M ¢ beweisen: Gilt a = ¢, dann wegen g, {{g, a| g ist
A, = Cy, also A,B,;| C,D,. Ferner sei a # c¢. Dabei wird d; = D,V gesetzt.

1. Wegen g }{7, S¢g.a # ¢, S #M, UMSN)und g, kg ergibt sich nach [4],
(B3) A £'C= A, £ C, in der Anordnung < von g,. Wegen b’ < d’', d’ < H}
und D, € H;} istd, = H, und folglich b’ £ d,. Dies nach (B1) bedeutet B, < D,
in der Anordnung < von g,.

2. Es sei (DSD,).
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a) Esseid = p, also D, D, ep. Wegen g }p und g, }fp ist dann N = D und
M = D,. Zunichst nehmen wir Be p an. Dies impliziert B = D und folglich
D # S.Daaus D = D, und (DSD,) man D = § erhilt, gilt D = Sund B # D,.
Mithin ergibt sich g, = BD,; B,Dep und g, = p, was ein Widerspruch ist.
Es sei also B¢ p. Dann gilt B¢ d,p und aus D = N, M = D, folgt ~1(DBN),
“I(D,BM). Nach [3], Satz 4 erhilt man (DSD,) = (NSM), also ein Widerspruch
zu T(NSM).

P b |d'

o
({@]

Fig. 7
b’ d 1 p
N
B ol
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b) Es sei d # p. Wegen D¢ b ist De H v De H, . Sei z. B. D e H, voraus-
gesetzt. Aus g, ffb folgt auch D, ¢ b und daher (DSD,) impliziert D, € H,
(Fig. 8). Wegen d { p erhilt man nach [3], Def. 4 (DSD,) = (d'pd,). Aus Bep
folgt p = 0" und (d'b'd)), b’ £ d',b" < d, impliziert b' = d’'v b’ = d,, was ein
Widerspruch ist. Ferner sei B ¢ p. Wird dabei (NBD) angenommen, dann wegen
B<Dist NS B D,alsod =p <b', was wieder ein Widerspruch ist. Somit
gilt " I(NBD) und N¢b, DeH, impliziert Ne H, . Entsprechend 148t sich
" MBD,) beweisen und aus D, € H, folgt dann M e H, . Nach [3], (H3) ergibt
sich M e H; A Ne H;” = (MSN), was ein Widerspruch ist. Nach a), b) fiihrt die
Voraussetzung (DSD,) stets zum Widerspruch und mithin gilt ~ (DSD,).

3. Mittels der PZ-Projektion ¢(4,d, g,) ergibt sich ~(DSD,) = (B,;4,D,)
(Fig. 7). Wegen A, = C, und A4, # B,, A, # D, ist (4,B,C,), (4,D,C)),
denn « ist konvex. Da nach 4, £ C; und B, £ D, gilt, gibt es nur zwei Moglich-
keiten By < D, < A, £ C,v A; £ C{ £ B, £ D,. Deswegen ist (4,DB;)A
A (CyA4,D,) oder (4,CB)A (C,B,D,) erfiillt, was nach (T3) 4,B,| C,D, be-
deutet. Danach (I, 1,a,a—¢)sich 4,B, | C;D, == A'B'| C'D’ ergibt, gilt AB| CD =
= A4,B,| C;Dy => A'B"| C'D".

Ad (I, 1,d,0—¢€) Es sei 4,B,Ce%(g) und Deg,. Dann ist 4 = B= C,
a = b = ¢ und nach (T2) gilt (ACB). Aus Seg ergibt sicha =S4 = SB=5b =
= SC = ¢ und folglich 4" = B’ = C’. Nach [2], Satz 3 gilt also 4'B"| C'D".
Ferner sei S ¢ g, also d # g. Dann 148t sich Se H; annehmen. Auf der Geraden d
wiahlen wir einen Punkt D; mit D, € H,, durch D, fithren wir eine Gerade g,
mit S¢g, &, %a, g §d und setzen 4, =g, Ma, B, =g, 00b, C; =g, g,
D, = g, M d (Fig. 9). Wir wollen 4;B,| C,D, beweisen: Gilt 4, = C,; bzw.

Fig. 9
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B, = C,, dann ist nach [2], Satz 3 4, B, | C; D, erfiillt. Ferner sei also 4; # C,
und B, # C,. Nach [4], (Ul) und [3], Def. 10 erhilt man (ACB) = (acb) =
= (A,C,B,). Wegen S¢g ist a,b,c # g und Se H, impliziert nach [3], (Al)
a,b,c < Hf, also A, C,, B, € H. Setzen wir M = g, [ g, dann ist (4, MCy)
und nach [1], (Z2) erhalten wir (C; 4, M)V (4,C, M). Wegen C, € H und D, € H;
gilt zugleich (C, MD,). Aus (C A, M) folgt nach [1], (Z6) (C;4, M)A (C;MD,) =
= (C,A,;D,) und nach (T1) ergibt sich (4,C;B)A (C;4,D,) = A,B, | C,D,. Es
sei (4,C,M). Wegen B,, C, e H und D, € H, ist 1(B;D;C,) und deshalb gilt
(B,C,Dy)v (C{B,D,). Ist (B;C.D,) erfiillt, dann erhélt man nach [1], (Z5b)
(DyMC)A (DC,B)) = (MCB,). Da A, B, # C, ist, gilt 4;, B; ¢ ¢ und es
148t sich z. B. 4, € H annchmen. Aus (4,C, M) folgt dann M € H_ und (4,C,B,)
impliziert B, € H, was (M C,B,) bedeutet. Wegen B, # C, enthilt dies einen
Widerspruch zu (MC,B,). Somit gilt (C;B,D;) und (4,C,B,)A (C;B,D;) =
= AB;| C;D,. Nach (I,1,a,a—¢) erhidlt man schlieBlich 4,B,|C,D; =
= A'B"| C'D'".

Ad (I, 1,e,a—¢) Es seien 4, B, C, D e %(g). Wegen AB| CD nehmen wir z. Be
(ACB)A (CBD) an. Wir wihlen eine Gerade g, mit S€ g, g, #a und seizen 4, =
=g, Ma, By=g, b, C,=g,0¢c, D, =g, Md Nach [4], (Ul) gilt dann
(ACB)A (CBD) = (acb)A (cbd) und nach [3], Def. 10 ist (4,C,B)) A (C,B\D,),
also 4,B, | C,D,. Analog zu vorigen Fillen ergibt sich also AB|CD =
= A,B,| C,D, = A'B'| C'D".

Ad (I, 2, a—e, o —g) Da g’ uneigentlich ist, sind alle Punkte 4’, B’, C’, D" un-
eigentlich. Fiir 4’, B’, C’, D' kénnen dann folgende Moéglichkeiten eintreten:

(i) Alle vier Punkte sind in #7(g’) enthalten.

(i1) Drei Punkte liegen in #7°(g’) und ein in 77°(g").
(iii) Zwei Punkte liegen in #7(g’) und zwei in ¥7(g").
(iv) Ein Punkt liegt in #°(g") und drei in ¥7(g’).

(v) Alle Punkte liegen in 77 (g’).

Wir untersuchen alle angefiithrte Mdoglichkeiten.

(i) Wir wihlen cine (eigentliche) Gerade g; mit g, | ¥ und S ¢ g,. Dann gibt es
eigentliche Punkte 4, =g, Ma, B, =g, Mb, C;, =g, Mc, Dy =g, MNd und
nach (I, 1,a—e, o) gilt AB| CD = A,B, | C,D,.Essciz. B.(4,C,B,)A (CyB,D,).
Nach [3], Def. 11 ergibt sich (4,C;B;)A (C,B,D;) = (acb) A (cbd), woher dann
nach [4], (U3) (4’C'B’)a (C'B'D’) folgt. Dies aber bedeutet A'B"| C'D".

(ii) Es seien A’, B’, C'ew'(g'), D' e ¥°(g'). Wir wahlen eine Gerade g, mit g, || y
und S¢g,. Dann gilt g, /fa, & fb, g, #¢, g, d, & # d, die Punkte A4, =
=g, Ma, B =g, Mb, C, =g Mc sind eigentlich und D, = g, M d ist un-
eigentlich. Nach (I, 1, a—e, ) ergibt sich AB| CD = 4,B, | C;D,, woraus nach
(T2) (4,C,B,) folgt. Wegen [3], Def. 11 ist (4,C,B,) = (acb) und nach [4], (U3)
gilt (4'C'B’), was A’B’ | C'D’ bedeutet.
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(iii) Es seien A’, C'e#'(g") und B’, D' e ¥'(8")- Wir setzen s = SV und fiithren
eine Gerade g, mitg, | y, 81 # & S¢ g,,s0dabs < g und e < g, in der Anord-
nung < von II(y) mit y < e gilt. Wegeny < ¢ < g, ist (yeg,) und y # e impliziert
“l(eyg,) (Fig. 10). Aus y < s folgt y £ s < &1 und (ysg,). Gilt s £ y, dann ist
s<y<e<g, und (syg,). Wegen y # g, und g, # s ergibt sich also ~1(yg,s).
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Setzen wir A, =amg,, B, =bMg,, C;,=cMg, und D, =dlg,, dann
sind 4,, C, eigentlich und B,, D, uncigentlich, wobei B,, D, € ¥"(g;). Nach
(I, 1,a—e, v) ergibt sich AB| CD = 4,B, | C, D, :nd nach (T3) 1aBt sich also z. B.
A, £ C, in der Anordnung von (g;), und B, < D, in der Anordnung von #(g;)
annehmen. Wir wollen beweisen, daB auch 4’ < C’ in der Anordnung von#'(g")
und B’ £ D' in der Anordnung von #7(g’), also A'B’| C'D’ gilt. Da ~I(eyg,) und
“I(vg,s) erfiillt ist, erhdlt man gemaB [4], (BS), (S2) 4, < C, = A" < C". Es
geniigt also B, < D, == B' £ D' zu zeigen. Wir setzen s' = SU, P =s"Te,
N = s' M g, und durch N fithren wir eine Gerade n mit7i § %, 7 §7,sodaB P £ Q
in der nach [4], (B2) definierten Anordnung von e fiir Q = n [ e ist. Setzen Wit
weiter B, = n[1b, D, = n[d, dann nach [4], (B4) gilt B, < D, = B, £ D,
in der Anordnung von n, die durch die Anordnung von II(x) mit x < e’ erklart
ist. Durch O fiihren wir eine zu n parallele Gerade »n’ und setzen P’ = x e,
Q' = n'Me Wegen é # 7, g, und (yeg,) ergibt sich nach [3], Satz 11 P £ @ =
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= Q' < P’ in der Anordnung von e. Hieraus folgt (EP'Q’) und nach [4], (S4)
induzieren II(x), II(y) zwei inverse Anordnungen von n. Gilt also B, < D,
in der von II(x) induzierten Anordnung, dann ist D, < B, in der Anordnung,
die von II(y) induziert ist. Wihlen wir eine Gerade m mit m || x, S ¢ # und mit
s’ <m, ¢ <m in der Anordnung von II(x), dann gilt ~(e’xm) und ~I(xms’).
Wegen s < gy ist Se H,, und nach [3], (Al) ergibt sich hicraus b, de H,,,also B,,
D, e H, . Aus e < g, folgt auch ee H, und Q € H,, woher man I(B,NQ) und
“I(D,NQ) erhilt. Wegen s < m in II(x) ist me H} und B3, Dy, Me H} wo
By, =mMb,Dy=mMdund M = mM s gesetzt ist. Aus P < Q folgt Qe H_.
“1(B,NQ), (D,NQ) implizieren dann B,, D, € H} und folglich ~I(B,SB,),
“I(D,SD;). Setzen wir R = ns, dann wegen l(eg,s) gilt ~I(QNR), woher
Re H} und "I(MSR) folgt. Fithren wir durch B,, D, zu y parallele Geraden b,,
d; und setzen wir B, = b, M'm, D, = d; N m, dann wegen D, < B, erhalten
wir d; £ b, und D, £ B,. Da S¢n, 1(B,SB;), I(D,SD;)und I(MSR) ist, gilt
nach [3], Satz 16 D, < B, = D; £ B, in der Anordnung von m. Wegen  I(e'xnm)
und ~I(xms’) ergibt sich nach [4], (B6), (S;) D3 £ By = B’ < D’ in der Anord-
nung von ¥7(g’).
Die iibrigen Falle (iv), (v) fithren wir entsprechend zu (ii), (i) an.

Ad (I, 3,a—e, a—€) Da g uneigentlich ist, sind auch 4, B, C, D uneigentlich.
AuBerdem gilt S¢ g und unserer Voraussetzung nach ist zugleich S¢g’. Aus
A=Cbzw. B=Cbzw. A = Bbzw. 4 = D folgt 4" = C’ bzw. B' = C’ bzw.
A’ = B bzw. A’ = D' und nach [2], Satz 3 erhilt man A'B’| C'D’. Ferner
seien die Punkte 4, B, C, D voneinander verschieden. Nach [2], (C2) ist
A'C' | BD'v A'D' | BC' v A'B'| C'D'. Gilt A'C’' | B'D’, dann mittels der
Z-Projektion ¢(S, g’, g) ergibt sich nach (I, 2, a—e, a—¢) AC| BD, aus AB|CD
und 4C | BD folgt dann nach [2], (C3) entweder B = C oder 4 = D, was ein
Widerspruch ist. Analog fithrt auch 4’D’ | B’D’' zum Widerspruch und mithin gilt
A'B'|C'D.

Ad (I, 4, a—e, o —¢) Alle Punkte 4, B, C, D und 4’, B’, C’, D' sind uneigentlich.
Wihlen wir eine (eigentliche) Gerade g,, mit S¢ g,, dann ist @, b, ¢,d # g, und
es gibt die Schnittpunkte 4, = aMg,, B, =bMNg,,Ci=cMg,, Dy =drng,.
Wegen S ¢ g, g'sind ¢(S, g, g,) und Y(S, g,, &) Z-Projektionen. Unter Anwendung
von ¢ ergibt sich nach (I, 3) AB| CD = A,B, | C;D, und mit y erhidlt man dann
nach (I,2) 4,B, | C,D, = A'B'| C'D".

Ferner setzen wir voraus, daBl S ein uneigentlicher Punkt ist. Wegen S ¢ g’ muB3
die Gerade g’ eigentlich sein und deshalb kénnen nur die Fille 1 und 3 eintreten,

Ad (IL, 1, a) Es gilt 4, B, C, D € g, und nach (T1) 1aBt sich z. B. (4CB)A (CBD)
annehmen. Wegen S¢ g’ ist g’ ffa, g’ b, g )¢, & }d und die Punkte 4’, B,
C’, D' sind eigentlich. Nach [3], Satz 6 ergibt sich dann (4CB) = (4'C'B’),
(CBD) = (C'B'D"), was nach (T1) A’B’ | C'D’ bedeutet.
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Ad (IL 1,b) Es sei z. B. 4, B, Ceg, und D e %(g). Nach (T2) ist dann (ACB).
Wegen S ¢ g’ sind auch 4', B’, C’ eigentlich und nach [3], Satz 6 gilt (4'C'B’).

a) Aus S¢ g folgt S # D, die Gerade d = SD ist uneigentlich, der Punkt D’
ist uneigentlich und wegen (A4'C’B’) ergibt sich nach (T2) A'B’'| C'D’.

b) Gilt Seg, dannist@a =5b = ¢ =gund A’ = B’ = C'. Da D, S uneigentlich
sind, so erhilt man D = § und folglich d # g. Ist d uneigentlich, dann verfahren
wir analog zu a). Es sei also d eigentlich. Dann ist D’ eigentlich und wegen d # g
giit @,b,¢ # d und folglich 4’,B’,C’" # D'. Aus A' = C’ bzw. B’ = C’ folgt
nach [2], Satz 3 A'B’| C'D’. Ferner sei also 4’ # C' und B’ # C’. Da «a konvex
ist, muB " 1(4'D’'C’) gelten, woher sich (C'A'D")v (4'C’D’) ergibt. Wird (C’A’D")
angenommen, dann (4'C'B)A (C'A'D") impliziert nach (T1) A'B’'| C'D’. Es sei
also (A'C'D’). Aus der Konvexitit von o folgt weiter 1(B’D’'C"), also (C’'B’'D’)v
v (B’'C'D’). Gilt (C'B'D’), dann wegen (A4'C’'B’) erhdlt man A'B’| C'D’. Wir
beweisen noch, daB der iibrige Fall (B'C’D’) nicht eintreten kann. Wegen 4’ = B’
und D’ # A’ ist "1(A'D’'B’) und folglich (D'A’'B’)v (D'B’A’). Aus (D'A’'B’) folgt
nach [1], (Z5b) (D'C'A’)A (D'A’B’) = (C'A’B’) und wegen (A4'C'B’) ergibt sich
hieraus 4’ = C’, was ein Widerspruch ist. Gilt (D'B’A4"), dann erhilt man analog
(D’'C'B)A (D'B'A") = (C'B'A"), also B’ = C’, was wieder ein Widerspruch ist.

Ad (I, 1, ¢) Wir nehmen an, daBB 4, C eigentlich und B, D uneigentlich sind.
Da B, D uneigentliche Punkte von g sind, gilt B = D. Aus B = § folgt dann
D = §, was ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung ist. Daher ergibt sich
S # B, Dund S ¢ g. Die Geraden b, d sind dann uneigentlich und 4’, C’ eigentlich.
Wegen AB| CD gilt nach (T3) (4 £ CA B< D)v (C £ AA D £ B) in den
Anordnungen von g, und %(g). Ferner nehmen wir an, daB 4 < C in der nach (B1)
bzw. (B2) definierten Anordnung von g, und B £ D in der nach (B3) bzw. (B4)
definierten Anordnung von #(g) sind. Fiir die Punkte D, D' unterscheiden wir
die folgenden Fille:

1. D, D' ¢7°(d),

2. De¥(d),

a) D' # U,

a) D" ¢¥°(d),

B) D'e ¥ (d),

b) D' = U,

3. D' e¥(d),

a) D# U, D¢V (d),

byD=1U.

Wir priifen alle angefithrten Moglichkeiten an.

1. Es seien D, D' ¢ ¥(d). Wegen Degund D' eg’ist g fy und g’ {f y. Fiithren
wir eine Gerade p durch V, dann gilt p }{ g, &' und es gibt Punkte N = p[i g,
N’ = p g (Fig. 11). Auf p wihlen wir einen zu N und N’ fernen Punkt Z mit
“I(NZN’) und auf d wihlen wir einen zu S, D, D', ¥ fernen Punkt R mit V'R { DD’,
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wo V' = pn d gesetzt ist. Dann gilt 7 }{g, g’ fir r = RZ und es gibt Punkte
X=gnr,X' =¢ r'\':r, N, = ND’' M r. Nehmen wir ZR| XN, an, dann unter
Anwendung von @(N, r, d) ergibt sich nach (I, 2) V'R | DD’, also ein Widerspruch.
Somit ist ZR } XN,. Aus I(NZN’) folgt nach (T2) NN’ } ZV’, woher sich mittels
Y(D', p,r)nach (I, 1,b) NN’ } ZV' = N, X’  ZR= 1(X'ZN,) ergibt. Gema8 [2],
Satz 6 gilt dann ZR { XN, A ZR t N, X' = ZR { XX' = (XZX').

Auf p wihlen wir einen Punkt M mit M # Z, W(MZN), (MZN’), was wegen
TI(NZN') stets moglich ist. Setzen wir z = MR, dann ist Z ¢ z und wegen R #
# §,D,D' gibt es Punkte P = ZSTz, B, =ZBMz D, =ZDMz B} =
=ZB Mz D, =2ZD 1z

(i) Es sei SV’ { DD’. Unter Anwendung von @(Z, d, z) ergibt sich nach (I, 3)
V'R } DD’ = MR|D,D;, SV’ }DD' = PM } D,D{ und aus [2], Satz 6 folgt
dann D,D), { MRA D,Dy { MP = DD, {PR = I(D,PD;). EsgiltZeg, g {7,
“I(MZN) und wegen R # V, D ist zugleich z # p, z fg. Nach [4], (B3) ergibt
sich also B < D = B, < D, in der Anordnung von z. Ferner gilt S¢g, &', Z;
Z¢z g8 undwegen R # D, D'istz g,z §g'. Dazugleich (XZX"), (D,PD})
erfiillt ist, ergibt sich nach [4], (A3) B, £ D, = B{ £ Dj in der Anordnung von z.
Wegen g’ }f 7 und ~(MZN") folgt hieraus nach [4], (B3) B’ < D'.
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Wir setzen a, = AV, a, = A'V, ¢, = CV,¢; = C'Vundn' =AD" Ist § # V,
dann g, a, n’ € F(4, a,) ([3], Bem. 3) und aus SV t DD'; S, D, D'e W' (d); V'€ ¥ (d)
folgt nach (T2) “W(DSD’), was gemiB [4], (U3) I(gan’) impliziert. Nach (BI)
gilt zugleich 4 < C = a, < ¢, in der Anordnung von IT(y) und wegen S # D, D’,
V;V # D,D’, \(gan’) ergibt sich gemaB [3], Satz 18 a; < ¢; = a; = ¢;, was
A’ £ C' bedeutet. Somit ist 4’ < C'A B’ £ D’ und folglich A'B"| C'D’. Ist
S =V, dann ergibt sich @ = @, = @, und ¢ = ¢ = ¢{. Betrachten wir die
PZ-Projektionen ¢,(S, g,g"), ¢,(V.g', g) und setzen wir A" = ¢,¢0,(4), C" =
= ¢,¢,(C), dann wegen V = § erhalten wir nach [5], Satz6 4 £ C=> 4" £ C’,
woraus nach (Bl) aj < ¢{ und 4’ £ C’ folgt. Mithin ergibt sich erneut 4A’B"| C'D’".

(ii) Es sei SV’ | DD'. Aus § = V folgt nach [4], (S6) entweder D = V oder D' =
= V, also ein Widerspruch. Deswegen ist S # V. Unter Anwendung von ¢(Z, d, z)
erhilt man V'R 4 DD’ == MR {D,D{ und SV’ | DD’ = PM | D,D}. Wegen S #
# D, D' ist P # D,, D] und nach [2], Satz 5 ergibt sich dann D,D; | PM A
A D,Dy } RM = D,Dj | PR, also (DPD;). Laut [4], (B2) gilt B< D = B, < D,
wegen (DPD}) erhilt man nach [4], (A3) B, £ D, = Dy £ B; und nach [4],
(B3) ist Dy £ By = D' < B'.Da S,D,D'e#(d) und V'e ¥ (d) gilt, ergibt sich
nach (T2) SV'| DD’ = (DSD') in der Zwischenrelation von #'(d) und gemaB [4],
(U3) foigt hieraus (gan’). Nach [4], (Bl) ist 4 £ C= a; < ¢, und nach [3],
Satz 18 gilt a; < ¢; = ¢} £ ay, also C' £ A'. GemaB (T3) erhdlt man dann
C'<AAD <B = AB|CD.

2.EsseiDe¥ (d),also g | y.

a) Es sei D' # U, also g’ } x. Wir fihren eine (eigentliche) Gerade p durch U
und setzen U' = dMp. Wegen D=V, D' # Uist p g, p & und existieren
Punkte N = pmi g, N’ = pg'. Auf p wihlen wir einen Punkt Z mit Z # N, N,
"I(NZN’) und auf d wihlen wir einen zu S, D, D', U’ fernen Punkt R, so daB
U'R DD’ und U'D }RD’ im Fall D # D' gilt (Fig. 12). Setzt man r = RZ,
dann wegen R # D, D' gibtesPunkte X = g r, X' =g mMrund N, = ND' M r.
Wird N e 7 angenommen, dann wegen R # D erhidlt man X = Nund p = r, also
R = U’, was ein Widerspruch ist. Deswegen gilt N¢ 7 und @(N,d,r) ist eine
Z-Projektion. Nach (I, 3) ergibt sich dann U'R  DD' = ZR | XN, also  (XZN,).
Wegen D' # U’, Rist y(D’, p, r) eine PZ-Projektion und unter Anwendung von
erhilt man nach (II, 1, b) " (NZN') = NN’ } ZR = N, X' } ZR = "|(N,ZX"). Da
U’ # Rist, gilt X ¢ p und folglich Xe H, v Xe H,.Ist Xe H,, dann aus N, ¢ p,
"XZN,) folgt Ny H,. Daher X'¢p und ~I(N,ZX') implizieren X'e H,
woraus sich ~ (XZX’) ergibt. Auf p wihlen wir einen zu Z fernen Punkt M mit
"1/MZN) und setzen wir z = MR, B, = ZBMz, By = ZB' Mz D; = ZDM z,
D =2ZD' Mz Y=SZMz Wegen R # U’ ist dann Z ¢ .

a) Es sei D' ¢ ¥ °(d). Setzen wir p’ = ZV, dann gibt es Punkte Ny = p' M g’
und M’ =zMp'. Da D # D' ist, gilt U'D }RD’ und mit der Z-Projektion
@2, d, z) erhidlt man nach (I, 3) MD, }RD;. Da U’, D, R, D’ voneinander fern
sind, sind auch M, D, R, D) fern. Wegen D =V, p" = ZV, zZ }}y ist M’ = D,
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und nach (S7) ergibt sich MD, { RD| == MM' } RD}, also “I(MD{M"). Setzen
wir ¢ = ZD’, so ist M ¢ ¢ und wir konnen M e H; voraussetzen. Aus D’ # V
folgt M’ ¢ gund (M D} M’) implizier: M’ € H, . Wegen (MZN)istdann N € H}
und folglich "((NZN") = N'e H. Da g'| g, g’ # g und N'e H, ist, ergibt sich

A a,

o

AN A

Fig. 12

nach [3], (A1) ¢ = H, und N, e H;. Aus M'e H; und N{eH, folgt dann
“I(M'ZN)).

(i) Es sei SU’ { DD'. Betrachten wir eine Z-Projektion ¢(Z, d, z), dann ergibt
sich nach ([,3) U'R { DD’ = MR { DDy, SU' { DD’ = PM } DD} und nach
[2], Satz 6 D, D} t MRA DD t MY = DD} }YR= 1D YD;). Setzen wir
b, = B,U,d, = D,U,dann wegen g || 7, Z ¢ g, M # Z und " (MZN) gilt nach [4],
(B4) B £ D= b, £ d, in der Anordnung von II(x) mit x < ¢’. Diese Anordnung
induziert eine Anordnung von z, in der B, < D, gilt. Ferner setzen wir a; = U4,
¢, = UC,a, = UA', ¢, = UC' und 4" = a, Mg, C" = ¢, M g'.Nach [4], (B2)
gilt dann 4 £ C=a, £ ¢, = A" £ C" in der Anordnung von g. Wir zeigen,
daB A4’ £ C' in der von II(x) induzierten Anordnung von g’ ist: Gilt § # U,
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dann ist S, D, D' # U und a, g, AD' € F(A, a,). Aus SU’ } DD’ folgt ~1(gaAD’)
in der nach [3], Def. 11 erkldrten Zwischenrelation von F(4, a;). Wegen S #
# D,D', U und § # D, D’ erhilt man nach [3], Satz 18 a; S ¢, = a; £ ¢; =
= A" £ C'. Ist § = U, dann ergibt sich @ = @; und mittels der PZ-Projektionen
U, g, 8), ¥(S, g, g') erhidlt man nach [5], Satz 6 4" £ C"= A" < C'. Ferner
wollen wir zeigen, daB 4’ £ C’ in der nach [4], (B1) definierten Anordnung von g,
und B’ £ D' in der nach [4], (B3) erklirten Anordnung von #%(g’) gilt. Wir setzen
E,=0Eu, E;=0ENd, D,=MDMu, D, = MD'Mu, R"=z2Mu, E, =
= MFE,;Mu.

/ Fig. 13

Zuerst nehmen wir U'D } E;R an (Fig. 13). Unter Anwendung von ¢(M, d, u)
ergibt sich nach (I,4) U'D }E;,R= UD, {E,R. Gilt E; # R, dann sind die
Punkte U’, D, E;, R und folglich auch U, D,, E,, R" voneinander fern. Wegen
D="Vund D= D,ist D, =V und E, = E,, E; = E, impliziert E, = E]. Nach
(S7) erhdlt manalso UD, tE,R' = UV tE,R. GiltE; = Rund zugleich UV | E,R’,
dann wegen E, = R’ ergibt sich hieraus nach (S6) U = E, oder V = E,, was ein
Widerspruch ist. Mithin ist auch in diesem Fall UV } E,R’ erfiillt. Setzen wir
P=1xle Q=O0RTe dann erhalten wir mittels ¢(O,u,e) nach (I,3)
UV }E,R' = PV }EQ, was gemiB (T2) ~(EPQ) bedeutet. Wegen OR' | z sind
nach [4], (S4) die durch II(x), II(y) induzierten Anordnungen £, <’ von z gleich.
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Aus B, £ D, ergibt sich daher B, <’ D,. Wegen ~1(XZX’) und "I(D, YD) erhilt
man dann nach [4], (A3) B, £’ D, =B} <'Dj. Da g' }{y, z }g’, Z {{y und
“I(M'ZNy) gilt, ergibt sich nach [4], (B3) B{ < D} = B; £ Dj in der Anordnung
von %(g’).

Nehmen wir an, daB auBerdem U'D {E;R auch U'D | E,D’ gilt, dann wegen
D' # D, U’ ist nach [2], Satz 5 U'D | RD’, was ein Widerspruch zu UD } RD'
ist. Somit gilt U'D 4} E,D’. Unter Anwendung von ¢(M, d, u) ergibt sich nach (I, 4)
UD, tE,D;. Setzt man D} = g’ [l u, dann ist D; = D; und gleichzeitig D, = P,
E,=E, Ist E; # D', so sind U’, D, E;, D’ und auch U, D,, E., D, voneinander
fern. Nach (S87) ergibt sich also UD, tE,D;= UV }E,Dj. Gilt E; = D’ und
zugleich UV | E,D;, dann wegen E, = D, erhilt man nach (S6) entweder U =
= E, oder V = E,, was ein Widerspruch ist. Deswegen ist erneut UV {E,Dj.
Setzt man Q' = OD) [ e, dann mit ¢(0, v, e) ergibt sich PV  EQ’, also  (EPQ").
Wegen OD} || g’ sind nach [4], (S4) die durch I1(x), II(y) induzierten Anordnun-
gen <, £’ von gleich. Aus 4" £ C’ folgt also 4’ £’ C’ in der Anordnung von g,
die nach (B1) definiert ist. 4’ £’ C' und B’ £ D’ implizieren A'B' | C'D’.

Nun nehmen wir U'D | E;R an. Aus E; = Rfolgt R = U’, also ein Widerspruch.
Mithin ist E; # R und die Punkte U’, D, E;, R sind fern. Mittels o(M, d, u)
ergibt sich UV| E,R’ und nach (S7) folgt hieraus UV | E,R’, also (EPQ). Gemil
[4], (S4) sind die von II(x), II(y) definierten Anordnungen £, <’ von z invers
und folglich By < D, impliziert D, <’ B,. Wegen (D, PD}) ergibt sich nach [4],
(A3) D} £’ B; und gemaB [4], (B3) folgt daraus D’ £ B’ in der Anordnung von
%(g"). Gilt noch U'D }E;D’, dann wegen R # U’, D erhilt man nach [2], Satz 5
UD|E;RAN U'D VE,D'= U'D| D'R, was ein Widerspruch ist. Somit ist U'D | E;D’
und folglich UV | E, D}, was (EPQ) bedeutet. Nach [4], (S4) sind dann die An-
ordnungen <, <'von g’ invers und aus 4’ < C'alsofolgt C' <’ A’. Aus C' £’ 4’
und D’ £ B’ ergibt sich A'B" | C'D’.

(ii) Es sei SU'| DD'. Unter Anwendung von ¢(Z, d, z) ergibt sich nach (I, 3)
U'R {DD' = MR }D,D,, SU'|DD'= PM|D,D, und wegen P # D,, D,
gilt nach [2], Satz 5 D,D| | MPA D,D; { MR=- D D} | PR= (D,PD}). Ferner
verwenden wir die Bezeichnungen von dem Fall (i). Nach [4], (B4) erhélt man
B £ D= B, £ D, in der durch II(x) induzierten Anordnung von z. Aus SU’ | DD’
folgt (gaAD') in der Zwischenrelation von F(4, a,). Nach [3], Satz 18 gilt dann
A £ C= C’' £ A'inder durch I1(x) induzierten Anordnung von g’. Ist U’D { E;R,
dann nach [4], (S4) sind die durch II(x) und J1(y) induzierten Anordnungen von z
gleich. Mithin gilt B, < D, = B, =’ D,, wegen (D,PDy) ergibt sich nach [4],

(A3) B, <’ D, = D; <’ B] und gemiB [4], (B3) gilt D’ < B’ in der Anordnung
von %(g’). Entsprechend zum Fall (i) 148t sich U’D tE;D’ beweisen. Nach [4],
(S4) sind die Anordnungen =, £’ von g’ gleich und hieraus folgt C' < A4’ =

= C'=<"A4’. Wegen C' <’ A" und D’ £ B’ ergibt sich also A’'B"| C'D’.

Gilt U'D | EyR, dann ist U'D | E;D’ und die Anordnungen =, <’ von z sind
invers, woher B, < D, = D, <’ B, folgt. Wegen (D,PD}) ist nach [4], (A3)
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D, £’ B, = B; £’ D; und nach [4], (B3) B’ £ D’. Analog sind die Anordnungen
<, <’ von g’ invers, woraus C' < 4'= 4" <’ C’' und A'B’'| C'D’ folgt.

B) Essei D' e ¥°(d). Dannist D = D’ = Vund wegen § # D ergibt sich § # V.
Da = konvex ist, gilt SU’ } DD’ und unter Anwendung von ¢(Z, d, z) erhédlt man
“1(D,PD}). Aus B £ D folgt nach [4], (B4) B, £ D, in der durch II(x) nach [4],
(B2) erklirten Anordnung von z. Wegen ~(XZX’) und ~1(D,PD}) ist nach [4],
(A3) B, £ D, = By £ D;. Aus "(NZN’), I(MZN) folgt "((MZN') und gemiB
[4], (B4) ergibt sich dann B; £ D} = B’ £ D’ in der Anordnung von #%(g’).
Analog zum Fall o) (i) beweisen wir, da 4 < C= A4’ £ C'in der nach [4], (B2)
definierten Anordnung von g’ gilt. 4" £C’"und B’ £ D’ implizieren dann 4'B’|C’ D',

Vy

b) Es sei D' = U. Wir withlen einen zu S, D, D' fernen Punkt R mit DD’ | SR
und bezeichnen X = g M g’. r = RX. Auf r withlen wir cinen Punkt ZmitZ ¢ g, g’
und setzenp = ZU,p" = ZV, N =plig, N =p' g, U =pnd, V' =p' Md,
z=RN, M, =z[lg, M =zMp (Fig. 14). Zuerst zeigen wir, dal (M'ZN’)
gilt: Nach [3], (A1) kdnnen wir ze H, also M, M’ e H voraussetzen. Ist V;
ein gemeinsamer Punkt von p’, g, dann nach [3], Satz 8 ist das Produkt ¢ der
PZ-Projektionen ¢;(Vy, g’,p) und ¢@,(R, p,g’) einc monoton wachsende An-
ordnung der geordneten Menge g'. Nehmen wir z. B. N’ £ X an, dann wegen
o(N") = X, o(X) = M, ergibt sich X £ M, und foiglich (N'XM,). Aus M, € H'
folgt dann N’ e H, und M’ e H} impliziert (M'ZN").
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Setzen wir B, = ZB(z, D, = ZDMz, By =ZB' Mz D =2ZD' Mz Y=
= SZ 1z, dann mittels ¢(Z, d, z) erhalten wir nach (I, 3) DD’ | SR = D,D; | YR,
was (D,YD};) bedeutet. Wegen ~|(NZN) gilt nach [4], (B4) B< D= B, = D,
in der durch I1(x) induzierten Anordnung von z. Ferner setzen wir E; = OE d,
E,=OEMu, E,=XE,Mu, D,=g0u Dy=gMu R =XRMu R =
=2z[u

Nehmen wir DD’ } E;R an, dann unter Anwendung von ¢(X, d, u) ergibt sich
nach (I, 4) D,D; }E,R'. Dabciist D = D,,E; = E;, R = R’ und D’ = D;. Gilt
R # E; dann sind D, D', E;, R und folglich D,, D,, E,, R" voneinander fern.
Wegen D, =V, D, = U, E,=E, R = R’ erhilt man also nach (S7)
D,D; tE,R' = VU tE,R". Gilt R = E,, dann ist E, = R" und aus VU|E,R"
folgt U = E,, was ein Widerspruch ist. Somit ergibt sich erneut VU 4} ER". Setzt
man P = x[le, Q = OR"I e, dann mit Y(0, u, e) erhdlt man nach (I, 3) VU ¢
}E,R" = VP }EQ, also (EPQ). Wegen OR" | z gilt nach [4], (S4) B, £ D, >
= B, £' D, in der durch I1(y) induzierten Anordnung <’ von z. Da zugleich
"(XZX) und (D,YDy) erfiillt ist, gilt nach [4], (A3) B,<’'D, = D; <’ Bj.
Wegen (M’ZN’) ergibt sich nach [4], (B3), (S1) Dy £'B;= B < D'. Da S #
# D, D'ist,so aus DD’ | SR, DD’ } E R folgt nach [2], Satz 5 DD’ | SE,. Hieraus
erhilt man § # E; und D, D', S, E, sind fern. Setzen wir U" = x ([ d, V" =y d,
dannist D = P’, D' = U” und nach (S7) gilt ¥"U" | SE;. Unter Anwendung von
(0, d, e) ergibt sich nach (I, 3) V"U" | SE; = VP | Q'E = (EPQ"),wo Q' = OS [ e
gesetzt ist. Da 4 £ C in der nach [4], (B2) definierten Anordnung von g ist, gilt
nach [4], (S5) A’ <’ C’ in der nach [4], (BI) erklirten Anordnung <’ von g'.
Aus A" <" C'und B’ <’ D' folgt A'B’'| C'D'.

Es sei nun DD’ | E;R. Dann ist VU | E,R" und (EPQ). Nach [4], (S4) ergibt
sich By £ D, = D, £’ B, in der nach [4], (B1) definierien Anordnung <’ von z.
Wegen (D, YD) erhilt man nach [4], (A3) D; £’ B, = B; < Dj und dies impli-
ziert gemdB [4], (B3), (S1) D'’ £ B'. Da D # E,;, R, S und D' # E;, R, S gilt,
ergibt sich nach [2], Satz 7 DD'| E;RA DD’ | SR= DD’ }E,;S, woher V"U" }
{ SE;, VP| Q'E und WEPQ') folgt. Nach [4], (S5) gilt 4 £ C= C’ £’ A’ in der
nach [4], (Bl) erklirten Anordnung <’ von g'. Aus C' £’ 4’ und D’ £ B’ folgt
dann A'B" | C'D’.

3.2) Gilt D’e ¥ (d), D¢ ¥ (d) und D # U, dann verfahren wir mit der Ver-
tauschung von D und D’ analog zum Fall 2a), o).

b) Gilt D’ e¥"(d) und D = V, dann 14Bt sich entsprechend zum Fall 2b) ver-

fahren.

Ad (IL 1,d) Es seien B, C, D uneigentlich und A eigentlich. Aus Se g folgt
§ = B = C = D, was ein Widerspruch ist. Mithin gilt §¢ g und A4’ ist eigentlich,
B’, C', D’ sind uneigentlich. Wird B = D angenommen, dann ist B’ = D' und
nach [2], Satz 3 ergibt sich A’B’| C’'D’. Es sei also B # D und folglich B’ # D'.
Wir wihlen einen eigentlichen Punkt E € g mit AB }{ CE und setzen E' = SEJ g'.
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Wegen D # A, B ist nach [2], Satz 5 AB| DCA AB {EC= AB|DE. Da A,E
eigentlich und B, D uneigentlich sind, gilt nach (I, 1,¢) AB| DE = A'B'| D'E’
und entsprechend AB } CE= A'B' { C'E’. Wegen D' # A’B’ erhalt man nach [2],
Satz 5 A'B'| D'E'A A'B" }C'E’ = A'B"| C'D".

Ad (IL, 1, e). Da die Punkte 4, B, C, D uneigentlich sind, gilt S ¢ g und 4’, B, C,
D’ sind auch uneigentlich. Sind zwei Punkte von 4, B, C, D gleich, so sind auch
zwei Punkte von A4', B', C', D' gleich und nach [2], Satz 3 gilt A’B"| C'D’. Ferner
konnen wir also voraussetzen, dal 4, B, C, D und auch 4’, B, C’, D’ voneinander
verschieden sind. Wegen AB| CD und A, B, C, D € %(g) 1aBt sich z. B. (ACB)A
(CBD) annehmen. Wihlen wir einen eigentlichen Punkt E € g, dann ist nach (T2)
(ACB) = AB| CE. Nach [2], Satz 7 ergibt sich dann 4B| CDA AB| CE = AB }
t DE und gemi8 (II, 1,d) gilt AB| CE= A'B'| C'E', AB } DE= A'B' } D'E’,
wo E' = SE M g’ gesetztist. Nach [2], Satz Serhdlt man A’'B’' | C'E'A A'B' | D'E’=
> A'B'|C'D".

Ad (11, 3). Da die Gerade g uneigentlich ist, sind 4, B, C, D uneigentlich.

1. Wir nehmen an, daB alle Punkte 4, B, C, D zu S fern sind. Dann sind alle
Geraden a. b, ¢, d und auch alle Punkte A’, B, C’, D" uneigentlich. Wir wéhlen

g\ /z

Bl D
i \
A'1 ‘ \\
g D,
FASS
N
a ¢ b ld
Fig. 15

einen Punkt Z und ene Gerade z mit Z¢ 7, S¢ 2,2 g und 4,B, C, D ¢ z. Dann
gibt es cigentliche Punkte 4, = ZA[z, B, = ZBMz C, =2CMNz D, =
=2ZDMz Ay =ZA' Mz B, =2ZB Nz C=2CMNz D= ZD'11 z und
Y, = ZS 1 z (Fig. 15). Nach (I, 3) ergibt sich 4B| CD = A,B, | C;D; und nach

133



(T1) 1aBt sich z. B. (4,C,B;)A (CB,D,) annehmen. GemiB [1], (Z5) gilt also
(4,B,D,)v B, = C,undim Falle B, # C, erhilt man nach [1], (Z5b) (4,C,B)A
A (4,B,D,) = (A,CD,). Fiir die Punkte B,, C, Y, treten nach [1], (Z2) die
Moglichkeiten (CyB,Y,) v (B,Y,C,))v (B,CY,) ecin. Wir werden alle drei an-
gefiihrten Falle untersuchen.

a) Es sei (C,B,Y,). Wegen (4,C,B))A (C,B,Y,) ergibt sich nach [4], (A4) a)
(A1C1By), was nach [4], (Ul) (4'C’B’) impliziert. Ist B, = C,;, dann gilt
B = Cund SB = SC, also B’ = C'. Weg:a (4'C'B)A (C'B'D’) erhilt man nach
(T1) A'B'| C'D’". Aus A, = C, folgt A = C, A’ = C' und (4'C'B)A(C'A'D’) =
= A'B"| C’'D’. Die Voraussetzung B, = D, impliziert B = D' und (4'C'B’)A
A (C'B'D)y= A'B'| C'D’. Ferner nechmen wir C; # A,, B, und B; % D, an.
GemiB [ 1], (Z5) gilt (Y, B,C)A (B,C 4,) = (Y,C,4)v B, = C,,also (Y;C,4,).
Nach [1], (Z6) ist dann (Y;C,4,)A (Y,B,C,) = (Y B,4,) und nach [1], (Z5b)
ergibt sich (4,C,B)A (4,B,Y,) = (C,B,Y,). Fir By, Y, D, kdnnen erneut die
folgende Moglichkeiten (YyB( D)), (B,Y,D,) und (B,D,Y,) eintreten.

a) Es sei (Y;B,D,). Nach [1], (Z2) gilt (Y,C;D,)v (C,Y,D))v (C,D,Y)).
Ist (Y, C, D)) erfiillt, dann (Y B, C ) A (Y,C,D,)= (B,C,D,), was wegen B, # C,
einen Widerspruch zu (C,B;D,) bedeutet. Gilt (C,Y,D,), dann ergibt sich nach
[1], (Z5) (D,Y,C)A (Y1C1d,)= (D,C,A)v Y, = C,. Aus Y, = C, folgt
Y = Cund § = C, was ein Widerspruch ist. Wegen 4, # C,; und (4,C,D,) fiihrt
auch (D,;C;4,) zum Widerspruch, Nehmen wir schlie8lich (C;D,4,) an, dann ist
(Y B, D)A (Y,D,C,) = (B, D,C,), was wieder ein Widerspruch zu (C;B,;D,) und
B, # D, ist. Der Fall (Y{B,D,) fithrt also stets zum Widerspruch.

B) Es sei (B,Y,D,). Nach [1], (Z6) ist (D, Y, B)A (DB,C,) = (D,Y,C,) und
wegen (4,C,D,), (D,Y,C,) ergibt sich nach [4], (A4), b) (D;4]Cy). Gemif [4],
(U1 gilt dann (D'A4'C’) und (A'C'B")A (C'A’D’) impliziert nach (T1) A'B'| C'D'.

Y) Es sei (B,D,Y;). Nach [4], (A4), a) erhidlt man (C;B,D,)A (B,D,Y,) =
= (C{B,D}), also (C'B'D’). Somit ist (4'C'B’)A (C'B'D’) = A'B'| C'D".

b) Essei(B,Y,C;). Nach [4], (A4), b) und [4], (U1) gilt (4,C,B))A (B, Y,C,) =
= (B,A,C})= (B'A'C’). Aus B, = C, folgt B' = C' und (4'C'B’)A (C'B'D’) =
= A'B'| C'D'. Ferner sei By ¢ C,. Nach [1], (Z6) ecrgibt sich (B, Y,C))a
A (B,C,A,) = (B,Y A,) und wegen B, # C, gilt (4,C,B)A (CyB,D,) =
= (A,B,D;). Nach [4], (A4) ¢) erhiit man (4,B,Dy)A (4,YB,)= (A1D{B}),
also (4'D’'B’). GemaB [1], (Z5b), (Z6) ergibt sich (B'D'A)A (B'A'C) = (D'A'C") A
A (B'D'C’) und folglich (C'A’D')A (C'D'B’) = (A'D'B’). Aus (A'D'B’), (D'4'C’)
folgt dann A'B"| C'D’.

¢) Es sei (B, D,Y,). Aus By = D, folgt B' = D' und (A'C'B')An (C'B'D') =
= A'B'| C'D'. Analog B; = C| impliziert B’ = C' und (4'C'B)A (C'B'D") =
= A'B'| C'D’. Fernersei By # C,, D,.Fiir C,, Yy, B, gilt (C,Y B))v (B,C,Y,)v
v (C{B,Y,).Ist (C,Y,B,), dannnach [1], (Z5b) ergibt sich (C, Y\ B)A (OB D)=
= (Y,B,D,), was ein Widerspruch zu (B,D,Y,) und By # D, ist. Aus (B,C,Y,)
folgt nach [1], (Z5) (Y, C,B1)A (C,B,D,) = (Y,B,D,)v B, = Cy,also (Y{B,D)).
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Dies ist aber wieder ein Widerspruch. Mithin gilt (C,B,Y). Nach [4], (A4), a)
und [4], (Ul) erhdlt man (4,C,B)A (C,B,Y,) = (4,C/B]) = (4'C'B") und
(CyB,D)A (B,D,Y,) = (C{B;D}) = (C'B'D'), woraus A’B’'| C'D’ folgt.

2. Wir nenmen an, daf einer der Punkte 4, B, C, D zu S benachbart ist, es sei
z. B.B = S. Danngiltb # g, bist eigentlich und wegen S ¢ g’ ist auch B’ eigentlich.
Die anderen Geraden a, ¢, d und auch die Punkte A’, C’, D’ sind uneigentlich.
Entsprechend zum Fall 1 wahlen wir einen Punkt Z und eine Gerade z und be-
trachten die Punktc 4,, B,, C,, D,, 4}, B/, C{, D;. Wegen AB| CD gilt nach
(I,3) A,B,| C{D; und wir kénnen wieder (4,C;B;)A (C,B;D,) annehmen.
Nach [1], (Z5) ergibt sich (4,C,B,)A (C,B,D,)= (4,BD,)v By = C,. Aus
B=3S§, C+# S folgt B#C, B, # C, und deswegen gilt (4,B,D;). Nach [1],.
(Z5b), {Z6) erhalt man dann (4,C,;B,)A (4,B,D,)= (C{B;D,) A (A,C,D,) und
nach [4], (A4), b) gilt (4,C,D)A D,B,C,)= (D{AC/), also (C'A'D’). Wegen
A, C', D' e«(g’) und B eg, ergibt sich nach (T2) (C'A'D") = C'D’'| A'B’ =
= A'B"|C'D".
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Souhrn

O PRODLOUZENT USPORADANI AFINNI
KLINGENBERGOVSKE ROVINY DO USPORADANI
PROJEKTIVNI KLINGENBERGOVSKE ROVINY

FRANTISEK MACHALA

PiedloZend préace je druhou &asti autorova &lanku [4]. Je zde dokazan teorém:
Bud « uspofddana afinni klingenbergovska rovina vnofend do projektivni klingen-
bergovské roviny 7. JestliZe « splituje poZadavky (A1) —(A4) ze [3] a [4], pak je
mozZno rovinu 7 konvexné uspofadat.

Pezrome

O PACITPOCTPAHEHUMU VIIOPAONJOYEHHOCTHU
AOPUHHON MIJIOCKOCTU KJIMHTEHBEPTA
B VIIOPAJOYEHHOCTb MPOEKTUBHOU
IMJJOCKOCTHN KJIMHTEHBEPTA

OPAHTHUIIEK MAXATIA

Tpeanaraemast paGoTa IpeACTaBIsAeT BTOPYIO 4acThb CTaThH [4] aBTopa. 3nech
JOKa3blBaeTCa cleqyromas Teopema: IlycTb o — ymopsnoueHdHas adduanas
nnockocTh KimHrenGepra mMOATpYXeHHAas B HPOEKTHBHYIO IIOCKOCTh KIIMHIeH-
Gepra n. Eciu B o Brimosssotes yenosusi (Al)—(A4) u3 [3] u [4], To mrockocTs
7 BBIIYKJIO YIOPSAIOYHBAEMA.
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