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ÜBER DIE F O R T S E T Z U N G E I N E R A N O R D N U N G 
DER A F F I N E N K L I N G E N B E R G S C H E N EBENE 
ZU E I N E R A N O R D N U N G DER PROJEKTIVEN 

K L I N G E N B E R G S C H E N EBENE 

FRANTISEK MACHALA 
(Vorgelegt am 30. April 1983) 

U 

Die vorliegende Arbeit stellt den zweiten Teil der Arbeit [4] dar und befasst sich 
mit dem Beweis des fundamentalen Theorems über die Fortsetzung einer An
ordnung der affinen Klingenbergschen Ebene zu einer Anordnung der projektiven 
Klingenbergschen Ebene. Außerdem knüpft sie eng an die Artikel [2] und [3] an. 

Theorem. Es sei n eine PK-Ebene und cc eine durch eine Gerade u von n erklärte 
AK-Ebene. Ist a angeordnet und genügt sie den Forderungen (AI) —(A4) von [3] 
und [4], dann n läßt sich im Sinne von [4], Definition 3, konvex geordnen. 

Ferner sei a eine durch eine Gerade u der PK-Ebene n erklärte AK-Ebene, die 
den Forderungen (AI) —(A4) von [3] und [4] genügt. In n seien vier Punkte 
O, E, U, V mit U,Veu;Ö,E£üso gewählt, daß keine drei von O, E, Ü, V in 
einer Geraden der projektiven Ebene n ([3], Def. 6) enthalten sind und sei x = 
= OU, y = OV, e = VE, ef = EU gesetzt. 

Es sei p eine Gerade von n mit p ^ ü. Die Mengen Da, °U(p) der eigentlichen und 
uneigentlichen Punkte von p sind elementenfrei mit p = pa u ^(P). Da a ange
ordnet ist, so ist eine Zwischenrelation auf pa gegeben und nach [4], (Bl), (B2) 
wird genau eine Anordnung vonpa erklärt, welche die zugehörige Zwischenrelation 
reproduziert. Nach [4], (Ul) ist eine Zwischenrelation auch auf °U(p) definiert 
und durch [4], (B3), (B4) wird genau eine Anordnung von ^(p) erklärt, welche 
diese Zwischenrelation reproduziert. Ist p eine Gerade von n mit p = ü, dann sind 
die Mengen i^(p) und if(p) der zu V benachbarten und fernen Punkte elementen
frei mit p = if(p) u y^(P). Nach [4], (U2), (U3) sind die Zwischenrelationen 
auf -T(p) und if(p) definiert und durch [4], (B5), (B6) wird genau eine Anordnung 
von i^(p) bzw. ^(p) erklärt. 
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Ferner wir nehmen an, daß die Zwischenrelationen und Anordnungen von 
pa,^(p),1^(p\^p) stets durch (U1) - (U3) und (B1)-(B6) bestimmt sind. 
Nach [2] , Satz 17 läßt sich eine Trennrelation | auf jeder Geraden p von n folgen
dermaßen definieren: 

(Tl) Sind die Punkte A, B, C, D in einer der Mengen pa, ^(p) , ^ ( p ) , ^ ( p ) 
enthalten, dann AB \ CDO((ACB)A (CBD))v ((ACB)A (CAD))v ((ADB)A 
A (CBD))v ((ADB)v (CAD)). 

(T2) Gilt A, B, C ep a , D G %(p)bzw. A. B, C G %(p), D Gpabzw. A, B, CG if(p\ 
De-T(p) bzw. A,B,Ce-T(p),Deir(p), dann AB | CD o CD | AB o (ACB). 

(T3) Gilt A, CGpa, B, D G ^(p ) bzw. A, CG TT(p), B, D G ̂ ( p ) und sind 
g , <;' die oben definierten Anordnungen von p^°ll(p) bzw. von iV(p), ^ ( p ) , 
dann AB | CD <=> BA | CD o CD \ AB o (A S CA B £' D)v (C ^ A A D ^ ' B). 

Zuerst beweisen wir die folgenden Behauptungen (S6) und (S7): 
(S6) Ist eine Trennrelation auf jeder Geraden von n durch die Vorschriften (Tl) 

bis (T3) angeführt, dann ist jede Teilmenge N(p, P) konvex ([3], Bern. 3, [2], Dcf. 4). 
Beweis . Da die Forderung (AI) in <x gilt, ist a nach [3], Bemerkung 7, konvex 

geordnet. Für Punkte A, B, CGpa mit (ACB) ergibt sich also Ä = B => Ä = C. 

1. Es sei die Gerade p von n eigentlich. 
a) Es sei PGpa und A,BGN(p, P). Wir wählen einen Punkt Xe%(p) und 

nehmen AB | CX für einen C ep an. Dann muß CGpa gelten, denn AB | CX ist 
für A, B G pa und C, X e %(p) nicht definiert. Nach (T2) ergibt sich dann AB | CX => 
=> (ACB). Wegen A,BGN(p,P) ist Ä = B, woraus A = C, also CGN(p,P), 
folgt. Nach [2], Def. 4 ist N(p, P) konvex. 

b) Es sei Pe^(p) und seien A,BGN(p, P), also A,BeW{p). Sind XGpa 

und CGp Punkte mit AB | CX, dann ist Ce%(p) und nach (T2) gilt (ACB). 
Wählen wir einen Punkt S mit S<£p und setzen wir a = SA, b = SB, c = SC, 
dann wegen Ä = B gilt a = b und nach [4], (Ul) erhalten wir (ACB) => (acb). 
Ferner wir wählen eine Gerade m mit m jjp, S^Hl und setzen A' = m n a, 
B' = m H b, C' = m G c. Nach [3], Def. 10 gilt dann (acb) => (A 'C 'B '). Wegen 
ä = b ergibt sieh A' = 5 ' und A' = C , also a = c und Ä = C. Mithin ist CG 
G N(p, P) und die Menge N(p, P) ist konvex. 

2. Es sei p uneigentlich. 
a) Es seien P G ^T(p) und A, B G N(p, P). Sind XeV(p) und CGp Punkte mit 

AB | CX, dann nach (Tl) bis (T3) ist C e i^(p) und nach (T2) gilt (ACB). Wählen 
wir einen Punkt S und setzen wir a = SA, b = SB, c = SC, dann nach (U3) ist 
(ACB) => (acb). Wegen A = B ergibt sieh a = b und nach [3], Def. 11 folgt 
hieraus ä = c, denn a ist konvex. Somit gilt A = C und C G N(p, P). 

b) Es seien PG^(p) und A, BGN(p,P) = f ( p ) . Sind XeiT(p) und CGp 
Punkte mit AB \ CX, dann ist C G ^T(p) und nach (T2) gilt (ACB). Wählen wir einen 
Punkt S und setzen wir a = SA, b = SB, c = SC, so nach (U2) ist (ACB) => (acb). 
Wegen A = B gilt a = b und a = c, also A = C. 
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(S7) Sind A, B, C, D voneinander ferne Punkte einer Geraden p vonn und A', B', 
C, D' weitere Punkte von p mit Ä = Ä', B = B', C = C' D = D', dann gilt 
AB\CD=> A'B' | C'D'. 

Beweis. Wir untersuchen einzelne Fälle: 
1. Es sei die Gerade p eigentlich und seien A, B, C, D epa. Da 4̂B | CD gilt, 

können wir nach (T1) z. B. (ACB)A (CBD) annehmen. Nach [6], Satz 11 ergibt 
sich daraus (^'C'B')A (C'B'D'), was A'B'| C'D' bedeutet. Analog läßt sich in 
weiteren unter (T1) angeführten Fällen verfahren. 

2. Es seip uneigentlich und seien A, B, C, D e if(p). Wir nehmen erneut (ACB)A 
A (CBD) an. Setzen wir a = SA, b = SB, c = SC, d = SD, wo S ein eigentlicher 
Punkt ist, dann a, b, c, d sind voneinander fern mit ä = ä', B = ß', c = c', d = d' 
und nach (U3) gilt CACB) => (acb), (CBD) => (Obd). Es sei m eine Gerade mit 
m || y und 5 $m. Setzen wir At = m VI a, Bi = m VI b, Ci = m P c, Di = m P d 
und Ai = m P ai, Bi = m P bi, C[ = m P ci, D't = m P dt', dann Ax, Bt, 
C!, D! sind voneinander fern mit Ä[ = At, B[ = Bj, €[ = Ct, D/ = Dt. 
Nach [3], Definition 11 ergibt sich (acb) => (A i^B j ) , (cbd) => (Cj^B^O und nach 
[6], Satz 11 ist (AiQ'Bi), (C/BiDi), also (alcibi), (cibid/). Hieraus folgt (A'C'B')A 
A (C'B'D') und A'B' | C'D'. 

3. Es sei p eigentlich und seien A, B, C epa, De ^(p). Nach (T2) ergibt sich 
ABI CD => (ACB), woher nach [6], Satz 11 (A'C'B') folgt, was A'B' | C'D' 
bedeutet. 

4. Es seip uneigentlich und seien A, B, C e iV(p), D e i^(p). Dann gilt AB | CD => 
=> (ACB) und entsprechend zum Teil 2 beweist man, daß auch (A'C'B') und 
folglich A'B' | C'D' ist. 

Da a angeordnet ist, enthält jede Gerade von a drei voneinander ferne Punkte 
und folglich enthält jede Gerade von n vier voneinander ferne Punkte. Auf jeder 
Geraden von n ist eine Trennrelation mit (Tl) bis (T3) erklärt und gemäß (S6) ist n 
konvex. Nach [4], Definition 3 genügt es zu zeigen, daß die Trennrelationen 
durch Z-Projektionen reproduziert werden. 

Es sei (p(S, g, g') eine Z-Projektion und seien A, B, C, D Punkte von g, von 
denen mindestens drei zu S fern sind. Ferner seLn Ä, B', C', D' derartige Punkte 
von g', daß S, A, Ä bzw. S, B, B' bzw. S, C, C bzw. S, D, D' auf einer Geraden a 
bzw. b bzw. c bzw. d liegen. Ist einer der Punkte A, B, C, D benachbart zu S, dann 
wird angenommen, daß die zugehörige Gerade von a, b, c, dfern zu g ist. Nach [4], 
Definition 2 sollen wir AB | CD => A'B' | C'D' beweisen. Dazu untersuchen wir 
jeden Fall folgender Übersicht: 
Die Lage des Punktes S: 

I. S ist eigentlich. 
IL Sist uneigentlich. 

Die Geradeng, g': 
1. g,g' sind eigentlich. 
2. g ist eigentlich und g' ist uneigentlich. 
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3. g ist uneigentlich und g' ist eigentlich. 
4. g, g' sind uneigentlich. 

Die Punkte A, B, C, D: 
a) Alle Punkte sind eigentlich. 
b) Drei Punkte sind eigentlich und ein ist uneigentlich. 
c) Zwei Punkte sind eigentlich und zwei sind uneigentlich. 
d) Ein Punkt ist eigentlich und drei sind uneigentlich. 
e) Alle Punkte sind uneigentlich. 

Die Punkte A', B', C,D': 
Wir betrachten die Möglichkeiten a), ß), y), 8), e) analog zu a), b), c), d), e). 
Es sei also AB \ CD. Im Fall a) wird stets (ACB)A (CBD) angenommen. Die 

anderen Möglichkeiten von (Tl) kann man ähnlich durch einen Zeichenwechsel 
nachprüfen. Sind also alle A,B,C,D eigentlich, dann ergibt sich: Aus B = C 
folgt B 7-- 5, denn im Gegenteil wäre B, C benachbart zu S. Mithin gibt es genau 
eine Gerade SB mit SB = SC und wegen S <fc g' erhält man daher B' = C'. Ist 
B 7- C, dann nach [1], (Z5) ergibt sich (ACB)A (CBD) => (ABD) und gemäß [1], 
(Z6) ist (ACB)A (ABD) => (ACD). 

Ad (1,1, a, a) Aus B = C folgt nach vorausgehendem B' = C. Da A', B', C, D' 
eigentlich sind, gilt nach [1], (Z5c) (A'C'B')A (C'B'D'), woher sich nach (Tl) 
AB' | C'D' ergibt. Ferner sei B ^ C. Für die gegebenen Punkte können die 
folgenden Möglichkeiten eintreten: 

(1) ~1(ASA')A H(BSB'). Da mindestens zwei von den Punkten A, B, C fern 
zu S sind und (ACB) gilt, erhält man nach [3], Satz 5 ~1(CSC'). Für den Punkt D 
ergibt sich dann 

(i) 1(DSD'), 
(ii) (DSD'). 
(2) (ASA')A (BSB'). Nach [3], Satz 5 ist (CSC) und für den Punkt D ergibt 

sich erneut 
(i) l(DSD'), 

(ii) (DSD'). 
(3) 1(ASA')A (BSB'). Aus l(DSD') folgt nach [3], Satz 5 ~1(BSB'), denn 

gilt l(ASA') und (ABD). Dies ist aber ein Widerspruch und folglich ergibt sich 
(DSD'). Für den Punkt C können zwei Möglichkeiten eintreten: 

(i) 1(CSC), 
(ii) (CSC'). 
(4) (ASA')A l(BSB'). Ähnlich wie unter (3) läßt sich l(DSD') beweisen. 

Außerdem gilt 
(i) 1(CSC), 

(ii) (CSC'). 
Wir untersuchen einzelne Fälle: 
Ad (1). Nach [3], Satz 4 ist ~~1(ASA')A 1(BSB')A (ACB) => (A'C'B'). 

110 



(i) Nach [3], Satz 4 ist ~1(CSC)A H(DSD ' )A (CBD) => (C'B'D') und gemäß 
(Tl) ergibt sich (A 'CB ' )A (C'B 'D ') => A'B' | C D ' . 

(ii) Gilt Ä = C , dann ist (A 'CB ' )A (C'ÄD') und nach (Tl) ergibt sich 
A'B' | CD ' . Ferner sei C = D'. Wegen S$g* gilt SC = SD' und folglich C, De 
e SC. Unserer Voraussetzung nach ist C ^ Sv D 7- 5, es sei z. B. C -/= S. Aus 
C 9= D folgt SC = SC = CD = g und A, B e SC, also A' = B' = C = D', was 
A'B' | C D ' bedeutet. Nun nehmen wir C = D an. Wegen ~1(CSC) gilt nach [1], 
(Z2) (SCC')y (SCC). Ist (SCC), dann nach [1], (Z5b) erhält man (CCS)A 
A (D'SD) => (CCS )A (CSD ) => (CSD). Wegen C = D folgt hieraus C = S, 
denn a ist konvex. Dies ist aber ein Widerspruch. Es sei nun (SCC). Nach [1], 
(Z5) ergibt sich (CCS)A (CSD) => (CSD)v C = S, also wegen St? gilt (CSD), 
was wieder ein Wiederpruch ist. Die Voraussetzung C = D' impliziert also 
C ^ D und folglich A'B' | CD ' . Analog läßt sich im Fall Ä = D' verfahren. 
Ferner nehmen wir an, daß die Punkte A', C , D' voneinander verschieden sind. 
Nach [1] (Z2) gilt (A 'D 'C )v (A 'CD ' ) v (CA 'D ' ) . Gemäß [3], Satz 5 erhält man 
(A 'D 'C)A H(ASA ')A ~}(CSC) => H(DSD '), also ein Widerspruch zu (DSD'). 
Es sei (A 'CD ' ) . Da A', C , D' verschieden sind, ergibt sich nach [3], Satz 4 
(ACD)A (A 'CD ' )A H(ASA ') ^I(DSD'), was wieder ein Widerspruch ist. 
Deswegen gilt (CA 'D ' ) und folglich (A 'CB ' )A (CA 'D7) => A'B' | CD ' . 

Ad (2). Wegen (ASA ') (BSB') und (ACB) ist (A 'CB ' ) . 
(i) Entsprechend zu (1) (ii) läßt sich zeigen, daß (CA'D') und folglich A'B' | C D ' 

gilt-
(ii) Es gilt (CSC)A (DSD')A (CBD) => (C'B 'D ') und (^ 'CB ' )A (CB'Df) => 

=> A'B' | C D ' . 
Ad (3). Nach [1], (Z2) gilt (A 'B 'D ' )v (B 'A 'D ' )v (A 'D 'B '). Fallen einige 

Punkte von A', B', D' zusammen, dann verfahren wir analog zu Ad (1), (ii). Es 
seien also A',B',Df verschieden. Nach [3], Satz 4 wir erhalten dann (ABD)A 
A (A'B'D')A ~~\(ASA') => "l(DSD '), was ein Widerspruch ist. Gilt (B 'A 'D '), dann 
(BSB '), (DSD'), (B'A'D') implizieren (ASA'), also wieder ein Widerspruch. Somit 
ist (A 'D 'B '). Für die Punkte A', C , D' ergibt sich (A 'CD ' ) v (A 'D 'C )v (CA 'D ' ) . 
Wir können erneut voraussetzen, daß A', C , D' ve 'schieden sind. Im umgekehrten 
Fall läßt sich nämlich entsprechend zu Ad (1), (ii) verfahren. Nach [3], Satz 4 
erhält man (ACD)A (A 'CD ' )A "l(ASA ') => ~](DSD'), was ein Widerspruch ist. 
Zugleich ist H(ASA ' ) A H(CSC')A (A 'D 'C) => H(DSD '), was wieder zum Wider
spruch führt. Somit gilt (CA 'D ' ) und (A 'D 'B '), (CA 'D ' ) implizieren A'B' | CD ' . 

(ii) Ähnlich wie unter (i) Väßt sich beweisen, daß (A 'D 'B '), (C'B'D') und folglich 
A'B' | CD' gilt. 

Ad (4). Die Gültigkeit von A'B' | C D ' beweisen wir analog zum Fall (3). 

Ad (1,1, a, ß). I. Wir nehmen an, daß B' uneigentlich und A', C , D' eigentlich 
sind. Da die Geraden b, g' einen uneigentlichen Punkt B' gemeinsam haben und 
b i* g' gilt, ist g' nach [3], (AI) in einer durch b bestimmten Halbebene enthalten. 
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Es sei z. B. g' c H+, also auch A', C, D' G H6
+. (Fig. 1) Gilt A e b, dann wegen 

S, A G a; S, Aeb und S ^ A sind a, b benachbart, woher A' = B' folgt. Dies ist 
aber ein Widerspruch, weil A' eigentlich und B' uneigentlich sind. Mithin gilt 
A £ b und analog zeigt man C, D <fcb. Nach [3], (H4) erhält man A e Hft

+ v A G Hfc~. 

Fig. 1 

Zunächst sei A e H6~. Wegen B ^ C gilt (A#D) und nach [3], (H2) folgt hieraus 
D e i / + , denn D <£ b. Aus (CBD) und C £ b ergibt sich ähnlich C e H6". Die Gültig
keit von A', C', D', D G Hfc

+ und A, CG H6" impliziert dann (ASA'), (CSC') und 
l(DSD '). Ist A' = C' bzw. Ä = D', dann gilt (C'A'D') und nach (T2) ergibt 
sich A'B' | C'D'. Aus C = D' folgt O = SC' = SD' = d und S, C, D G c. Wird 
dabei g = c angenommen, *o i*t B E c, 5 = c und 5 ' = €', was ein Widerspruch 
ist. Wegen g # c und C, D G c; C,Deg ergibt sich € = B. Aus (CBD) folgt 
dann € = B, denn a ist konvex. Dies ist aber wieder ein Widerspruch. Somit 
erhält man C ^ D'. Ferner nehmen wir auch A' ?- C und Ä ^ D' an. 

Für die Punkte A', C', D' ergibt sich (A'C'D')v (A'D'C')v (C'A'D'). Zunächst 
sei (A'C'D'). Wegen B * Cgilt (ACD) und nach [3], Satz 4 ist (ACD) A (A'C'D') A 
A (ASA') => (DSD'), was ein Widerspruch ist. Gilt (A'D'C'), dann nach [3], 
Satz 5 erhält man (ASA')A (CSC')A (A'D'C') => (DSD'), also wieder ein Wider
spruch. Mithin gilt (C'A'D'), woher nach (T2) A'B' \ CD' folgt. 

Nun setzen wir AeH? voraus. Dies impliziert CGH&
+, D e Hd~ und folglich 

H(ASA'), 1(CSC), (DSD'). Die Fälle A' = C, A' = D' und C = D' prüfen 
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wir entsprechend zu vorangehendem nach. Es seien also A', C, D' voneinander 
verschieden. Nach [1], (Z2) ergibt sich (A 'CD ' ) v (A 'D 'C )v (C'A 'D '). Aus 
(ACD)A (A 'CD ' )A H(ASA ') => H(DSD ') und ~1(ASA')A ~1(CSC)A (A 'D 'C) => 
=> H(DSD ') folgt, daß (A 'C'D ') und (A 'D 'C) zum Widerspruch führen. Deswegen 
gilt (C'A 'D ') und folglich A'B' | C D ' . 

2. Sind A', B', D' eigentlich und C uneigentlich, dann läßt sich analog zum 
Fall 1 verfahren. 

3. Es seien A', B', C eigentlich und D' uneigentlich. Die Gerade g' ist in einer 
durch d bestimmten Halbebene enthalten, es sei z. B. gf c Hd

+ und folglich A', B', 
C e Hd

+. Zugleich nehmen wir A e Hd
+ an. Ist B = C, so gilt B' = C und (A 'C B'), 

also A'B | CD'. Es sei also B ^ C. Aus (ABD) und (CBD) folgt dann Be H/ 
und C e H / , woher sich H(ASA '), H(BSB '), ~1(CSC) ergibt. Nach [3], Satz 4 
gilt (ACB)A ~1(ASA ')A l ( B S B ' ) => (A'C'B'), also A'B' | CD ' . 

4. Sind B', C , D' eigentlich und A' uneigentlich, dann verfahren wir entsprechend 
zum Fall 3. 

Ad (1,1, a, y) Für die Punkte A', B', C , D' gibt es folgende Möglichkeiten: 
(1) a) AT, B'egf

a, C, D' e ^(g ' ) , b) A', B' e *(g ' ) ; C , D' G ^ . 
(2) a) A', D'ega; B', C e %(gf), b) Ä, D' G #(g ') ; B', Ceg'a. 
(3) a) A', Cegf

a,B
f,Dfe®(gf),b)Ä,Ce %(gf); Bf, Df e g'a. 

Ad (1) a) Wegen C , D' G <?/(#') ist C = D', woher c = d folgt. Zunächst sei 
g = c. Da unserer Voraussetzung nach Ä # Sv B ^ S gilt, können wir z, B. 
Ä ^ S annehmen. Wegen Ä, S e c ist ä = SÄ = c, woraus sich Ä' = C ergibt. 
Dies aber enthält einen Widerspruch zu Ä e g'a und C G %(gf). Nun sei g ^ c 
vorausgesetzt. Da C,DEC und C,Deg ist, so C ^ D impliziert g = c, also 
einen Widerspruch. Somit muß C = D gelten. Wegen (CBD) ergibt sich dann 
C = B, denn a ist konvex. Hieraus folgt c = SC = SB = b, also Bf = C', was 
wieder einen Widerspruch bedeutet. Der Fall (1), a) kann also nicht eintreten. 

b) Durch einen Zeichenwechsel verfahren wir analog zum Fall a). 
Ad. (2) b) Wegen Af, Df e Qlt(gf) ist Ä' = Df und ä = d. Zunächst sei g = ä. 

D a B ^ S v C ^ S gilt, können wir z. B. B ^ S annehmen. Dann erhält man 
h = SB = ä und Äf = Bf, was ein Widerspruch zu Ä e °ll(g') und B' e ga ist. 
Es sei also g ^ ä. Zunächst nehmen wir B = C und folglich B' = C an. Ist g 
bzw. ^ ' die nach [4], (B1)-(B4) definierte Anordnung von ga bzw. ^l(g'), dann 
gilt B' S C A Af

 = D' bzw. C = B'A D' = A' und nach (T3) ergibt sich hieraus 
B'A' | CD', also A'B' | CD'. Es sei B # C. Wegen g # a ist A[ = D und (ABD) 
impliziert Ä = B, woraus man ä = b und A' = B' erhält. Dies ist aber ein Wider
spruch. 

Es genügt also die Fälle (2) a), (3) a), (3) b) nachzuprüfen. Wir untersuchen 
nur (3) a), übrige Fälle lassen sich ähnlich durchführen. 

Ad (3) a) Es seien Af, C e ga und B', Df e %(gf). Hieraus folgt ä # ß, d; c # 5, ä 
und h = d. Nehmen wir Seg an. Gilt zugleich B = S, so erhalten wir unseren 
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Voraussetzungen nach h 7- g und D # S, woher d = SD = g und B # d folgt. 
Dies ist aber ein Widerspruch und mithin gilt B 7- S. Ähnlich zeigt man D # S. 
Hieraus ergibt sich B = ä = g und folglich g ]| g'. Wegen Ä 7- Sv € ^ S läßt 
sich z. B. A 7-- S annehmen, woraus a = g und a || g' folgt. Der Punkt Ä = a Q g' 
ist also uneigentlich, was ein Widerspruch ist. Unsere Vorausetzung Seg ist 
falsch. Ferner nehmen wir also S$g an. Es sei dabei g || g'. Wegen S£g erhält 
man S # g und folglich 5 Jfg'. Der Punkt B' ist dann eigentlich, was ein Wider
spruch ist. Daraus ergibt sich g jfg'. 

Zunächst sei A = C. Dann ist Z, C ^ S und folglich a = SA = SC = c, also 
A' = C'. Sind g , ^ ' die Anordnungen von g'a und <^(g'), so ist entweder A' g 
= C A B' = D' oder C = A' A D' = B' erfüllt, was nach (T3) A'B' | C'D' 
bedeutet. Ferner sei A 7- C angenommen. Gilt dabei a = c, dann wegen A, CG a 
und A, C G g ist a = g und aus Se a folgt 8e|, also Qin Widerspruch. Mithin ist 
a 7- c. Ganz ähnlich läßt sich zeigen, daß B = D bzw. B ^ D auch A'B' | C'D' 
bzw. b T* d impliziert. Ferner wird angenommen, daß A 7- C, B 7̂  D und folglich 
a ^ c und b 7-= d erfüllt ist. 

Da S$g' und B\\g' gilt, haben b, g' genau einen uneigentlichen Punkt B' 
gemeinsam. Nach [3], (AI) ergibt sich also entweder g' c Hft

+ oder g' c H~. Es 
sei z. B. g' c H+ und folglich A\Ce Hfc

+. 
I. Zunächst sei g' Jf y. Setzen wir p = SV und iV = ^ n ^ dann ist NG Hb

+. 
1. Es sei g ]| >!. Wegen g jfp gibt es einen Punkt M = g P #, wobei M ^ S gilt. 
a) Wir nehmen MG Hfe

+ an. Wegen NG H+ ergibt sich dann l(MSN). 
a) Es sei A e H£ (Fig. 2). Aus C G H&~ folgt (ABC), was wegen C ^ B und 

(ACB) einen Widerspruch bedeutet. Deshalb ist CG H6
+ u b und 5 7̂  c impliziert 

Fig. 2 
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db, also CeH+. Nach A, C, A', C e H5
+ erhält man dann ~1(^SA') und 

~I(CSC'). Durch A, B,C9D führen wir zu y parallele Geraden al9bl9cl9 dx und 
setzen A" = ax p g', C" = cx Hg'. Wegen g )/[y ergibt sich nach [3], Def. 4 
(ACB)A (CBD) => (aic!bi)A (cibidj) in der Zwischenrelation von 17(y). Wir 
wählen eine Anordnung <I von H(j) mit j> <i e und zunächst nehmen wir bx <I ct 

an. Dann gilt bt <I cj <i aA A dx <i bj <I c1. Nach [4], (B1) erhält man also C" g 
<! A" in der Anordnung <I von g'. Betrachten wir die Geraden g9 g'9 den uneigentli
chen Punkt V und den Punkt S, dann sind für die Punkte A9 C, M e g und A", A', 
C',C9Negr die Bedingungen des Satzes 16, [3] erfüllt und wegen ~1(ASA'), 
l(CSC ' ) , H(MSN) gilt C" <: A"=> C <i Ä. Da S£g\ S # M , H/MSN), 
g Jfp und g jf g' ist, erhält man nach [4], (B1), (B3) dx <l bx => D <L B => D' <i B' 
in der Anordnung <i von ^l(g'). C <i A'A D' <I B' impliziert dann nach (T3) 
A'5' | C'D'. Gilt c- <i bi, dann ist at <, cx <, bt A cx <i bx <I dx, woher nach (Bl) 
A" <I C" folgt. Ferner ergibt sich A" <i C" => A' <i C' und bx g dx => B <I D => 
=> B' <, D', also A'B' | C'D'. 

ß) Es sei A e Hft" (Fig. 3). Wegen M e / # ergibt sich (ABM) und aus A ^ B 
folgt 1(MAB). Wählen wir einen Punkt Bx e b mit S ^ 5 t und (BSBJ, dann ist 

Fig. 3 

M ^ Bx. Für die Gerade gx = MBt gilt S^gi und. g' jfflt Zugleich beweisen 
wir, daß auch ä )/{g1 und c )/[g1 ist: Es sei ä\\ g1. Wegen S ^ Bx erhält man 
ä 9= gi und a, g t schneiden sich in einem uneigentlichen Punkt R mit R <£ g. 
Mithin cp(R,b,g) ist eine PZ-Projektion ([3], Def. 8) und dem Satz 6, [3] nach 
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ergibt sich (BSBX) => (BAM), also ein Widerspruch. Entsprechend beweist man 
c Hgt . Wegen ö j f f i , " Iffi läßt sich ^ = a n gi und Cx = c U g t setzen. 
Ferner zeigen wir, daß Ä$gx gilt: Wir nehmen das Gegenteil, also Aegx an. 
Da OL konvex ist, so (ABM) impliziert Ä # M. Wegen A, M e g und Ä,Megt 

ergibt sich £ = AM = gx , woher B = Bx folgt. Dies ist aber ein Widerspruch zu 
(BSBX) und S == Bx. 

Da Ä £ 5, g! und "i(MAB), ~1(B1AB1), (BSBX) gilt, erhält man nach [3], Satz 4 
(MA!B t), also Ax e Hb . Dann A e Hft" und At e Hb implizieren (ASAj). Wegen 
(ASAX), (BSBi), (ACB) ergibt sich nach [3], Sätze 4 und 5 (A^B^ und (CSCX). 
Wir zeigen, daß zugleich ( C ^ D J gilt: Die Voraussetzung (B1C1D1) führt zum 
Widerspruch, weil oc konvex ist. Nehmen wir (C iD iB i ) an, dann gilt (BSBX)A 
A (CSC jA (C iD jB i) => (CDB), was wegen C ^ D ein Widerspruch zu (BCD) 
ist. Nach [1], (Z2) ergibt sich also ( C ^ D i ) . Unter Anwendung von S$gly 

f i Kg', gi tty, MeH + , A.eH^, (AXCXBX) und (CXBXDX) läßt sich mit gx ganz 
analog zu a) A'B' | C'D' beweisen. 

b) Es sei M e Hb . Wählen wir einen Punkt Mxep mit Mx == S und Mx e Hb> 
dann ist (MSMX). Führen wir durch Mx eine zu g parallele Gerade gx, dann gilt 
S$gx, gi Jfg', gi jfy und die Punkte Ax = aV\gi, Bx = bngx, Cx = c n gi, 
Dx = dn gi sind eigentlich. Setzt man h = L(S, g), dann gilt entweder g cz H^ 
oder g <= H~. Es sei g c H+. Wegen (MSM t) ergibt sich Mt e HA~ und g t c H~, 
also A!, B!, Q , Di e H,~, woher (ASAO, (BSBi), (CSCJ , (0SD i ) folgt. Nach [3], 
Satz 4 erhält man (ACB) => (AXCXBX)9 (CBD) => (CXBXDX). Unter Anwendung 
von gx verfahren wir entsprechend zum Fall a). 

2. Es sei g || y. Aus S £ g folgt p == g und die Geraden p, g schneiden sich in 
einem uneigentlichen Punkt, woher sich z. B. g c H+ ergibt. Wir wählen eine 
Gerade gx mit S$gl9gx Jfg, gx jfg', gx Jfa, gx | |c , so daß die Punkte Ax = 
= a n g i , Bi = b n g i , Ci = c n £ i , Di = d n g t in der Halbebene H~ ent
halten sind. Dann gilt (ASAX), (BSBi), (CSCO, (DSDX) und deswegen (ACB) ^ 
=> (A iC iB^^BCD ) => (BXCXDX). Nach dem Fall 1 bekommen wir dann A'B' | C D ' . 

IL Wir nehmen g' || y an. Wir untersuchen den Fall g Jf je. Setzen wir q = SU, 
dann ist g |f q und g, q schneiden sich in einem Punkt M. Wir setzen M, Ae Hb 

voraus. Die anderen Fälle prüfen wir ähnlich wie unter I nach. Wegen A e Hb , 
(ACB) ist C e H+ und nach A, C, A', C e H+ erhält man ~1(ASA') und ~1(CSC). 
Durch A, B, C, D führen wir zu x parallele Geraden a,, bx ,cx,dx und setzen wir 
A" = at n g ' , C" = Oi n .g ' (Fig. 4). Wegen g \x ergibt sich nach [3], Def. 4 
(ACB)A (CBD) => (öficibjA (Oibidi) in der Zwischenrelation von H(x). Wir 
wählen eine Anordnung rg von n(x) mit x :g e' und nehmen z. B. bt g cx an. 
Dann gilt bx ^ ct <> axA dx <, bx <, cx. Nach [4], (B2) erhält man also C" g A" 
in der Anordnung ^ von g'. Wegen H(ASA '), ~1(CSC) und ~1(MSN) gilt nach [3], 
Satz 16 C = A" => C g A'. Nach [4], (B2), (B4) ergibt sich zugleich dt g bt => 
=> D g B => D' g B' in der Anordnung ^ von ^/(g'). C ^ Ä A D' g B' impli
ziert dann A'B' I C D ' . 
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Fig. 4 

Fig. 5 
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Ad (I, 1, a, ö) Es seien Ä, B', C uneigentlich und D' eigentlich. Dann ist ä =- 5 = 
= c und ä j= ä. Wir wählen eine Gerade m mit S^m, mj fa , mjfd und setzen 
A! = a n m, Bt = b VI m, Ci = c VI m, Di = d VI w (Fig. 5). Wegen ä = b = c, 
ä ^ d gilt Zi = B! = Cx und Zx # Di- Gemäß (I, 1, a, a) erhält man zugleich 
AB | CD => AiBi | CiDi. Wird (A iD iB i ) angenommen, dann aus Äi = Bt folgt 
A[t = Dl5 denn a ist konvex. Dies ist ein Widerspruch und mithin erhält man 
H ^ D ^ ) . Aus AiBl | C!Dt folgt nach (Tl) (A.C.B^. Nach [3], Def. 10 gilt 
dann (acb) in N(S, a) und gemäß [4], (U{) ergibt sieh (A 'C 'B ') in <%(£)> was nach 
(T2) A'B' | C'D' bedeutet. Analog lassen sich übrige Fälle untersuchen. 

Ad (1,1, a, E) Die Punkte A', B', C', D' sind uneigentlich und a, b, c, d liegen 
in N(S,a). (ACB)A (CBD) impliziert (acb)A (ebd) in der Zwischenrelation von 
N(S,a) und nach [4], (Ul) bedeutet dies (A 'C 'B7)A (C 'B 'D ') in der Zwischen
relation von <%(&). Nach (Tl) erhält man hieraus A'B' | C'D'. 

Ad (1,1, b, a—£) Wir nehmen z .B. A, B, C e g« und De^(g) an. Wegen 
AB | CD gilt nach (T2) (ACB). Zunächst sei g = d. Dann ist Seg und g = SD. 
Gilt dabei v? = S, so A, S liegen auf den Geraden g, a und wegen A ^ S sind g, a 
benachbart, was g = ä bedeutet. Dies ist aber ein Widerspruch zur Voraussetzung 
g ^ ä der Definition 2, [4]. Somit erhält man Ä ^ S und entsprechend auch B, 
C ?- S. Hieraus folgt dann g = SA = SB = SC = a = b = c und A' = B' = 
= C' = D', woher sich A'B' | C'D' ergibt. Ferner setzen wir g ^ d voraus. Da g, d 
den uneigentlichen Punkt D gemeinsam haben, gilt nach (AI) entweder g c Hd

+ 

oder g c Hd~. Es sei z.B.gc Hd
+. Wählen wir eine Gerade gt mit S £ £ x , g{ jf a, 

Fig. 6 
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gi Jf b, gx jf c, g t |f d, so daß die Punkte At ~ gxH a, Bx = gx Vl b in der Halb-
ebene H/ liegen, dann wegen A, B e H&

+ erhalten wir 1(ASAX)A ~1(BSBX) (Fig. 6). 
Setzen wir noch Cx = gxn c, Dx = gx n d, so nach 5 £ gx ist 5 ?- Ax, Bt, Ct, Dx. 
Aus Ax G d folgt Ax = D! und a = SAX = SDX = d, also A, D ed. Wegen A e g a , 
D e ^(g) ist A =£ D und folglich d = AD = g, w a s ein Widerspruch ist. Somit 
ist Ax $ dund entsprechend BX,CX£ d. Ferner wollen wir zeigen, daß AXBX | CiDt 

gilt: Nach [3], Sätze 4, 5 ergibt sich (ACB).A 1(ASAX)A ~1(BSBX) => (AXCXBX)A 
A ~1(CSCX), also Cx e Hd

+. Dann Bx,Cxe H+ impliziert ~1(BXDXCX) und folglich 
(CxBxDx)y (BXCXDX). Gilt (CXBXDX), dann aus (AXCXBX)A (CXBXDX) ergibt sich 
nach (Tl) AXBX\CXDX. Nun sei (BXCXDX). Aus B} = Cx folgt ( A ^ B ^ A 
A (CiBiDj), was erneut AXBX \ CXDX bedeutet. Mithin können wir Bx == Cx 

annehmen. Gilt (AXBXDX), dann ergibt sich nach [1], (Z5) (AXCXBX)A (AXBXDX) => 
=> (CjBiDO, woher nach [1], (Z3) (B-C-D^A (CXBXDX) => Bx = Ct folgt, was 
aber ein Widerspruch ist. Deshalb ist 1(A.1.S1D1). Da wegen AX,BX e Hd

+ man 
" I f A ^ i B j ) erhält, gilt nach [1], (Z2) C-^AxDj), gemäß [1], (Z5 b)) ergibt sich 
( B ^ i A O A (BXAXDX) => (CiAiDx) und folglich ( ^ Q B ^ A ( C ^ i D i ) => 
=> AXBX | Q D ^ Aus AXBX | Q D ! folgt nach (I, 1, a, a - e ) A'B' | C D ' und 
damit ergibt sich AB | CD => A!Bt | CXDX => A'B' | CD ' . 

Ad (1,1, c, a —8) Zwei Punkte von A, B, C, D sind eigentlich und zwei uneigent
lich. Wegen AB | CD nehmen wir nach (T3) A,Ce °U(g) und B, D e ga an. Dann 
gilt (B ^ DA A =' C)v (D = BA C ^ ' A) in den nach [4] definierten Anord
nungen g , !g' von ga und tfl(g). Unserer Voraussetzung nach ist entweder B + S 
oder D # S. Der Bestimmtheit wegen sei B ^ D, A fg' C und B == S. Außerdem 
wird g jf y angenommen; im Fall g || y, also g Jf x läßt sich analog mit Vertauschung 
von U statt V verfahren. Gilt Seg, dann ist S, A, C G g und g = SA = a = SC — 
= c, woraus A' = C folgt. Nach [2], Satz 5 ergibt sich dann A'B' | CD ' . Es sei 
D e b, also B,D,Se b. Aus D = S folgt B == D und g = BD = b = d, was ein 
Widerspruch zu d == g ist. Gilt D # S, dann wegen b = BS = DS = d erhält 
man B' = D', also A'B' | CD ' . Ferner sei S<£g und D <£ b angenommen. 

Wir setzen p = SV, N = p n g, b' = BV und d' = DV (Fig. 7). Wegen B = D 
gilt nach [4], (Bl) b' = d' in der Anordnung = von TI(y). Aus B 7- D, £ tfy 
folgt b' 7- d' und mithin läßt sich d' c H&t voraussetzen. Durch B führen wir 
eine Gerade gx mit S#gls g! jfg, g- jfd, so daß ~1(MSN) und Dx e H5

+ für 
Af = gj P . p u n d D ! = gx VI derfülltist. Wir wollen A^ | CXD! für At = gX n 0» 
Bt = B und C! = g< n c beweisen: Gilt a = c, dann wegen gX Jfg, ä\\ g ist 
AX = C l 9 also AiBj | CXDX. Ferner sei a == c. Dabei wird dt = DXV gesetzt. 

1. Wegen g ty, S $ g, a 7- c, S 7- M, ~1(MSN) und gx Jfg ergibt sich nach [4], 
(B3) A =

f C => Ax ^ Ct in der Anordnung = von gX. Wegen b' = d', d' c Hfct 
und Dj G Höt ist dX c H+ und folglich V = dx. Dies nach (Bl) bedeutet Bx = Dx 

in der Anordnung <[ von gx. 
2. Es sei (DSDi). 
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a) Es sei ä = p, also D, Di ep. Wegen g jfp und £j_ Jfp ist dann N = D und 
M = Dx. Zunächst nehmen wir Bep an. Dies impliziert E = D und folglich 
D ^ S. Da aus D = Dt und (DSDJ man D = S erhält, gilt D = S und B ^ Dx. 
Mithin ergibt sich g t = BDX; B, Dep und ^ = p, was ein Widerspruch ist. 
Es sei also B$p. Dann gilt B$d,p und aus D = N, M = Dx folgt ~1(DBN), 
HCDjBM). Nach [3], Satz 4 erhält man (DSDJ => (NSM), also ein Widerspruch 
zu H(NSM). 

d. 
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b) Es sei d ^ p. Wegen D £ b ist D e Hfe
+ v D e Hft~. Sei LB. DG H6

+ voraus
gesetzt. Aus gt |fß folgt auch Dx£b und daher (DSDX) impliziert DxeH~ 
(Fig. 8). Wegen d Jfp erhält man nach [3], Def. 4 (DSDO => (d'Pdi). Aus Bep 
folgt p = b' und (d'b'dt)9 V ^ d', b' ^ dx impliziert b' = d'v b' — dt9 was ein 
Widerspruch ist. Ferner sei B$p. Wird dabei (NBD) angenommen, dann wegen 
B :g D ist N <; B :g D, also d' ^ p < b', was wieder ein Widerspruch ist. Somit 
gilt H(NBD) und N£b, D e H+ impliziert NGHft

+. Entsprechend läßt sich 
"llMBDj) beweisen und aus Dx e Hfc~ folgt dann Meli'. Nach [3], (H3) ergibt 
sich Me H&~ A NG Hb

+ => (MSN), was ein Widerspruch ist. Nach a), b) führt die 
Voraussetzung (DSDX) stets zum Widerspruch und mithin gilt " ^ D S D ^ . 

3. Mittels der PZ-Projektion cp(A,d,gx) ergibt sich ~1(DSD1) => 1(BtAtDt) 
(Fig. 7). Wegen Ät - Ct und Ät * Bt, Ät * Dx ist ~l(AtBtCt), ~1(A1D1C1), 
denn a ist konvex. Da nach At S Ci und Bt ^ Dt gilt, gibt es nur zwei Möglich
keiten Bx ^ Dj g At S CiV A! ^ Ct g Bx ^ Dx. Deswegen ist ( A ^ B ^ A 
A (CjAiDi) oder ( A i Q B ^ A (QB jD j ) erfüllt, was nach (T3) AtBt | C - A be
deutet. Danach (I, V a, a - e ) sich AXBX | CtDt => A'B' | C'D' ergibt, gilt AB | CD=> 
=> A1Bi | CiD! => A'B' | C'D'. 

Ad (1,1, d, a - £ ) Es sei A,B,CeW(g) und DGga. Dann ist Ä = B = C, 
ä = B = c und nach (T2) gilt (ACB). Aus S e g ergibt sich a = SA = SB = b = 
= SC = c und folglich A' = B' = C'. Nach [2], Satz 3 gilt also A'B' | C'D'. 
Ferner sei S $ g, also d ^ g. Dann läßt sich S G H+ annehmen. Auf der Geraden d 
wählen wir einen Punkt Dx mit Dt e H~', durch Dx führen wir eine Gerade gx 

mit 5<£g, gj J{a, g! jf d und setzen At = gx n 0, # i = gi n b, Ci - gi n c, 
Dx = gxnd (Fig. 9). Wir wollen AXBX \ CXDX beweisen: Gilt At = Ct bzw. 

Fig. 9 
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Bx = cx, dann ist nach [2], Satz 3 AtBi I C1D1 erfüllt. Ferner sei also At ^ Cx 

und Bx # Cx. Nach [4], (Ul) und [3], Def. 10 erhält man (ACB) => (acb) => 
=-> (A iC iB i ) . Wegen S<£g ist a,b,c =£ g und Se # + impliziert nach [3], (AI) 
a,b,ccz H^, also AX,CX, Bxe H*. Setzen wir M = gx Vi g, dann ist H ^ M d ) 
und nach [1], (Z2) erhalten wir (C1A1M) v (A^C, M). Wegen Cx e # + und Dt e H~ 
gilt zugleich (CXMDX). Aus ( C ^ M ) folgt nach [1], (Z6) (CXAXM)A (CXMDX) ^ 
=> ( C i A i D J und nach (Tl) ergibt sich ( A ^ B ^ A ( C ^ D i ) => AxBi | d D i . Es 
sei (A jCiM) . Wegen Bx,Cxe H+ und Dx e H~ ist " . ( B ^ d ) und deshalb gilt 
( B i d D O v (CXBXDX). Ist ( B i Q D i ) erfüllt, dann erhält man nach [1], (Z5b) 
(D iMC^A (D iCiB j) => ( M d B O . Da AX,BX 7- Cx ist, gilt A^B^c und es 
läßt sich z. B. Ai e # c

+ annehmen. Aus 04 i d M) folgt dann M G H~ und ( A i d B i ) 
impliziert Bx e # ~ , was ~l(MClBi) bedeutet. Wegen Bx ^ Cx enthält dies einen 
Widerspruch zu ( M C ^ ) . Somit gilt (CXBXDX) und ( A ^ B ^ A (CXBXDX) => 
=> AiBj | CiD ! . Nach (V V a, a - e ) erhält man schließlich AlBl | C1D1 => 
=> A'B' | C D ' . 

Ad (1,1, e, a - £ ) Es seien A, B, C, D e ^ (g ) . Wegen AB | CD nehmen wir z. B» 
(ACB)A (CBD) an. Wir wählen eine Gerade gx mit S e g, gi Ha und setzen Ax = 
= g t p a, Bx = g t p b, C! = ^i n c, Dx = gxH d. Nach [4], (Ul) gilt dann 
(ACB)A (CBD) => (acb)A (cbd) und nach [3], Def. 10 ist ( A j d B ^ A ( d B i D i ) , 
also AlB1\CxDl. Analog zu vorigen Fällen ergibt sich also AB | CD => 

=-> AiB! | d D j => A'B'| C D ' . 

Ad (F, 2, a—e, a - £ ) Da g' uneigentlich ist, sind alle Punkte A', B', C , D' un
eigentlich. Für A',B', C, D' können dann folgende Möglichkeiten eintreten: 

(i) Alle vier Punkte sind in i^(g') enthalten. 
(ii) Drei Punkte liegen in i^(g') und ein in i^(gf)-

(in) Zwei Punkte liegen in i^(g') und zwei in i^(g'). 
(iv) Ein Punkt liegt in iT(g') und drei in ^(g). 
(v) Alle Punkte liegen in ir(g'). 

Wir untersuchen alle angeführte Möglichkeiten. 
(i) Wir wählen eine (eigentliche) Gerade g{ mit gx || y und S <£ gx. Dann gibt es 

eigentliche Punkte Ax = gx P a, Bx = g t P b, Ci = gi P c, i)i = gi fl rf und 
nach(I, l , a - e , a ) gilt AB | CD => AlBl | Q D ^ E s s e i z . B.(i41C1.B1)A (CXBXDX). 
Nach [3], Def. 11 ergibt sich ( A i d B j A ( C ^ D O => (acb)A (cbd), woher dann 
nach [4], (U3) (A'C'B')A (C'B 'D ') folgt. Dies aber bedeutet A'B' | CD ' . 

(ii) Es seien A', B', C eif(g), D' eir(g'). Wir wählen eine Gerade gx mit gx \\ y 
und S£gx. Dann gilt gx \ä,gx Jftb, gx I R g t || d, gx ¥> d, die Punkte Ax = 
= gj P a, Bi = gi P b, Ci = gi P c sind eigentlich und Dx ~= glD d ist un
eigentlich. Nach (I, 1, a - e , ß) ergibt sich AB | CD => AXBX \ CXDX, woraus nach 
(T2) (A iCiB i ) folgt. Wegen [3], Def. 11 ist (AXCXBX) => (acb) und nach [4], (U3) 
gilt (A 'C'B '), was A'B' | C D ' bedeutet. 
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(iii) Es seien A', Ceif(g') und B', D' eir(g'). Wir setzen s = SV und führen 
eine Gerade gx mit gx || y,gi & e, S$gx, so daß s < gl und e < gx in der Anord
nung g von I7(J0 mit j ; < e gilt. Wegen ;y < e < gt ist (yegx) und j # c impliziert 
~l(ey£i) (Fig. 10). Aus y ^ s folgt j <; s < gi und (ysgt). Gilt s = >>, dann ist 
s ;= y < e < gi und (sygi). Wegen y ^ gi u n ( i gi # s ergibt sich also ~~(ygis). 

1 l\ e s d, 
D* в/°1 ß ' m 
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/U /в, 
'd / 
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e1 

P ì £ ̂  Ѕ' 

0 

Ѕ 

P' 

N 

9< U 

Q' 
\ n ' 

X 

Fig. 10 

Setzen wir At - a n gi, Bi = b VI gi, Ci = c VI gi und Dx - d VI g x, dann 
sind Ai,Ci eigentlich und Bi,Di uneigentlich, wobei B1? D1eir(g1). Nach 
(I, 1, a - e , y) ergibt sich AB | CD => AxBi | CiDt und nach (T3) läßt sich also z. B. 
Ax S Ci in der Anordnung von ( g ^ und Bx = Dx in der Anordnung von ^(gi) 
annehmen. Wir wollen beweisen, daß auch A' = C in der Anordnung vonif(g') 
und B' g D' in der Anordnung von ^(g'), also A'B' | C'D' gilt. Da ~~(eygt) und 
" I ^ j s ) erfüllt ist, erhält man gemäß [4], (B5), (S2) At ^ Cx => A' = C'. Es 
genügt also Bx ^ Dt => B' = D' zu zeigen. Wir setzen s' = SU, P = s' Ü e, 
N = s' VI gi und durch N führen wir eine Gerade n mit n Jf x, n jf y, so daß P S Q 
in der nach [4], (B2) definierten Anordnung von e für Q = n VI e ist. Setzen wir 
weiter B2 = n U b, D2 = n P d, dann nach [4], (B4) gilt Bi = Dx => B2 ^ D2 

in der Anordnung von rc, die durch die Anordnung von 17(x) mit x < e' erklärt 
ist. Durch O führen wir eine zu n parallele Gerade n' und setzen P' = x fl £> 
ß ' = ri n e. Wegen e ^ y, gi und (y^gO ergibt sich nach [3], Satz 11 P = Q => 
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=> Q' g P' in der Anordnung von e. Hieraus folgt (EP'Q') und nach [4], (S4) 
induzieren ü(x), II(y) zwei inverse Anordnungen von n. Gilt also B2 § D2 

in der von TI(x) induzierten Anordnung, dann ist D2 ^ B2 in der Anordnung, 
die von J?(y) induziert ist. Wählen wir eine Gerade m mit m || x, S £ in und mit 
s' < m, e' < m in der Anordnung von TI(x), dann gilt ~~\(e'xm) und ~^(xms'). 
Wegen s < gx ist Se #~ und nach [3], (AI) ergibt sich hieraus b, de # ~ , also B2, 
D2 e # * . Aus e < gt folgt auch e e #~ und Q e H~, woher man H(B2NQ) und 
H(D2NQ) erhält. Wegen s' < rn in #(x) ist me Hs

+ und B3, D3, M e Hs
+, wo 

B3 = m n b, D3 =-= ^ (~l d und M = m p s gesetzt ist. Aus P < Q folgt Q e # s t . 
H(B2NQ), H(D2NQ) implizieren dann B2,D2eH+ und folglich H(B2SB3), 
H(D2SD3). Setzen wir P = n p s, dann wegen H(egj,s) gilt H(QNB), woher 
K e Hs

+ und H(MSK) folgt. Führen wir durch B2, D2 zu y parallele Geraden bx, 
dx und setzen wir B4 = bx p m, D4 = dx p m, dann wegen D2 g B2 erhalten 
wir dx g b! und D4 g B4. Da S£ n, H(B2SB3), H(D2SD3) und H(MSK) ist, gilt 
nach [3], Satz 16 D4 g B4 => D3 <; B3 in der Anordnung von m. Wegen HfVxm) 
und ~l(xms') ergibt sich nach [4], (B6), (S3) D3 g B3 => B' g D' in der Anord
nung von ^(g')-

Die übrigen Fälle (iv), (v) führen wir entsprechend zu (ii), (i) an. 

Ad (I, 3, a—e, a - £ ) Da g uneigentlich ist, sind auch A, B, C, D uneigentlich. 
Außerdem gilt S$g und unserer Voraussetzung nach ist zugleich S$g'. Aus 
A = C bzw. B = C bzw. A - B bzw. A = D folgt A' = C' bzw. B' = C bzw. 
A' = B' bzw. A' = D' und nach [2], Satz 3 erhält man A'B' | C'D'. Ferner 
seien die Punkte A, B, C, D voneinander verschieden. Nach [2], (C2) ist 
A'C' | B'D' v A'D' | B'C' v A'B' | C'D'. Gilt A'C' | B'D', dann mittels der 
Z-Projektion cp(S, g', g) ergibt sich nach (I, 2, a - e , a - e ) AC | BD, aus AB | CD 
und AC | BD folgt dann nach [2], (C3) entweder B = C oder A = D, was ein 
Widerspruch ist. Analog führt auch A'D' | B'D' zum Widerspruch und mithin gilt 
A'B' | C'D'. 

Ad (I, 4, a—e, a - e ) Alle Punkte A, B, C, D und A', B', C, D' sind uneigentlich. 
Wählen wir eine (eigentliche) Gerade gx, mit S $ gx, dann ist ä, b,c,ä =£ gx und 
es gibt die Schnittpunkte Ax = Ö P gx, Bx = b p gx, Cx == c P gi9 Dx = dp gx. 
Wegen S $ g, g' sind cp(S, g, gx) und ^(S, gx, g') Z-Projektionen. Unter Anwendung 
von q> ergibt sich nach (I, 3) AB | CD => AXBX \ CXDX und mit \[/ erhält man dann 
nach (I, 2) AXBX \ CXDX => A'B' | C'D'. 

Ferner setzen wir voraus, daß S ein uneigentlicher Punkt ist. Wegen S $g' muß 
die Gerade g' eigentlich sein und deshalb können nur die Fälle 1 und 3 eintreten. 

Ad (II, 1, a) Es gilt A, B,C,De £a und nach (Tl) läßt sich z. B. (ACB) A (CBD) 
annehmen. Wegen S^g' ist g' jftä, g' ]/[B9 f' l/[ c9 g' |f ä und die Punkte A',B\ 
C, D' sind eigentlich. Nach [3], Satz 6 ergibt sich dann (ACB) => (A'C'B'), 
(CBD) => (C'B'D'), was nach (Tl) A'B' | C'D' bedeutet. 
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Ad (II, 1, b) Es sei z. B. A, B, C e ga und D e %(g). Nach (T2) ist dann (ACB). 
Wegen S<£f' sind auch A',B', C eigentlich und nach [3], Satz 6 gilt (A'C'B'). 

a) Aus S<£f folgt S ?- D, die Gerade d = SD ist uneigentlich, der Punkt D' 
ist uneigentlich und wegen (A'C'B') ergibt sich nach (T2) A'B' | C'D'. 

b) Gilt S e g, dann ist ä = b = c = g und Ä' = B' = C". Da D, S uneigentlich 
sind, so erhält man D = S und folglich d T~- g. Ist d uneigentlich, dann verfahren 
wir analog zu a). Es sei also d eigentlich. Dann ist D' eigentlich und wegen d ^ g 
gilt ä,b,c # ä und folglich Ä', Bf, C ^ Df. Aus Ä = C bzw. B' = C folgt 
nach [2], Satz 3 A'B' | C'D'. Ferner sei also A' # C und B' ^ C'. Da a konvex 
ist, muß ~1(A'D'C') gelten, woher sich (C'A'D')v (A'C'D') ergibt. Wird (C'A'D') 
angenommen, dann (A'C'B') A (C'A'D') impliziert nach (Tl) A'B' | C'D'. Es sei 
also (A'C'D'). Aus der Konvexität von a folgt weiter "l(B'D'C'), also (C'B'D')v 
v (B'C'D'). Gilt (C'B'D'), dann wegen (A'C'B') erhält man A'B' | C'D'. Wir 
beweisen noch, daß der übrige Fall (B'C'D') nicht eintreten kann. Wegen Ä' = E' 
und D' # Ä' ist ~1(A'D'B') und folglich (D'A'B')v (D'B'Ä). Aus (D'A'B') folgt 
nach [1], (Z5b) (D'C'A')A (D'A'B') => (C'A'B') und wegen (A'C'B7) ergibt sich 
hieraus A' = C', was ein Widerspruch ist. Gilt (D'B'A'), dann erhält man analog 
(D'CB')A (D'BfAf) => (C'B'A'), also B' = C', was wieder ein Widerspruch ist. 

Ad (II, 1, c) Wir nehmen an, daß A, C eigentlich und B, D uneigentlich sind. 
Da B, D uneigentliche Punkte von g sind, gilt B = D. Aus B = S folgt dann 
D = S, was ein Widerspruch zu unserer Voraussetzung ist. Daher ergibt sich 
S ?- B, D und S $ g. Die Geraden b, d sind dann uneigentlich und A', C eigentlich. 
Wegen AB | CD gilt nach (T3) (A ^ CA B ^ D)v (C g AA D g B) in den 
Anordnungen von ga und ^(g). Ferner nehmen w;r an, daß A ^ C in der nach (Bl) 
bzw. (B2) definierten Anordnung von ga und B ^ D in der nach (B3) bzw. (B4) 
definierten Anordnung von °H(g) sind. Für die Punkte D, D' unterscheiden wir 
die folgenden Fälle: 

1. D, D' #y~M), 
2. De-T(d), 
a) D' ?- J7, 
a) D' £ ^(d) , 
ß) Df eir(d), 
b) D' = U', 
3. Df eir(d), 
a) D ^ U, D ^ y/~(d), 
b) D = U. 

Wir prüfen alle angeführten Möglichkeiten an. 
1. Es seien D, D' £ f (d). Wegen D e g und D' e g' ist g ]/(y und f' |f-p. Führen 

wir eine Gerade p durch V, dann gilt p Jf f, f' und es gibt Punkte N = p n g, 
N' = p ("1 g' (Fig. 11). Auf p wählen wir einen zu N und N' fernen Punkt Z mit 
~1(NZN') und auf d wählen wir einen zu S, D, D', Vfernen Punkt B mit V'R \ DD', 
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wo V = p P d gesetzt ist. Dann gilt r Hg, g' für r = KZ und es gibt Punkte 
X = g p r, X' = g' p V, N! = ND' P r. Nehmen wir ZR \ XN1 an, dann unter 
Anwendung von <p(N, r, d) ergibt sich nach (I, 2) V'K | DD', also ein Widerspruch. 
Somit ist ZR \ XNt. Aus H(NZN') folgt nach (T2) NN' \ ZV, woher sich mittels 
iKD',P> r) nach (I, 1, b) NN' \ ZV => NxX' j ZK => ~\{X'ZNX) ergibt. Gemäß [2], 
Satz 6 gilt dann ZK { XNX A ZK { NxX' => ZK | XX' => H(XZX'). 

Auf p wählen wir einen Punkt M mit M ?= Z, ~1(MZN), "l(MZN'), was wegen 
H(NZN') stets möglich ist. Setzen wir z = MP, dann ist Z<£z und wegen R ?= 
7= S, D, D' gibt es Punkte P = ZS p z, ^ - ^ Z ^ P - - , Di = ZD P Z, Bi = 
= ZB' P z, Di = ZD' P z. 

(i) Es sei SV' \ DD'. Unter Anwendung von <p{Z, d, z) ergibt sich nach (I, 3) 
V'R {DD' => MK| DjD;, SV' |DD ' => PM tDiDi und aus [2], Satz 6 folgt 
dannDtDi jMKADiDi |MP=>D!Di \PR => n(DxPD;). Es giltZeg, g jfjs 
H(MZN) und wegen P 7- V, D ist zugleich z 7= p, z tfg. Nach [4], (B3) ergibt 
sich also B ^ D => Bx ^ Dt in der Anordnung von z. Ferner gilt 5<£g, g \ z; 
Z £ z,g-,g' und wegen R ?- A D ' i s t z jf g,z | |g'. Da zugleich ^XZX '^HfDiPDi) 
erfüllt ist, ergibt sich nach [4], (A3) Bx <; Dt => B[ g Di in der Anordnung von z. 
Wegen g' jf y und H(MZN') folgt hieraus nach [4], (B3) B' S D'. 
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Wir setzen at = AV, a[ = A'V, cx = CV, c[ = C'Vund ri = AD'. Ist S # V, 
dann g, a, n' e F(A, ax) ([3], Bern. 3) und aus SV \ DD'; S, D, D' e # V ) ; V'er(d) 
folgt nach (T2) H(DSD '), was gemäß [4], (U3) l(gan') impliziert. Nach (Bl) 
gilt zugleich A g C => at g ct in der Anordnung von 17(y) und wegen S ^ D, D', 
P; V*- D,D', Hfcan') ergibt sich gemäß [3], Satz 18 ax ^ ct => ai ^ c[, was 
A' ^ C bedeutet. Somit ist A' ^ C'A B' ^ D' und folglich A'B' | C'D'. Ist 
S = V, dann ergibt sich ä = ä, = 5/ und c = c, = c/. Betrachten wir die 
PZ-Projektionen q>i(S,g,g'), (p2(V~g',g) und setzen wir A" = (p2(p1(A), C = 
= <Pi<Pi(C), dann wegen V = S erhalten wir nach [5], Satz 6 A ^ C => A" ^ C", 
woraus nach (Bl) ar ^ c; und A' ^ C' folgt. Mithin ergibt sieh erneut A'B' | C'D'. 

(ii) Es sei SV' | DD'. Aus S = Ffolgt nach [4], (S6) entweder D = Foder D' = 
= V, also ein Widerspruch. Deswegen ist S ^ V. Unter Anwendung von (p(Z, d, z) 
erhält man V'B \ DD' => MR \ DXD[ und SV' | DD' => PM | DXD[. Wegen 5 *-
# D, D' ist P 7- Di, DZ und nach [2], Satz 5 ergibt sich dann DxDi | PMA 

A DiDi \ RM => DjD; | PK, also (DPDi). Laut [4], (B2) gilt B ^ D => ^ i ^ Di, 
wegen (DPDi) erhält man nach [4], (A3) Bx g Dx => Di ^ B[ und nach [4], 
(B3) ist Di g Bi => D' ^ B'. Da S, D, D' e Y^(d) und V e ^(d) gilt, ergibt sich 
nach (T2) SV' | DD' => (DSD') in der Zwischenrelation von#"(d) und gemäß [4], 
(U3) folgt hieraus (gan'). Nach [4], (Bl) ist A ^ C=> ax ^ cx und nach [3], 
Satz 18 gilt ax ^ cx => c[ g a[, also C' ^ A'. Gemäß (T3) erhält man dann 
C ^ A' A D' S B' => A'B'\ CD'. 

2. Es sei D e Y(d), also £ || y. 
a) Es sei D' ^ Ü, also £ ' jf x. Wir führen eine (eigentliche) Gerade p durch U 

und setzen U' = dnp. Wegen D = V, D' ^ U ist p |ff, p Jfg' und existieren 
Punkte N = p n g, N' = p n gf. Auf p wählen wir einen Punkt Z mit Z # N, N, 
l(NZN') und auf d wählen wir einen zu S, D, D', U' fernen Punkt R, so daß 
U'K j D D ' und U'D \RD' im Fall D ^ D' gilt (Fig. 12). Setzt man r = RZ, 
dann wegen R j= D, D' gibt es Punkte X = g n r, X' = g' n r und Nx = ND' n r. 
Wird JVet angenommen, dann wegen R =£ D erhält man X = N und p = r, also 
K = U', was ein Widerspruch ist. Deswegen gilt N^r und (p(N,d,r) ist eine 
Z-Projektion. Nach (I, 3) ergibt sich dann U'R \ DD' => ZK | XNt, also ^(XZNj). 
Wegen D' ^ Ü', R ist i//(D', p, r) eine PZ-Projektion und unter Anwendung von ij/ 
erhält man nach (II, 1, b) l(NZN') =-> NN' | ZK => NiX' | ZK => HfNjZX '). Da 
0' ?- R ist, gilt X$p und folglich Xe H+ v XeH~. Ist Xe H+, dann aus N! £p , 
1(XZNX) folgt NiGH+. Daher X'£p und 1(NXZX') implizieren X'eH+, 
woraus sich H(XZX') ergibt. Auf p wählen wir einen zu Z fernen Punkt M mit 
1/MZN) und setzen wir z = MB, Bx = ZB n -?, Bi = ZB' i~! z, D[ = ZD n Z, 
D, = ZD ' n z, Y = SZn z. Wegen R ^ Ü' ist dann Z $ z. 

a) Es sei D' £ ^ ( d ) . Setzen wir p' = ZV, dann gibt es Punkte N[ = p' VI g' 
und M' = Z n p'. Da D ^ D' ist, gilt U'D j BD' und mit der Z-Projektion 
(p{Z, d, z) erhält man nach (I, 3) MDX \ RD[. Da U', D, R, D' voneinander fern 
sind, sind auch M, DX,R, D[ fern. Wegen D = V, p' = ZV, z jf y ist JET' = Dt 
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und nach (S7) ergibt sich MDt \ RD{ => MM' \ RD[, also ~~\(MD[M'). Setzen 
wir q = ZD', so ist M<£q und wir können Met f + voraussetzen. Aus Df ~± V 
folgt M' # q und n(MDiM') impliziert M' e tf+. Wegen ~~\{MZN) ist dann Ne tf+ 

und folglich H(NZN') => N' e tf+ Da f || q, g' ^ g und N' G tf+ ist, ergibt sich 

в;. 

U' 

V d -u 

Fig. 12 

nach [3], (AI) g' <= H* und N^H*. Aus M' e H* und N[ e H* folgt dann 
~l(M'ZAr

1'). 
(i) Es sei SU' \ DD'. Betrachten wir eine Z-Projektion cp(Z, d, z), dann ergibt 

sich nach (1, 3) U'R \DD' => MR \DlD'l, SU' \DD' => PM \DlD[ und nach 
[2], Satz 6 D.Di i MRA DjDi l i t / Y ^ D ^ } YR => H(DXYDJ). Setzen wir 
bi « ßx U, d! = Di U, dann wegen £ || 7, Z <£ g, M # Z und ~1(MZAt) gilt nach [4], 
(B4) B <; D -» b% S di in der Anordnung von D(x) mit x g <?'. Diese Anordnung 
induziert eine Anordnung von z, in der Rx g D t gilt. Ferner setzen wir at = UA, 
ct = UC, a[ = UA', ci = UC' und A" = a. n #', C" = ct n f'.Nach [4], (B2) 
gilt dann A g C => ÖI g ct => A" g c" in der Anordnung von g. Wir zeigen, 
daß A' g C in der von D(x) induzierten Anordnung von g' ist: Gilt S =£ ü, 
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dann ist S, D,Df * Ü und a, g, AD' e F(A, at). Aus SU' \ DD' folgt 1(gaAD') 
in der nach [3], Def. 11 erklärten Zwischenrelation von F(A,a1). Wegen S ?= 
?- D, Df, Ü und S # D, Df erhält man nach [3], Satz 18 at = cx => a[ = c[ •=> 
=> A' ^ C'. Ist S = U, dann ergibt sich ä ~ äx und mittels der PZ-Projektionen 
<P(̂ ? #',£), W$,g,g') erhält man nach [5], Satz 6 A" = C"=> A' ^ C'. Ferner 
wollen wir zeigen, daß A' g C' in der nach [4], (Bl) definierten Anordnung von g'% 

und B' S Df in der nach [4], (B3) erklärten Anordnung von °U(gf) gilt. Wir setzen 
EU = OK n u, Kd = OK n d, D2 = MD n u, D2 = MD' n « , K' = z n u, Ktt' = 
= MEd n u. 

Fig. 13 

Zuerst nehmen wir U'D \EdR an (Fig. 13). Unter Anwendung von cp(M, d, u) 
ergibt sich nach (1,4) U'D \EdR-> UD2 \E'UR'. Gilt Ed 7- R, dann sind die 
Punkte Uf,D,Ed,R und folglich auch U, D2,Eu,R

f voneinander fern. Wegen 
D = V und D = D2 ist D2 = V und Kd = F5,,, Ed = £„' impliziert Eu ^ Eu. Nach 
(S7) erhält man also UD2 \EuR

f=> UV \EuR
f. Gilt Ed = j? und zugleich UV | EUK, 

dann wegen EM = R' ergibt sich hieraus nach (S6) Ü = Eu oder P = £.,, was ein 
Widerspruch ist. Mithin ist auch in diesem Fall UV \EUR' erfüllt. Setzen wir 
P = x fl e, Q = OK' n e, dann erhalten wir mittels q>(0, u, e) nach (I, 3) 
UV \EuR

f =>PV \EQ, was gemäß (T2) H(KPQ) bedeutet. Wegen OK' || z sind 
nach [4], (S4) die durch II(x), JJ(y) induzierten Anordnungen g , <;' von z gleich. 
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Aus Bx < Di ergibt sich daher Bx ä ' Di. Wegen H(XZX ') und H(DxYDi) erhält 
man dann nach [4], (A3) Bt ^' Dx => B[ <T Di. Da g' Jfy, Z j ff , Z Jfy und 
l(M'ZNi) gilt, ergibt sich nach [4], (B3) B[ S Di => Bi ^ Di in der Anordnung 
von %(g'). 

Nehmen wir an, daß außerdem U'D \EdR auch U'D \EdD' gilt, dann wegen 
D' 7-- D, Ü' ist nach [2], Satz 5 U'D | KD', was ein Widerspruch zu UD \ RD' 
ist. Somit gilt U'D \EdD'. Unter Anwendung von (p(M, d, u) ergibt sich nach (I, 4) 
UD2 \E'UD2. Setzt man D3 = g' U u, dann ist D3' = D2 und gleichzeitig D2 = P, 
Eu = JE5,,. Ist Fd ^ D', so sind U', D,Ed, D' und auch U, D2,E'U, D'2 voneinander 
fern. Nach (S7) ergibt sich also UD2 \E'UD'2^> UV \EUD'3. Gilt Ed = D' und 
zugleich UV|.FuD3, dann wegen Eu == D3 erhält man nach (S6) entweder Ü = 
= Eu oder V = Ftt, was ein Widerspruch ist. Deswegen ist erneut UV | F u D 3 . 
Setzt man Q' = OD3 n e, dann mit cp(0, u, e) ergibt sich PV \EQ', also H(FPQ'). 
Wegen OD3 || g' sind nach [4], (S4) die durch 17(x), ü(y) induzierten Anordnun
gen 5i, S' v °n gleich. Aus Ä g C folgt also A' 51' C' in der Anordnung von g', 
die nach (Bl) definiert ist. A' g ' C' und B' g D' implizieren A'B' | C D ' . 

Nun nehmen wir U'D | EdR an. Aus Ed = R folgt j? = Ü', also ein Widerspruch. 
Mithin ist Ed ^ R und die Punkte U',D,Ed,R sind fern. Mittels (p(M,d,u) 
ergibt sich UV| FX und nach (S7) folgt hieraus UV\EUR', also (FPQ). Gemäß 
[4], (S4) sind die von 17(x), 17(y) definierten Anordnungen 51, 51' von z invers 
und folglich Bx g Dx impliziert Dx g ' Bv Wegen n(D jPD i ) ergibt sich nach [4], 
(A3) Di 5i' Bi und gemäß [4], (B3) folgt daraus D' 5| B' in der Anordnung von 
<^(g'). Gilt noch U'D \EdD\ dann wegen R 7- U', D erhält man nach [2], Satz 5 
U'D | EdRA U'D \EdD' => U'D | D'R, was ein Widerspruch ist. Somit ist U'D | EdD' 
und folglich UV|FMD3, was (FPQ) bedeutet. Nach [4], (S4) sind dann die An
ordnungen <i, 51' von g' invers und aus A' 51 C' also folgt C' <!' A'. Aus C' g ' A' 
und D' <I B' ergibt sich A'B' | C'D'. 

(ii) Es sei SU' | DD'. Unter Anwendung von cp(Z, d, z) ergibt sich nach (I, 3) 
U'R \DD'=>MR tDxD i , SU'| DD'-PM|D!Di und wegen P 9- D-, Di 
gilt nach [2], Satz 5 DiDi | MPA DxDi | MB => D^i |PP=> (DjPDi). Ferner 
verwenden wir die Bezeichnungen von dem Fall (i). Nach [4], (B4) erhält man 
B 5i D => Bt ^ D! in der durch IT(x) induzierten Anordnung von z. Aus SU' | DD' 
folgt (gaAD') in der Zwischenrelation von F(A, #,). Nach [3], Satz 18 gilt dann 
A 5; C=> C 51 A'in der durch I7(x) induzierten Anordnung von g'. Ist U'D |F d P , 
dann nach [4], (S4) sind die durch IJ(x) und IJ(y) induzierten Anordnungen von z 

gleich. Mithin gilt Bt £ Dx => Bx <£' Du wegen (DjPDJ) ergibt sich nach [4], 
(A3) Bx ^'D, => D; 5 T B ; und gemäß [4], (B3) gilt Df g B' in der Anordnung 
von %(g'). Entsprechend zum Fall (i) läßt sich U'D \EdD' beweisen. Nach [4], 
(S4) sind die Anordnungen -S, <J' von g' gleich und hieraus folgt C 51 A' => 

-=> C" -S'^F. Wegen C ^' A' und D' <I B' ergibt sich also ^ ' B ' \ CD'. 
Gilt U'D\EdR, dann ist U'D\EdD' und die Anordnungen g , <*' von z sind 

invers, woher B1<D1-> Di 51' Bx folgt. Wegen (DxPDi) ist nach [4] , (A3) 
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Di ^ ' -#i => B[ S' D[ und nach [4], (B3) B' g D'. Analog sind die Anordnungen 
S, = ' von g' invers, woraus C' g A' => A' <:' C' und A'B' | C'D' folgt. 

ß) Es sei D' e ^(d ) . Dann ist D = D' = Fund wegen 5 # D ergibt sich S ^ V. 
Da 7c konvex ist, gilt SU' { DD' und unter Anwendung von q>(Z, d, z) erhält man 
" l ^ P D ; ) . Aus B S D folgt nach [4], (B4) Bx g Dx in der durch H(x) nach [4], 
(B2) erklärten Anordnung von z. Wegen ~~1(XZX') und "KDjPD;) ist nach [4], 
(A3) Bt 5g Dx => P'j g DJ. Aus l(NZN'), ~\(MZN) folgt ~~i(MZN') und gemäß 
[4], (B4) ergibt sich dann B[ <£ DJ -> J5' g D' in der Anordnung von <^(g'). 
Analog zum Fall a) (i) beweisen wir, daß A S C=> A' g C in der nach [4], (B2) 
definierten Anordnung von g' gilt. Ä ^ C' und B' gD ' implizieren dann A'B'\C D\ 

Fig. 14 

b) Es sei D' = U. Wir wählen einen zu S, D, D' fernen Punkt K mit DD' | SK 
und bezeichnen X = g Fl g\ r = RX. Auf r wählen wir einen Punkt Z mit Z £ g, g' 
und setzen p = ZU, p' = ZV, N = p n g, N' = p' n g\ U' = p H d, V = p' n d, 
z = RN, M< = z n g\ M' = z Hp ' (Fig. 14). Zuerst zeigen wir, daß (M'ZNJ 
gilt: Nach [3], (AI) können wir z e H + , also M1? M' e H+ voraussetzen. Ist F t 

ein gemeinsamer Punkt von p', g, dann nach [3], Satz 8 ist das Produkt q> der 
PZ-Projektionen (p\(Vl,g',p) und <p2(R,p,g') eine monoton wachsende An
ordnung der geordneten Menge g'. Nehmen wir z. B. N' 5| X an, dann wegen 
<p(N') = X, <p(X) = Mj ergibt sich X S Mt und folglich (N'XM1). Aus Mj e H+ 

folgt dann N'eH" und M'e Hr
+ impliziert (M'ZN'). 
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Setzen wir Bx = ZB n z, Dt = ZD n z, Bi = ZB' n z, Dl = ZD' n *. Y = 
= SZn z, dann mittels <p(Z, d, z) erhalten wir nach (I, 3) DD' | SP => DtD[ | YP, 
was (D!YD1) bedeutet. Wegen 1(NZJf) gilt nach [4], (B4) B 5| D => Bt <\ Dx 

in der durch I7(x) induzierten Anordnung von z. Ferner setzen wir Ed = OK VI d, 
EU = OEH u, E'U = XEdnu, D2 = gn w, D2 = ^ n u, P' = XPn u, R" = 
= z n u. 

Nehmen wir DD' \EdR an, dann unter Anwendung von <p(X, d, u) ergibt sich 
nach (I, 4) D2D2 \E'UR'. Dabei ist D = D2, Ed = E'u, R = R' und D' = D2'. Gilt 
R ¥= Ed dann sind D,Dr,Ed,R und folglich D2,D2,E'U,R voneinander fern. 
Wegen D2 = V, D'2 = U, KJ = Ku, IT = R" erhält man also nach (S7) 
D2D^ \E'UR'=> VU \EUR". Gilt R = £„, dann ist Eu = P" und aus VUIKJT 
folgt O = Eu, was ein Widerspruch ist. Somit ergibt sich erneut VU \ER". Setzt 
man P = x Fl e, Q = OK" n e, dann mit ij/(0, u, e) erhält man nach (I, 3) VU \ 
\EUR" => VP \EQ, also ~I(KPQ). Wegen OK" || z gilt nach [4], (S4) B1<lDl=> 

=> Bi g 'Dx in der durch I7(y) induzierten Anordnung :_' von z. Da zugleich 
H(XZX) und (DiYDl) erfüllt ist, gilt nach [4], (A3) B, <l' D, => D[ <' B[. 
Wegen (M'ZN') ergibt sich nach [4], (B3), (Sl) DJ <!' B[ => B' <: D'. Da S * 
^ D, D' ist, so aus DD' | SP, DD' \EdR folgt nach [2], Satz 5 DD' | SEd. Hieraus 
erhält man S # Ed und D, D', S, Ed sind fern. Setzen wir U" = x H d, V" = y F\ d, 
dann ist D = V", D' = 0" und nach (S7) gilt V"U" | SK^. Unter Anwendung von 
<p(0, d, e) ergibt sich nach (I, 3) V"U" | SEd => VP | Q'K => (EPQf), wo Q' = OS • e 
gesetzt ist. Da A <\ C in der nach [4], (B2) definierten Anordnung von g ist, gilt 
nach [4], (S5) A' <\' C in der nach [4], (Bl) erklärten Anordnung <l' von g'. 
Aus A' <*' C und B' <V D' folgt A'B' | CD'. 

Es sei nun DD' \EdR. Dann ist VU|KWP" und (KPQ). Nach [4], (S4) ergibt 
sich B! <l Dx => Dx <L' B! in der nach [4], (Bl) definierten Anordnung <l' von z. 
Wegen (Dx YD\) erhält man nach [4], (A3) Dx = ' B! => B'x <L Di und d'es impli
ziert gemäß [4], (B3), (Sl) D' g B'. Da D & Ed,R,S und D' + Ed, R, S gilt, 
ergibt sich nach [2], Satz 7 DD' | EdRA DD' | SP => DD' \EdS, woher V"U" \ 
\ SEd, VP | Q'K und H(KPQ') folgt. Nach [4], (S5) gilt A g C=> C <*' A' in der 

nach [4], (Bl) erklärten Anordnung <L' von g . Aus C <V A' und D' g B' folgt 
dann A'B' | CD'. 

3. a) Gilt D ' e f (d), D^ir(d) und D # U, dann verfahren wir mit der Ver
tauschung von D und D' analog zum Fall 2a), a). 

b) Gilt D' e ^(d) und D = F, dann läßt sich entsprechend zum Fall 2b) ver
fahren. 

Ad (II, 1, d) Es seien B, C, D uneigentlich und A eigentlich. Aus S e g folgt 
S = B = C = D, was ein Widerspruch ist. Mithin gilt S$g und A' ist eigentlich, 
B', C, D' sind uneigentlich. Wird B = D angenommen, dann ist B' = D' und 
nach [2]> Satz 3 ergibt sich A'B' | C'D'. Es sei also B ^ D und folglich B' # D'. 
Wir wählen einen eigentlichen Punkt E e g mit AB f CK und setzen E' = SK 1*1 #'• 
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Wegen D # A, B ist nach [2], Satz 5 AB | DCA AB \EC=> AB | DE. Da ,4,B: 
eigentlich und B, D uneigentlich sind, gilt nach (II, V c) AB | DK => A'B' | D'K' 
und entsprechend AB \ CE=> A'B' \ CE'. Wegen D' ?-- A'B' erhält man nach [2], 
Satz 5 A'B' | D'F'A A'B' \ CE' => A'B' | CD ' . 

Ad (II, 1, e). Da die Punkte A, B, C, D uneigentlich sind, gilt S <£g und A', B', C , 
D' sind auch uneigentlich. Sind zwei Punkte von A, B, C, D gleich, so sind auch 
zwei Punkte von A', B', C , D' gleich und nach [2], Satz 3 gilt A'B' | CD ' . Ferner 
können wir also voraussetzen, daß A, B, C, D und auch A', B', C , D' voneinander 
verschieden sind. Wegen AB | CD und A, B, C, D e °U(g) läßt sich z. B. (ACB)A 
(CBD) annehmen. Wählen wir einen eigentlichen Punkt E e g, dann ist nach (T2) 
(ACB) => AB | CE. Nach [2], Satz 7 ergibt sich dann AB | CD A AB\CE-> AB \ 
\DE und gemäß (II, V d) gilt AB | CE=^ A'B' | CK ' , AB | D K - > A'B' \ D'E\ 

wo K' = SE H #' gesetzt ist. Nach [2], Satz 5 erhält man A'B' | C £ ' A A'B' | D'E'-> 
=> A'B' | CD ' . 

Ad (II, 3). Da die Gerade g uneigentlich ist, sind A, B, C, D uneigentlich. 
1. Wir nehmen an, daß alle Punkte A, B, C, D zu S fern sind. Dann sind alle 

Geraden a, b, c, d und auch alle Punkte A', B', C , D' uneigentlich. Wir wählen 

einen Punkt Z und ene Gerade z mit Z £ z, S $ z, z jf g ' und .¥, B, C, D $ z. Dann 
gibt es eigentliche Punkte Ax = ZA n z, Bi = ZB n z, C ^ Z C n r , Dj = 

= zD n z, ^; = zA' n z, B; = zB' n z, c; = z c n z, D; = zD' n z und 
Yi = Z S n z (Fig. 15). Nach (I, 3) ergibt sich AB | CD => AXBX \ CXDX und nach 
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(Tl) läßt sich z. B. (AXCXBX)A (CXBXDX) annehmen. Gemäß [1], (Z5) gilt also 
( A i ^ D ^ v Bx = d und im Falle Bx ^ Cx erhält man nach [1], (Z5b) (AXCXBX)A 
A (AXBXDX)=>(AXCXDX). Für die Punkte BX,CX, Yx treten nach [1], (Z2) die 
Möglichkeiten (CXBXYX) v (BxYxCx)v (BXCXYX) ein. Wir werden alle drei an
geführten Fälle untersuchen. 

a) Es sei (CXBXYX). Wegen (A lC 1B J)A (CXBXYX) ergibt sich nach [4], (A4) a) 
(A 'iCiBJ), was nach [4], (Ul) (A 'C'B ' ) impliziert. Ist Bx = Cu dann gilt 
B = C und SB = SC, also B' = C . Wegjn (A 'C'B ') A (C'B'D') erhält man nach 
(Tl) A'B' | C D ' . Aus Ax = d folgt A = C, A' = C und (A'C'B') A(CA'D') => 
=>A 'B ' | C D ' . Die Voraussetzung Bi = Dt impliziert B' = D' und (A 'CB ' )A 
A (C'B'D') => A'B' | C D ' . Ferner nehmen wir d # Al9 Bi und Bx 7«- Di an. 
Gemäß [1],(Z5) gilt (YXBXCx)A (BXCXAX)^ (Y 1 C 1 A 1 )v B, = d , a l s o (YXCXAX). 
Nach [1], (Z<S) ist dann (Y j^dA^A (YXB{CX) => ( Y j B j A J und nach [1], (Z5b) 
ergibt sich ( A i d B j j A 04j.Bj.Yj.) => ( d B i Y i ) . Für Bt, Y1? Dt können erneut die 
folgende Möglichkeiten (YXBXDX), (BXYXDX) und (BXDXYX) eintreten. 

a) Es sei ( Y ^ D , ) . Nach [1], (Z2) gilt (YxCxDx)v (CxYxDx)v (CXDXYX). 
Ist ( Y i Q D i ) erfüllt,dann (YXBXCX)A (YtCxDx)-> (BXCXDX), was wegen Bx # Cx 

einen Widerspruch zu (CXBXDX) bedeutet. Gilt (CXYXDX), dann ergibt sich nach 
[1], (Z5) (DXYXCX)A (YXCXAX)^(DXCXAX)V Yx = Cx. Aus Yx = C t folgt 

Y = C und S = C, was ein Widerspruch ist. Wegen At 7- Cj und ( A ^ D i ) führt 
auch (DXCXAX) zum Widerspruch. Nehmen wir schließlich (CXDXAX) an, dann ist 
(YXBXDX)A (YXDXCX) => ( ^ i D i C J , was wieder ein Widerspruch zu (CXBXDX) und 
B! 7- Di ist. Der Fall (Y j^iD i ) führt also stets zum Widerspruch. 

ß) Es sei (B iY iD i) . Nach [1], (Z6) ist (DXYXBX)A (DXBXCX) => (D jY jQ) und 
wegen ( A i d D j ) , ( D ^ C O ergibt sich nach [4], (A4), b) (D'XA'XC{). Gemäß [4], 
(Ul) gilt dann (D'A'C) und (A 'CB ' )A (C'A'D') impliziert nach (Tl) A'B' | CD'. 

y) Es sei (BXDXYX). Nach [4], (A4), a) erhält man ( d B j D ^ A (BXDXYX) =• 
=> (C'XB'XD'X), also (C'B'D'). Somit ist (A'C'B')A (C'B'D') => A'B' | CD ' . 

b) Es sei (Bx Yid). Nach [4], (A4), b) und [4], (U1) gilt (AXCXBX) A (B t YXCX) => 
=> (BJA ' iCO^ (B 'A 'C) . Aus Bx = d folgt B' = C und (A 'C'B ') A (C'B'D') =-> 
=> A'B' | C D ' . Ferner sei Bx ^ Cx. Nach [1], (Z6) ergibt sich (B1Y1C1)A 
A (B jCjA j j => (BiYjAfi) und wegen B, ^ Cx gilt ( A i d B j j A (CXBXD,) => 
- ^ ( A i ^ D i ) . Nach [4], (A4) c) erhält man (A1B1D ,)A (AXYXBX) => (A'XD'XB[), 
also (A 'D 'B '). Gemäß [1], (Z5b), (Z6) ergibt sich (B'D'A')A (B 'A 'C) => (D 'A 'C) A 
A (B 'D 'C) und folglich (C'A'D')A (C'D 'B ') => (A'D'B'). Aus (A'D'B'), (D'A'C) 
folgt dann A'B' | C D ' . 

c) Es sei (BjDiTj.). Aus Bj « D, folgt B' = D' und (A'C'B')A (C'B'D') =• 
-=> A'B' | C D ' . Analog Bx = Cx impliziert B' = C und (A 'C'B ') A (C'B 'D ') => 
=> A'B' | C D ' . Ferner sei Bi * Cx,Dx.?mCly Yu Bxg^(CxYxBx)v ( B ^ Y J v 
v ( d B , Y,). Ist ( d YjB,), dann nach [1], (Z5b) ergibt sich ( d YjA) A (CXBXDY) => 
-^ (YXBXDX), was ein Widerspruch zu (BjDiYj.) und Bi ^ Dx ist. Aus (BxClYx) 
folgt nach [ l ] , (Z5)(Y 1 C 1 B i )A (CXBXDX) => (YxBxDx)v Bx = Ci,aho(YxBlDx). 

134 



Dies ist aber wieder ein Widerspruch. Mithin gilt (C^BXYX). Nach [4], (A4), a) 

und [4], (Ul) erhält man (A1C1B1)A (CXBX Y{) => (A[C[B[) => (A'C'B') und 

(C jB iD jA (B jD iY i) => (ClB[D[)=> (C'B'D'), woraus A'B' | CD' folgt. 

2. Wir nehmen an, daß einer der Punkte A, B, C, D zu S benachbart ist, es sei 

z. B. B — S. Dann gilt b ?- g, b ist eigentlich und wegen S £ g' ist auch B' eigentlich. 

Die anderen Geraden a, c, d und auch die Punkte A', C', D' sind uneigentlich. 

Entsprechend zum Fall 1 wählen wir einen Punkt Z und eine Gerade z und be

trachten die Punkte A1,B1,Cl,D1, A[, B/, C[, D[. Wegen AB | CD gilt nach 

(1,3) AiBi | CiDi und wir können wieder (A1C1B1)A (ClBlDx) annehmen. 

Nach [1], (Z5) ergibt sich ( A ^ B ^ A ( C ^ D J => ( A ^ D O v Bx = Q . Aus 

B = S, C -^ 5 folgt B ^ C, 5 t # Ci und deswegen gilt (AXBXDX). Nach [1], . 

(Z5b), (Z6) erhält man dann ( A ^ B ^ A (AxBxDl)=> (C-B-DO A ( A ^ D O und 

nach [4], (A4), b) gilt (A jC-D^A {D.B.C,)^ (D[A[C[), also (C 'A 'D '). Wegen 

A', C', D' e #(g ' ) und B'e^ ergibt sich nach (T2) (C 'A 'D ') => CD' \ A'B' => 

=> A'B' | C'D'. 
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Souhrn 

O P R O D L O U Ž E N Í USPOŘÁDÁNÍ A F I N N Í 
K L I N G E N B E R G O V S K É ROVINY DO USPOŘÁDÁNÍ 

PROJEKTIVNÍ K L I N G E N B E R G O V S K É ROVINY 

FRANTIŠEK MACHALA 

Předložená práce je druhou částí autorova článku [4]. Je zde dokázán teorém: 
Buď a uspořádaná afinní klingenbergovská rovina vnořená do projektivní klingen-
bergovské roviny n. Jestliže a splňuje požadavky (AI) — (A4) ze [3] a [4], pak je 
možno rovinu n konvexně uspořádat. 

Резюме 

О Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И И У П О Р Я Д О Ч Е Н Н О С Т И 
А Ф Ф И Н Н О Й П Л О С К О С Т И К Л И Н Г Е Н Б Е Р Г А 

В У П О Р Я Д О Ч Е Н Н О С Т Ь П Р О Е К Т И В Н О Й 
П Л О С К О С Т И К Л И Н Г Е Н Б Е Р Г А 

ФРАНТИШЕК МАХАЛА 

Предлагаемая работа представляет вторую часть статьи [4] автора. Здесь 
доказывается следующая теорема: Пусть а — упорядоченная аффинная 
плоскость Клингенберга подгруженная в проективную плоскость Клингсн-
берга я. Если в а выполняются условия (А1) — (А4) из [3] и [4], то плоскость 
% выпукло упорядочиваема. 
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