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1988 MATHEMATICA XXVII VOL. 91

Katedra algebry a geometrie prirodovédecké fakulty
Univerzity Palackého v Olomouci
Vedouci katedry: Doc.RNDr. Ji¥i Rachtnek, CSc.

BITERNARRINGE
UND AFFINE LOKALE TERNARRINGE

FRANTISEK MACHALA

(Vorgelegt am 30.April 1987)

P.Y.Bacon in bJ und der Verfasser in [é],[3] definierten
algebraische Strukturen, die affine Klingenbergsche Ebenen be-
schrieben. Die vorliegende Note behandelt die Aquivalenz die-
ser Strukturen.

Im ersten Teil wird zuerst die Definition eines Biternar-
ringes aus [}] zitiert und durch Definitionen 1° - 5' eine
neue Struktur - ein unvollstandiger Biterriarring - eingefuhrt.
In Satzen 1 und 2 wird gezeigt, daB Biternarringe und unvoll-
standige Biternarringe aquivalent sind. Dadurch ist auch die
Frage der Abhangigkeit von Axiomen eines Biternarringes er-
klart.

Im zweiten Teil wird die Definition eines affinen lokalen
Ternarringes aus [3] zitiert und es wird bewiesen, dap (nor-
mierte) affine lokale Ternarringe, unvollstindige Biternar-
ringe und dadurch auch Biternarringe aquivalente Strukturen
sind.
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Definition 1. Es seien M eine Menge mit zwei verschiede-
nen bedeutsamen Elementen 0,1 und T: M3 M, T : M3—* M zwei

Ternaroperationen. Das Tripel (M,T,T7) heipt ein Biternar.

Definition 2. Es seien (M,T,T7), (Q,5,5°) Biternare mit
bedeutsamen Elementen 0,1 und 0°,1°. Eine Abbildung gﬂ:M—»Q
heift ein biternarer Homomorphismus, falls ?T(x,m,d) =
= S(?x 5pm (pd), ?T “(x,m,d) = S'(?x, pm. pd) ¥ x,m,d €M
und (fO = lfl = .

Definition 3. Es seien (M,T,T") ein Biternar und ~ ¢
eine Aquivalenzrelation auf M. (M,T,T') is zZu~p normal,

falls folgende Bedingungen erfullt sind:

(B1) T(O,m,d) = T(a,0,d) d v a,m,d € M,

(B2) T(1,a,0) T(a,1,0) = a Y a €M,

(B3) Sind a,b,m aus M, dann gibt es genau ein Element
z €M mit T(a,m,z) =

(B4) sind m,d,m”,d” aus M mit m')b?m’, dann gibt es ge-
nau ein Element x € M derart, dap T(x,m,d) = T(x,m”,d").

(B5) Sind a,a’,b,b” aus M mit agep a”, dann gibt es ge-
nau ein Paar (m,d)€M X M derart, daP T(a,m,d) = b,
T(a",m,d) =

(B6) Sind m,d,u,v aus M mit UNVO, dann gibt es genau
ein Paar (x,y)€M X M derart, dap y = T(x,m,d), x = T(y,u,v).

(B7) Flr alle Elemente m,u € M gilt T(u,m,0) = 1<=>
{=»T°(m,u,0) = 1. Aus v(u,m,0) = 1, T(a,m,e) = b, T (b,u,V) =
= a folgt T(x,m,e) = y<¢=>T (y,u,v) = x flr alle Elemente
X,y € M.

(B8) Es gelten die Behauptungen (B1) - (B7)”, die wir
durch Austauschung der Ternaroperationen T und T~ in (B1)
(B7) erhalten.

Definition 4. Ein Biternar (Q,F,F’) heipt ein Biternar-

korper, falls er zur identischen Aquivalenzrelation normal ist.

Definition 5. Es seien (M,T,T”) ein Biternar, gpein bi-
ternarer Homomorphismus von (M,T,T”) auf einen Biternarkorper
(Q,F,F7) undfv(f die durch (f induzierte Aquivalenzrelation
auf M, d.h. a~vgb<=>pa = {fb. (M,T,T") heift ein Biternér-

ring, falls er zu N(f normal ist.
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Definition 1°. Es seien M eine Menge mit zwei verschiede-
nen bedeutsamen Elementen 0,1, T: M3 > M eine Ternaroperation
und T :(M X N X M) M eine partielle Ternaroperation lber M
mit N C M. Das Tripel (M,T,TN) heipt ein unvollstandiger Bi-
ternar.

Definition 2°, Es seien (M, T, Ty, (Q,8,8g) unvollstandige
Biternare und 7: M > Q eine Abbildung mit pN = R und
({)T(x,m,d) = S(?x.,‘;l’m, ?d) fur alle x,m,d€ M, ?TN(a,b,c) =
= SR( (fa, (,ob, (f)c) fur alle a,c € M, b € N. Die Abbildung 4
heiPt ein Homomorphismus von (M,T,TN) in (Q,S,SR).

Definition 3°. Es seien (M,T,TN) ein unvollstandiger Bi-
ternar und N‘ﬂ eine Aquivalenzrelation auf M. (M,T,TN) ist zu
~g normal, falls N = {x € M‘xmtf 0} und auFerdem folgende
Bedingungen erfullt sind:

(B1) - (B6)

(B1), TN(a,O,d‘) = TN(O,m,d) =d ¥ a,d€EM Vv mEN,

(B2), T\(1,2,0)

a ¥V a €N,

(B3); Zu beliebigen Elementen a,b € M, m € N gibt es ge-
nau ein z € M mit TN(a,m,z) = b.

(B4), Zu beliebigen Elementen a,a’,b,b" € M nit afpa’,
b'v(f b” gibt es genau ein Paar (m,d) € N X M derart, dap
Ty(a,md) = b, Ty(a",m,d) = b".

Definition 4°. Ein unvollstandiger Biternar (Q,F,Fp)
heipt ein unvollsténdiger Biternarkorper, wenn er zur iden-
tischen Aquivalenzrelation der Menge Q normal ist.

Bemerkung. Wenn (Q,F,FR) ein unvollstandiger Biternar-
korper ist, dann gilt nach Definition 3° R = {O'}.

Definition 5°. Es seien (M,T,TN) ein unvollstandiger
Biternar und (Q,F,F 0°]) ein unvollstandiger Biterndrkdrper.
Dann (M,T,TN) heift ein unvollstandiger Biternarring, falls
ein Epimorphismus" 7: (M,T,TN)—)(Q,F,F{O' ) existiert, so
dap (M, T,Ty) zur Aquivalenzrelation Ay mit a ~y b(.—:y(fa =
= ‘fb normal ist.
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Lemma 1. Es seien (M,T,TN) ein unvollstandiger Biternar-
ring und ?’: (M,T,TN)—> (Q,F,F{o’ ) ein Epimorphismus aus De-
finition 5°. Sind 0,1 bzw. 0°,1° bedeutsame Elemente von M
bzw. Q, dann #0 = 07, g1 = 1°. Aus T(a,b,0) = 1 folgt

a/f/fp 0 und bf#? 0.

Beweis. Fur die Elemente 07,17 sind die Bedingungen
(B1) und (B2) in (Q,F,,F{O’ ) erfullt. Nehmen wir an, dap es
ein anderes (Bl1) und (B2) erfillendes Paar (0,T) in Q gibt.
Dann gilt T(17,0,0”) = 0 und T(1°,0,0f = 0”7, also 0" = O.
Nach (B2) ergibt sich T(1°,T,0") = T, 7(1°,1,0) = 1° und

wegen 07

=0 auch T = 1°. Es seien c’,d” Elemente aus Q. Dann

gibt es c,d € M mit ?c =c’, d = d” und nach Definition
von ¢ erhalt man F(?O,c',d') = F(¢o0, gc, @d) = ¢T(0,c,d) =

=({d
=(fc

1 =

1

da
C‘

Gleichzeitig gilt F((fl,c'.?O) = ¢T(1,c,0) =
und F(c”, @1, @0) = c”, woraus schon @o = 0° und
folgt. Nehmen wir an, daP T(a,b,0) = 1 und zugleich

any 0, also (fa = 0" gilt. Aus diesen Annahmen folgt
yT(a,b,O) = F(0°, sz,o‘) = (fl = 1°, was ein Widerspruch zu
(Bl1) ist. Deswegen gilt anvy 0. Ganz ahnlich lSFt sich auch

b”"f 0 beweisen.

Lemma 2. Es sei (M,T,T,) ein unvollstandiger Biternar-

ring. Zu je drei Elementen a,c,d € M mit af;bY 0 gibt es
genau ein b € M mit T(b,a,c) = d bzw. T(a,b,c) = d.

Beweis. Nach (B4) gibt es zu a,c,0,d € M genau ein
b €M mit T(b,a,c) = T(b,0,d) = d. Nach (B5) gibt es zu
a,0,d,c € M ein Paar (b,m) mit T(a,b,m) = d, T(O,b,m) = c.
Wegen T(O,b,m) = ¢ ist nach (B3) m = c, woraus T(a,b,c) = d

folgt.

Satz 1. Ist (M,T,T") ein zu ~y normaler Biternarring
und setzen wir N = {xéMlx ~y 0}, dann bildet (M,T,TN) einen
unvollstandigen Biternarring. '

Beweis

.

(M,T,TN) bildet einen unvollstandigen Biternar.

In (M,T,T,) sind die Forderungen (Bl) - (B6), (Bl), - (B3),
offensichtlich erflillt. Wir beweisen noch, daB in (M,T,TN)
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auch (B4), gilt: Es seien aég',b,b' € M mit anbya’, bn/yl:ﬂ
Nach (B5) " gibt es genau ein Paar (m,d)€ MxM mit T (a,m,d) =
= b, T°(a”,m,d) = b”. Wegen basyp b” ergibt sich daraus
F’((fa, ¢gm, @d) = F'((fa',?m,spd) = @b, also F7( ¢a, gm,
¢d) = F'((fa,o',?b), F7( (/a',?m, @d) = F'(q»a’,o’,;pb).
Die Voraussetzung ?m # 07 widerspricht (B4)°, woraus sich
pn = 0" und m € N ergibt. Nach Definition von Ty erhalt man
also b = T"(a,m,d) = Ty(a,m,d) und b” = T7(a",m,d) =

= Ty(a’,m,d).

(Q,F,F”) sei zu (M,T,T”) gehdriger unvollstandiger Biter-
narkdrper. Bestimmen wir eine partielle Ternaroperation
Flo}: (Qx {O'}XQ)—*Q durch die Vorschrift F 0—}(3',0',b'}: =
= E (a”,07,b") Y a:,b' € Q, dann ist (Q,F,F{Of}) ein unvoll-
standiger Biternarkorper und die Restriktion von ¢ auf
(M,T,TN) ist ein Epimorphismus von (M,T:TN) auf (Q’F'E(O'f)'
Daraus folgt, dap (M,T,TN) ein unvollstandiger Biternarring

ist.

Satz 2. Aus jedem unvollstandigen Biternarring (M, T, Ty)
lépt sich durch geeignete Erweiterung von TN einen Biternar-
ring erzeugen.

Beweis. Es seien (M,T,T,) ein unvollsténdiger Biterndr-

ring, (Q,F,F¢ <) ein unvollstandiger Biternarkdrper und

?: (M,T,TN) T?(Q’F'F{O'}) ein Epimorphismus. Wir definieren
eine neue Ternaroperation T~ : M’ -» M, wie folgt: Es sei
(a,b,c) € M3, Gilt b € N, dann setzen wir T'(a,b,c): =
= Ty(a,b,c). Nehmen wir bé N, d.h. balr¢ 0 an. Nach Lemma 2
gibt es genau ein b€ M mit T(b,b",0) = 1 und nach Lemma 1
ist dabei b1$,? 0. Wegen (B3) gibt es genau ein ¢“€ M nmit
T(c,b”,c”) = O und wegen (B4) gibt es genau ein d € M mit
a=T(d,b",c”). Wir setzen T (a,b,c) = d.

Das Tripel (M,T,T’) ist ein Biternar. Zunachst wollen
wir zeigen, daP (M, T,T7) zu ¢ normal ist. Dies bedeutet,
daP die Forderungen (Bl) - (B7) und (B1) - (B7)  aus De-
finition 3 erfullt sind, wobei (B1) - (B6) in der Definition
3° bereits enthalten sind.

29



Zu (B1) . Wegen (B1), geniigt es T°(O,m,d) = d fir
m’)"(f 0 zu beweisen. Bestimmen wir zu gegebenem Tripel
(O,m,d) glemente m”,d” mit T(m,m",0) = 1 und T(d,m",d”) = O,
dann unmittelbar aus Definition von T  erhalten wir
T°(0,m,d) = d.

Zu (B2) . Wegen (B2), gengt es T°(1,a,0) = a fir

asl¢ 0 und T'(a,1,0) = a fir alle a € M zu beweisen.

a) Es sei (1,a,0)€M> mit a/;lq(o. Setzen wir T(a,a’,0) = 1,
T(0,a",c”) = 0, dann gilt ¢’ = 0 und T(a,a, c”) =
= T(a,a”’,0) = 1, woraus T'(1,a,0) = a folgt.

b) Es sei (a,1,0)€M3. Setzen wir T(1,m”,0) = 1, dann ist
nach a) m“ = 1. Aus T(0,m",d”) = 0 folgt d° = 0, also
T(a,m",d") = T(a,1,0) = a und T (a,1,0) = a.

Zu (B3) . Wegen (B3), befassen wir uns nur mit dem Fall
mqb?o. Gegeben sei (a,m,b) mit mz;o(f 0. Bestimmen wir m € M
mittels T(m,m",0) = 1, dann gibt es genau ein z° € M mit
T(b,m",z") = a und wegen m'f)bsp 0 gibt es genau ein z € M mit
T(z,m",z") = 0. Nach Definition von T’ erhalten wir daraus
T (a,m,z) = b. )

Zu (B4)". Es seien m,d,m",d" € M mit mop m”.

a) Nehmen wir m~ @0, also m'»)br 0 an. Aus den Beziehungen
T(m','nT,O) =1, T(d',-rn-,H) = O bestimmen wir die Elemente
m,d. Nach (B6) gibt es genau ein Paar (x,r) & M X M mit
x = T(r,m,d) und r = T"(x,m,d). Wegen r = T (x,m",d")
gilt aber T (x,m,d) = T (x,m",d").

b) Nehmen wir mAgO und mpp O an. Zu m,d € M bzw. n”,
d’€ M bestimmen wir die Elemente m,d € M mit T(m,m,0) =
=1, T(d,m,d) = 0 bzw. m,d mit T(m",¥,0) = 2, T(d",¥,d) = o.
Aus ENY&Y erhalten wir F( ¢m, ¢m,07) = F( ?m,o',l') =
=17, F(?m',(f:’n’,o') = F(?m',o'.i') = 17, was wegen
((m # m” ein Widerspruch zu (B4) ist. Deswegen gilt
mpy W und nach (B4) gibt es genau ein r € M mit
T(rsW, 1) = T(r,®,d) = x. Daraus unmittelbar folgt unser
Ergebnis T (x,m,d) = T (x,m",d").
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a)
b)

b)

a)

b)

c)

zu (B5)°, Es seien a,a’,b,b” € M mit affl(,la'.
Gilt bvab', dann (B5)° folgt aus (B4),.
Es Se1 by b“. Nach (B5) gibt es genau ein Paar (m”,d”)

mit T(b,m",d") = a, T(b",m",d") = a°

. Wegen a')0¢/;a' ist

m”f’y 0 und durch T(m,m”,0) = 1, T(d,m",d”) = 0 sind die
Elemente m,d eindeutig bestimmt. Aus der Definition wvon
T ergibt sich also T (a,m,d) = b, T"(a",m,d) = b",

zu (B6)°. Es seien m,d,u,v € M mit unvg 0.

Gilt m Az, 0, dann folgt unsere Behauptung aus (BG).

Es sei mq&¢ 0. Dann gibt es m",d” € M mit T(m,m",0) = 1
und T(d,m",d”) = 0, wo m'qby 0 und folglich m7f'y u ist.
Nach (B4) gibt es genau ein y € M mit T(y,m”,d") =

= T(Y,u,v) = x, woraus y = T (x,m,d), x

Zu (B7).

= T(y,u,v) folgt.

Es sei T(u,m,0) = 1. Da nach Lemma 1 uqbr(} und mqby o]
gilt, gibt es nach Lemma 2 genau ein u’ € M mit T(u,u”,
0) = 1 und aus der Gleichheit T(u,m,0) = T(u,u”,0) folgt
m = u’, Nach (B3) gibt es genau ein k€ M mit T(O,u”, k") =

0 und nach (Bl) ist k” = 0. Deshalb erhalten wir m =
T(1,m,0) = T(4,u”,k”) und folglich T"(m,u,0) = 1.

Es sei T (m,u,0) = 1.
T(u,u”,0) = 1 und T(O,u”,k”) = O,
Aus der Gleichheit T(O,u”,k”) = 0O
woraus m = T(1,u”,k”) = T(4,u”,0) = u”’
T(u,u”,0) = 1 impliziert T(u,m,0) = 1.

Bestimmen wir u’,k“€ M durch

so gilt T(1,u’,k”) = m.
ergibt sich k” = 0,
folgt. Daher

Nehmen wir an, dap T(u,m,0) = 1, T(a,m,e) = b und

T'(b,u,v) = a gilt. Setzen wir T(u,u’,0) = 1, T(v,u’,v")
= 0, dann aus T"(b,u,v) = a folgt T(a,u’,v’) = b. Wegen
T(u,u”,0) ist m = u” und aus b = T(a,m,e)

T(u,m,0) = 1
= T(a,u’,v")

T(a,m,v") erhdlt man e

v’. Daher gilt

die Aquivalenz T(x,m,e) = y &»T(x,u”,v’) = y&=>T (y,

u,v) = X.

Zu (B7)  Es sei T"(u,m,0) =1, T '(a,m,e) = b und

T(b,u,v) = a. Aus T"(u,m,0) = 1 folgt nach (B7) T(m,u,0) = 1.
Bestimmen wir m”,e” € M durch die Beziehungen T(m,m”,0) = 1
und T(e,m",e”) = 0, dann gilt T(b,m",e”) = a. Wegen
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T(m,u,0) = T(m,m",0) = 1 ist u=m" und a = T(b,u,v) =
= T(b,u,e”) hat zur Folge v = e’. Daher erhalten wir
T(x,m,e) = y<=>T(y,m ,e”) = x<==pT(y,u,v) = X.

Den unvollstandigen Biternarkdrper (Q,F,Fgy-y) erweitern
wir auf den Biternarkorper ahnlich wie im Falle von (M,T,TN):
Es sei (m,n,p) € @>. Gilt n = 0, dann setzen wir F’(m,07,p):
= F{O? (m,0°,p). Im Falle n # O  bestimmen wir schrittweise
n“,p",q aus Q mit F(n,n",0") = 17, F(p,n",p") = 07, F(q,n”,
p’) = m und setzen q = F'(m,n,p). Das Tripel (Q,F,F’) ist ein
Biterndr und es 1aBt sich leicht Uberpriifen, daB (Q,F,F”)
einen Biternarkorper bildet. Es bleibt noch beweisen, daf ¢
ein Epimorphismus von (M,T,T”) auf (Q,F,F") ist: Es sei
T'(a,b,c) = d mit quv 0. Nach unseren Verabredungen gilt
T(b,b",0) = 1, T(c,b",c¢”) = 0, T(d,b",c”) = a und folglich
F(?b,¢bﬂo')= 17, F(?c,?b',?c')= o’, F(yd,?b‘,?cﬁ =
= ¢d = @¢T°(a,b,c). Nach Lemma 1 gilt auperdem @O = 0" und

cf1=1’

Bemerkung. (M,T,T") sei ein Biternarring. Bestimmen wir
nach Satz 1 einen zu (M,T,T’) gehdrigen unvollstandigen Biter-
narring (M, T,T) und nach Satz 2 einen Biternarring (M,T,T ")
zu (M,T,Ty), dann sind (M,T,T7) und (M,T,T"") isomorph.

II -
Definition I. Es seien M eine Menge und t: M3~ M eine
Ternédroperation. Das Paar (M,t) heift ein Terndrring, wenn
folgende Bedingungen gelten:

(K1) Es gibt zwei verschiedene Elemente 0,1 aus M, so
dap t(0,a,b) = t(a,0,b) = b, t(1,a,0) = t(a,1,0) = a fur alle
a,b aus M gilt.

(K2) Zu a,b,c€éM gibt es genau ein x&M mit t(a,b,x) =

Definition II. Ein Ternarring (M,t) heift ein Ternar-
korper, wenn folgendes gilt:
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(K3) Zu a,b,c,déM mit a ¥ ¢ gibt es genau ein x € M
mit t(x,a,b) = t(x,c,d).

(K4) Zu a,b,c,d € M mit a # c gibt es genau ein Paar
(x,y) € M XM mit b = t(a,x,y) und d = t(c,x,y).

Definition III. (Ml'tl)' (M2,t2) seien Ternarringe. Eine
Abbildung ? der Menge My auf die Menge M,
phismus von (Ml'tl) auf (M2,t2), wenn (ftl(a,b,c) = tz(sﬂa,
@b, ¢c) fur alle a,b,c € M, gilt. Ein Epimorphismus ? ist
ein Isomorphismus, wenn @ eine bijektive Abbildung von My
auf M

heipt ein Epimor-

> ist.

Definition IV. Es seien (M,t) ein Ternarring und N eine
Teilmenge von M. Wir setzen a @ r = t(1,a,r) fir alle a &€ M
und r €N. N ist ein Ideal des Ternarringes (M,t), wenn fol-
gendes gilt:

(i) 0 € N.
(ii) Gilt b = a@® r, so gibt es ein r € M mit
a=b®r .

(iii)  Zu a,b,c €M und ry,r,,r; € N gibt es ein r'€ N
mit t(a@rl, b@rz, c® rs) = t(a,b,c)®r”’.

(iv) Gilt t(a, b,xf = t(a,b,x)@ r, so gibt es ein
r'€é Nmit x” = x@r .

Satz I. Es sei N ein Ideal des Ternarringes (M,t) mit
N # M. Setzen wir a = {a ® rlré N} und M/N = {Ela € N}, so
ist M/N eine Zerlegung der Menge M. Setzen wir weiter t'(E,E,
T) = T(a,b,¢) fur alle 3,b,C € M/N, so ist t’: (M/N)> — M/N
eine Ternaroperation und (M/N,t”) bildet einen Ternarring.
Eine Abbildung ¢: M—>M/N mit Pa = a ist ein Epimorphis-
mus des Terndrringes (M,t) auf (M/N,t”).

Satz II. Ist (f ein Epimorphismus eines Ternarringes
(Mg, t4) auf einen Ternarring (M2,t2), dann ist N = {a € M1]
Ga = ?O} ej:n Ideal von (My,t,) mit N # M; und die Ternar-
ringe (M;/N,t"), (M,,t,) sind isomorph.
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Definition V. Es sei (M,t) ein Ternarring und N ein
Ideal von (M,t). Im Satz I beschriebener Ternarring (M/N,t”)
heiBt ein durch das Ideal N bestimmter Restklassen-Ternarring.

Definition VI. Es sei N ein Ideal des Ternarringes (M,t)
mit N # M und (M/N,t”) ein durch dieses Ideal bestimmter
Restklassen-Terndrring. Das Ideal N heifft vollstandig, wenn
fir beliebige Elemente a,b,c,d € M mit a # c folgendes gilt:

(k3)”
a) Es gibt genau ein x € M mit t(x,a,b) = t(x,c,d).
b) 6Gilt t’(x,a,b) = t’(x,c,d) und gleichzeitig t"(x",a,b) =

= t°(x’,c,d), dann X = X".

(ka)”
a) Es gibt ein Paar (x,y) € M X M mit b = t(a,x,y),
d = t(c,x,y).
by 6Gilt B = t7(a.x,y), d = t°(Tc,

y) und gleichzeitig
b=1t(a,x",y"), d=t7(c,x",¥y")

, dann X" = X und ¥* = ¥.
Satz III. Ist N ein vollstandiges Ideal des Ternarringes
(M,t), dann (M/N,t”) bildet einen Ternarkorper.

FUr Beweise von Satzen I - III siehe [é].

Definition VII. Ein Ternarring, der ein vollstandiges
Ideal enthalt, heift ein lokaler Ternarring.

Definition VIII. Es seien (M,t) ein lokaler Ternarring
mit vollstandigem Ideal N und (M/N,t”) ein durch das Ideal N

bestimmter Restklassen-Ternarring. Unter einem (normierten)

affinen lokalen Ternarring versteht man das Tripel (M,t,tl),
wobei t, eine Abbildung der Menge M x N XM in M mit folgenden
Eigenschaften ist:

(0) Fir alle a,d € M und m €N gilt t,(a,0,d) =
= tl(O,m,d) = d, tl(l,m,O) =m.

(1) Fir alle a,c €M und b € N gilt t,(a,b,c) € TC.

(2) Zu a,d € M, b € N gibt es genau ein c-€ M mit d =
= tl(a,b,c).
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(3) 2Zu a,b,c,d€ Mmit a =¢c, b # d gibt es genau ein
Paar (x,y)€ N X M mit a = tl(b,x,y) und c =
= tl(d,x,y).

(4) Zu a,b,d €M und c € N gibt es genau ein Paar
(x,y) € MX M mit y = t(x,a,b) und x = tl(y,c,d).

Satz IV. Unvollstandige Biternarringe und (normierte)
affine lokale Ternarringe sind aquivalente Strukturen.

Beweis. 1. Es seien (M,T,T,) ein unvollstandiger Biter-

narring, (Q,F,F o)) ein unvollstandiger Biternark6rper und

f?: (M,T,TN) - ( 'F'F{O'}) ein Epimorphismui aus Definition
5°. Wegen (Bl), (B2), (B3) ist (M,T) ein Ternarring und wegen
(Bl1) - (B5) zusammen mit Definition 4° ist (Q,F) ein Ternar-
korper. Die Menge N aus Definition 3° bildet nach Satz II ein
Ideal in (M,T) und der Restklassen-Ternarring (M/N,T”) ist zu
(Q,F) isomorph, d.h. (M/N,T") ist ein Ternarkorper. Nach (B4)
und (B5) gelten in (M,T).die Forderungen (K3)" a) und (K4).
a); wahrend (K3)“ b) und (K4)“ b) daraus folgen, dag (M/N,T")
ein Ternarkorper ist. Dies bedeutet, dap (M,T) ein lokaler
Ternarring mit vollstandigem Ideal N ist.

Nun beweisen wir, daf in (M, T,T) die Forderungen (0) -

- (4) aus Definition VIII gelten. Die Forderung (0) folgt un-
mittelbar aus (Bl), und (B2),. Es seien a,c € M und b € N.
Dann gilt ?TN(a,b,c) = F O'L(‘fa’?b' fc) = F{o'}(?a,O',
¢c) = ¢c, also Ty(a,b,c) "€ ¢ und damit ist die GuUltigkeit
von (1) bewiesen. Die Forderungén (2), (3), (4) folgen un-
mittelbar aus (B3),, (B4), und (B6). Dadurch-ist bewiesen,
daF (M, T,Ty) ein (normierter) affiner lokaler Ternarring ist.

2. Es sei (M,t,ty) ein (normierter) affiner lokaler Ter-
narring mit vollstandigem Ideal N. (M,t,t,) ist zugleich ein
Ni = tp. Nach Satz III stellt
(M/N,t”) einen Restklassen-Ternarkdrper mit bedeutsamen Ele-

unvollstandiger Biternar mit t

menten 0,1 dar. Formell definieren wir eine neue partielle
Operation tl':(M/Nx {5} X M/N) = M/N durch die Vorschrift
ti(g,ﬁ,g) = t7(a3,0,c) = c. Nach Definitionen 37, 4° 13Bt sich
leicht Uberpriifen, dap (M/N,t”,t;) ein unvollsténdiger Biter-
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narkorper ist. Nach Satz I ist f:M>M/N it @Qa = a fur
alle a € M €in Epimorphismus des Ternarringes (M,t) auf
(M/N,t"), wobei gn = O flir alle m €N gilt. Nach (1) aus
Definition VIII ergibt sich ¢t,(a,b,c) = TITETBTET =cC =
= ti( ?31—6- (fc) = t;_( q?a, ?b, ?c) und @ ist daher ein Epi-
morphismus von (M,t,ty) auf (M/N,t",t/). Bestimmen wir durch
? eine Aquivalenzrelation ~ auf M, dann ist (M,t,tl) zu
2 normal, weil N = {x EM |x ~y 0} ist und folgende
Implikationen gelten: (K1), (K2)==» (Bl), (B2), (B3); (K3)°
a), (K4)" a) =>(B4), (BS); (4) =>(B6); (0) => (Bl);, (B2);
(2) =»(B3),, (3) =>»(B4),. Somit ist also bewiesen, dap
(M, t,ty) ein unvollstandiger Biternarring ist.
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BITERNARNE OKRUHY A ‘AFINNT LOKALNf TERNARNE OKRUHY

Sounrn

P.Y.Baconova v [1] a autor ve [2}, [3] definovali alge-
braické struktury popisujici Klingenbergovy afinni roviny.
PredloZena poznamka je vénovana ekvivalenci téchto struktur

a v souvislosti s tim také otazce zavislosti axiomd v defini-
ci biternarniho okruhu z [1].
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BUTEPHAPHHE KOJBUA ¥ A®PUHHHE JIOKAJIEHHE
HKOJBLUA

Peazmue

[N.M. BeitkW B /1/ u aBTOp BO /2/, /3/ onpelesujn aixre-
Gpanyeckue CTPYKTYDH, onucHBabmme adduHHHE NAOCKOCTH HAMH-
reHfepra. llpeiJoXerKoe saMevaHUe 3aHMMAETCH BKBUBAJEHT-
HOCTBE 3TUX CTPYKTYD ¥ B CBS3M C 9TUM peHBETCs 3Jechk TOXe
BONpOC B38BUCHUMOCTH 8KCHOM B ONpeAeseHny OSUTEPHBPHOI'GC KOJAb-
ua us /1/.

Author s address:

RNDr. Franti8ek Machala, CSc.
prirodovédeckd fakulta
Univerzity Palackiho
Leninova 2¢

771 46 Olomouc

§SSR /Czechoslovakia/

Acta UPO, Fac.rer.nat., Vol.91,ilathematica XXVII,1988, 25- 37.

37



		webmaster@dml.cz
	2012-05-03T20:17:19+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




