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ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS
FACULTAS RERUM NATURALIUM
1989 MATHEMATICA XXVIII VOL. 94

Katedra algebry a geometrie
pfirodovédecké fakulty Univerzity Palackého v Olomouci
Vedouci katedry: Doc.RNDr. Jiri Rachlnek, CSc.

FASTGEORDNETE AFFINE LOKALE TERNARRINGE
UND PREGEORDNETE BITERNARRINGE

«

FRANTISEK MACHALA

(Vorgelegt am 30.April 1988)

In [3], 4.1 wurden pregeordnete Hjelmslev-Biternarringe
als eine algebraische Beschreibung der pregeordneten affinen
Hjelmslev-Ebenen definiert. Zugleich wurden in [6] fastge-
ordnete affine lokale Ternarringe eingefuhrt, die fastgeordne-
te affine Klingenberg-Ebenen modellieren. (In Definition 11,
[6] werden diese Strukturen als geordnet bezeichnet, aber
wegen [7],[8] zeigt sich besser, sie fastgeordnet nennen.)
In der vorliegenden Note werden die Zusammenhange zwischen
beiden algebraischen Strukturen ausfiUhrlicher studiert.
Durch die Anwendung von Ergebnissen aus [5] wird z.B. ge-
zeigt, da3 pregeordnete Hjelmslev-Biternarringe zu solchen
fastgeordneten (normierten) affinen lokalen Ternarringen

aquivalent sind, die fastgeordnete affine Hjelmslev-Ebenen
beschreiben.
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In diesem Paragraphen bedeutet (M,t,t;) stets einen in [4]
und [5] definierten (normierten) affinen lokalen Ternarring.
Dieser Definition nach ist (M, t).ein lokaler Ternarring mit
einem vollstandigen Ideal N und (M/N,t”) ist ein Restklassen-
-Ternarkorper, Die Elemente von (M/N,t”) werden mit a,b,...

bezeichnet.

Definition 1. Ein normierter affiner lokaler Ternarring
(M, t,ty) hei3t fastgeordnet, wenn die Menge M linear geordnet
ist und folgende Forderungen erfiUllt sind:

(A1) sind v,v’ aus M, dann gilt v § v© D t(a,u,v) §

$ t(a,u,v’) flir alle a,u € M.
(A2) Sind v,v’ aus M, dann gilt v & v~ =>ty(a,u,v) &
$ ty(a,u,v’) fir alle a € M, ue N.
(A3) Es sei i(xl,u,vl) = (X4, UaVg)e t(x2,u,v2) =
= ] < <
t(X5,Ugsvy) und U £ u. Aus u £ ug bfw. ug S u fogt
< — < o <
x, 2 x2<—-)v1 s vy bzw. X, & x2<—>v2 2 v.

(A4) Gilt Yy = t(xl,uo,vo), Yo = t(xz,ug,vo) und Xy =
ti(ygsuive)s Xo = ty(YpaUsvy), dann xg P X, &P vy £ v,

(A5) Gilt x4 = ta(YerUgiVg)s Xo = t(Yosugavy) und
Yy = t(xl,u,vl), Yo = t(xz,u,vz), dann Yq s Yo & vy v

i

5
Die Definition 1 mit folgenden Folgerungen (1); - (5),
sind aus [6] Ubernommen.
(1); Aus (A1) folgt v & v’ &= t(a,u,v) £ t(a,u,v’).
(2)4 Fir u € N gilt v < v'@tl(a,u,v) < tl(a,u,v’),

(3)4 Sind die Forderungen von (A3) erfullt, dann aus
< .
u g oug bzw. ug § u folgt x4 < Xo &= vy < v, bzw,
Xg S Xy &PV, < Vg

(4); Sind die Forderungen von. (A4) erfullt, dann
X4 £ x2<=)v1< Vo ‘
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(5)l Sind die Forderungen von (A5) erflullt, dann
yq < \/2<=)V1 < Voo

Definition 2. Ein normierter affiner lokaler Ternarring

(M, t,ty) hei3t quasigeordnet, wenn folgende Forderungen erfullt
sind:

[OMl] Die Menge M ist linear geordnet.

[OMZ] Fur alle a,c,d,m aus M gilt ¢ < d = t(a,m,c)<
< t(a.m.d).

[OMZ]' Fur alle a,c,d,m aus M mit m = O gilt c<d =>t,(a,
m,c) £ ty(a,m,d).

[OM3] Es seien c,d,m,n,r,s aus M mit m # n, m< n und
t(s,m,c) = t(s,n,d). Dann aus s < r bzw. r < s
folgt t(r,m,c) £ t(r,n,d) bzw. t(r,n,d) £ t(r,m,c).

[OMB]‘ Es seien c,d,m,n,e,s aus M mit m # n und m < n.
a) Ist m# 0, n =0 und ty(s,n,d) = x, ty(r,n,d) = x
t(x,m,c) = s, t(xy,m,c) = r, dann gilt s £ r =>
=>x£< iz bzw. r < s = X5 < Xq .
b) Ist m =0, n# 0 und ty(s,m,d) = x, t,(r,m,d)
)

= s, t(xq,n,c) =r, dann gilt

ot

s<r=x2< Xq bzw. r<s=>x< xv2.

i

[OM4] Ist m=u=70 und t(a;,md;) = by, ty(b,,u,v)
= a; firie {1,2}, dann d; ¢ dy, =>b; < b,.
[oM4]” 1st W = U =10 und ty(a;,m,d;) = by, t;(b;,u,v) =
= a; fir 1 € {1,2], dann d; £ d, = b, £ b,.
[OM] Sind a,b aus M mit @ # 0 und B = 0, dann
a0 <& adhb.

Folgeirungen der Definition 2

(1), Es sei t(a,m,c) < t(a,m,d). Aus d £ c erhalt man
nach [OMZ,_] die Ungleichheit t(a,m,d) < t(a,m,c),
also ein Widerspruch. Aus c = d folgt t(a,m,c) = t(a,m,d), was

wieder ein Widerspruch ist. Deshalb gilt c < d. Ganz ahnlich
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133t sich auch die Implikation ty(a,mc) < ty(a,m,d) =>c < d
beweisen.

(2), Ist t(s,m,c) = t(s,n,d) und t(r,m,c) £ t(r,n,d) mit

m # n, dann gilt entweder s £ r, m <& n oder r { s,

n <& m: Nehmen wir m £ n und zugleich r < s an, dann aus unseren

Voraussetzungen und nach [OMBJ erhalten wir t(r,n,d) £ t(r,m,c),

was ein Widerspruch ist. Daraus ergibt sich s € r, aber die

Gleichheit s = r fihrt wegén m#nund t(s,m,c) = t(s,n,d)

wieder zum Widerspruch t(r,m,c) = t(r,n,d). Somit ist s < r.

Ahnlicherweise n & m impliziert r £ s.

(3)5 Nehmen wir an, da3 die Voraussetzungen von [OMS]' a)
erfullt sind. Sei dabei Xy < Xy. Aus r ¢ s folgt
nach [QMSJ' a) Xy & Xq, was ein Widerspruch ist. Somit soll
s £ r gelten. Im Falle s = r ergibt sich x = t,(s,n,d) = X5
und t(x,m,c) = s = t(xq,m,c), was wegen m # 0 die Gleichheit

x = x, und folglich x, = x, impliziert. Deshalb ist s < r.

Ganz ahnlich 133t sich X5 i Xy =D r £ s beweisen. Auch im Falle
[OMS]' b) gilt x; < Xo =Dr L s, X, & xg =>s L.

(4)2 Nehmen wir an, da3 die Voraussetzungen von [OMAJ

erfullt sind und sei dabei b, < b,. Gilt zugleich

d, < dy, dann erhalt man nach [QM4] b, £ by. somit gilt
d; € d,. Im Falle d; = d, ergibt sich t(a;,m,dy) = by, t;(by,
u,v) = a; und t(az,m,dl) = b2, tl(bz'“'v) = ay, woher nach
(4), Def.9, L4], a; = a, und by = b2 folgt. Daher soll d;< d,
gelten .

Ahnlicherweise ergibt sich b;< b, =>d;< dy auch.im Falle
[oma] .
(5)2 Nehmen wir an, da3 1 < 0 gilt. Wegen t(1,1,0) =
= t(1,0,1) =1 und 0 # T, 1 « 0 ergibt sich nach
[oM3] t(0,1,0) < t(0,0,1), d.h. O & 1 im Widerspruch zu 1< o.
Deswegen gilt O € 1 und wegen O # 1 ist 0 < 1.
(6), Es sei t(m,m",0) = 1. Dann gilt m # 0 und m” # O,
weil (M,t) ein lokaler Ternarring ist. ES sei zu-
satzlich m“< 0. Da t(m,m”,0) = t(0,0,1) =-1 und nach (5), auch
t(0,m",0) < t(0,0,1) gilt, erhalten wir nach (2)z ™ < O. Ganz.
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dhnlich 183t sich 0 < m” =>0 < m und folglich m £ 0 =>n"< 0,
0 m =)0 < m” beweisen. Damit gilt m ¢ 0&pm” ¢ O und
m>0&yn” > 0.

(7), sind a,b,m,n,d aus M mit m # 0 und 0 < m, dann gilt
a < b¢e=yt(a,m,d) £ t(b,m,d): Setzt man t(a,m,d) =
= x, dann ist t(a,m,d) = t(a,0,x) und nach [OM3] ergibt sich
t(b,0,x) < t(b,m,d), also x £ t(b,m,d) und t(a,m,d) t(b,m,d). .
Umgekehrt gilt auch t(a,m,d) < t(b,m,d) =>a £ b.
Im Falle m € O 133t sich ahnlich a £ b&=yt(a,m,d) > t(b,
m,d) beweisen.

(8), Es sei t(m,m",0)
m < n. Dann gilt

t(n,n",0) = 1 mit m # n und
#0, n#0, m" #0, n” #0.
a) Nehmen wir O < m an. Wegen m & n gilt 0 &£ n und
nach (6), ist 0 < m", 0 < n". Aus @ # 0, m ¢ n
erhalt man nach (7), t(m,m”,0) < t(n,m”,0) und folglich t(n,
n®,0) £ t(n,m",0). Wegen t(0,n",0) = t(0,m",0) = 0 und 0 < n
ergibt sich nach (2), n“¢ m°, also 0<& n” < m”.
b) €s sei m ¢ n £ 0 und folglich m” ¢ 0, n” £ O.
Wegen m” £ 0 gilt nach (7); m & n = t(n,m",0)<
< t(m,m",0) und t(n,m",0) < t(n,n”,0). Durch Anwendung von
(2), erhalt man n“< m” und n“< m” < O ahnlich zu a).
c) 1Im Ubrigen Falle m £ 0 £ n gilt m” < 0 £ n” nach
(6)5.

ETH

Satz 1. Jeder (normierte) fastgeordnete affine lokale
Ternarring ist zugleich quasigeordnet.

Beweis, Es sei T = (M,t,t,) ein (normierter) fastgeord-
neter affiner lokaler Ternarring. Wir wollen beweisen, da3 T
die Forderungen [OMl] - [0M4]' und [OM] der Definition 2 ge-
nigt. Die Glltigkeit von [omz], [om2], [oM2]”, [oM4] und [omM4]” folgt
unmittelbar aus (Al), (A2), (A4), (A5) und (1),, (2)4, (4)q,
(5)4-

zu [OMS] Es seien c,d,m,n,r,s aus M mit m # n, m £ n,
t(s,m,c) = t(s,n,d). Nehmen wir dabei s < r an. Es gibt genau
ein w € M mit t(r,n,d) = t(r,m,w). Wegen t(s,m,c) = t(s,n,d)
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und t(r,m,w) = t(r,n,d) ergibt sich ¢ < w nach (A3) und (3)q-
Nach (A1) und (:L)1 gilt dann t(r,m,c) £ t(r,m,w), also t(r,m,
c) < t(r,n,d), was die Behauptung von [OM3] ist.

Im Falle r < s geht man analog vor.

zu [QM 3]° Es seien c,d,m,n,r,s aus M mit m # n und
m< n.
a) Nehmen wir an, da3 die Voraussetzungen von [OMZ]' a) er-
fullt sind, d.h.: m # 0, n =0, ty(s,n,d) = x, ty(r,n,d) = x
t(x,m,c) = s, t(xl,m,c) =r.

2

Es gibt genau ein v & M mit t(x5,m,v) = r. Aus den Gleich-
heiten t;(s,n,d) = x, tl(r,n,d) = Xy, t(x,m,c) = s, t(x2,m,v) =
= r folgt nach (A5) und (5), die Ipplikation s & r =D>c £ v.
Nach Satz 4, [6] 183t sich auf dem Restklassen-Ternarkdrper
(M/N,t") eine Anordnung < durch die Vorschrift a < b¢&=) Juega,
veb, u< v einfihren. Wegen m # 0, n = 0, m < n ergibt sich
daraus m «n, m < O und m < 0. Wegen t(x,,0,r) = t(x,,m,Vv) = r,
t(x4,0,r) = t(xq,m,c) = r und m < O erhdlt man nach (A3)

c <&V =$>%_< X5, was nach Vorangehendem s £ r =$>%_< X5 be-
deutet,

Der Fall b) 1la3t sich ahnlich beweisen.

zu [OM] Durch die Anwendung von (M/N,t”) ergibt sich fur
a # 0, b =0 folgende Beziehungen: a { O0&Da & O&=D>a ¢ b &
&ra £ b,

Satz 2. Jeder (normierte) quasigeordnete affine lokale
Ternarring ist zugleich fastgeordnet.

Beweis., Es sei T = (M, t,t;) quasigeordnet. Wir wollen be-
weisen, da3 in 7"die Behauptungen (Al) - (A5) gelten.

"Wegen v = v© => t(a,u,v) = t(a,u,v’) gilt nach pMZ]
.unsere Behauptung (Al) v £ v =>t(a,u,v) & t(a,u,v’) und die
Behauptung (A2) folgt ahnlicherweise aus [OMZJ'.
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zu (A3) Es sei t(xq,u,vy) = t(xq,u,,vy) und t(xy,usvy) =
= t(XpeUgaVo) Mit U £ UL Aus xg = x, folgt t(xg,u,vq) = t(Xq,
UgiVy) = t(xl.u,va) und daraus v; = v,. Gilt umgekehrt v, =
= Voo dann iSt_f(xl,u,vl) = t(xl,uo,vo), t(x5,U,ve) = (X5, Uq,
Vo) und wegen U # U erhdlt man x; = x, nach (K3) a), [4]

Es sei u $ u U# U i .
o Nachu;éuolstu;éuounduéuo

a) Nehmen wir x14 X, an. Aus t(xl,u,vl) = t(xl,uo,vo) folgt
nach [OM:':] (X0 U,vy) € t(X5,uy,vy) und £(X,,U,vq) < t(X,,
u,vz). Wegen (1)2,ergibt sich daraus vy < Vo

b) Nehmen wir vq < v, an. Nach [OMZJ gilt t(xz,u,vl) < t(x2,
u,v2), also t(XosUsvy) 4 t(xz,uo,vo). Wegen t(xl,u,vi) =

= t(Xq,Uy,V,) und u £ ug erhalt man nach (2), %3 £ %5.
Im Falle ug £ u geht man analog vor.
zu (A4) Es seien Yq = t(xl'”o'vo)' Yy = t(xz,uo,vo),
Xy = tl(yl,:,vll, Xy = ty(yp,U,Vv,). Nach Definition von t,
soll dabei u = O gelten.
1. Es sei X3 = X5 Dann ergibt sich yq = t(xi,uo,vo) =Yy
und ty(yg,4,vq) = ty(yq.u,v,), woher nach (?), Def. 9,
[4] vy =V, folgt, Ist umgekehrt v, = v,, dann unseren Gleich-
heiten nach erhélt man laut (4). Def. 9, [4] x, = x, und

Y4 = Yoo

2. Es sei 'GO = O. Nach [OM4]” und (4), gilt v4 & v, d=dx, &
< Xy )
3. Es sei U g 0. Zuerst nehmen wir u < O an. Da T normiert
ist ([5]), gilt x, = t;(y1.0,%;) und x; = t3(y,,0,%5).
Zugleich ist y; = t(xl,uo.vo), Yo = t(xz,uo,vo). Wegen u, <.0
folgt daher aus [OM3]” a) und (3), vy, <& ys &=>x; & X,. Wir.
setzen x = tl(yl,u,vz) und betrachten die Gleichheiten y, =
= t(Xg,U0aVy)e Yo = t(XpaUg,vy), X = ti(ygauavp), X, = ty (v, u,
vy). Wegen u < 0, U, # 0, U =70 ergibt sich nach [om] ug & u.
Wegen [OM3]“ a) und (3), gilt dann y, < y; &=»x; £ x und nach
fom2], (1), folgt daraus x; & x&=>ty(Yg,Usvy) & T(YgsUsV,) &=
<==>v1 < Voo Gilt 0 £ u,, 'dann ist u £ Yo und durch Anwendung
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von [oM3]7 b), [om2], (1),, (3), erhdlt man schrittweise, wie
oben: Xq £ X, DYy < Yo &%y £ x<=)v1 £ Vo
zu (A5) Es sei x; = tl(yl,uo,vo), Xy = tl(yz'uo'vo)' Yy =
t(XgaUsVg)s Yp = E(X5,u,v,). Analog zu (A4) 1a3t sich y, =
= y, 4=V, = v, beweisen, Ist U = 0, dann folgt die Aquivalenz
Yy & Yo &P Vg L v, aus [OM4] und (4),.

n

Wir nehmen U # 0 an. Nach K3, [4] gibt es genau ein Element
x €M mit vy, = t(x,u,vl). Betrachten wir die Gleichheiten Xy =
=t (YaaUgiVode Xp = t1(YouUgaVe)s Vg = E(XgaUivy)e Yo = t(X,
u,vy) und nehmen wir dabei u < u, an, dann gilt nach [OM3]' a)
und (3), vq & Yo &EDx< X0 Aus u# 0, Uo =0, u< u, folgt nach
[oM] u < O und wegen Yo = t(X,u,vy) = t(X,0,Y,) erhalt man
schrittweise nach [om3], [om2], (1), (2), X< xy =D t(x5,u,
vy) £ t(x2,0,y2) & t(xz,u,vl) £ t(xz,u,vz) &) vy &V,

Im Falle uo< u erhalten wir ahnlicherweise Yq VA Yo &=
= X5 L xXEHvy L Vo

Bemerkung. Nach Satzen 1 und 2 sind fastgeordnete und qua-
sigeordnete (normierte) affine lokale Ternarringe aquivalent.

II

In [2] ist ein Biternarring definiert als eine algebraische
Struktur mit zwei Ternaroperationen T,T  (siehe auch [5]).

Definition 3. Ein Biternarring (M,T,T’) hei3t pregeordnet,
wenn folgende Bedingungen erflUllt sind:
(OM1) Die Menge M ist linear geordnet.

(oOM2) Fur alle a,c,d,m aus M gilt ¢ & d =) T(a,m,c) <
£ T(a,m,d).

(OM3) Es seien c,d,m,n,r,s aus M mit m"f’ n, m<& n und
T(s,m,c) = T(s,n,d). Dann aus s L r bzw. r { s
folgt T(r,m,c) £ T(r,n,d) bzw. r £ s = T(r,n,d)<{
LT(r,m,c).
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(omM4) Gilt T(ay,m,d;) = b, T (b, ,u,v) = a; fur
i e {1,2} und m ~y 0, u ~YO' dann dl £ d2 =)
=>b, < b,.

(OM5) Es gelten auch Behauptungen (OM2)°, (OM3)” und
(OM4)“, die wir durch Austauschung der Ternarope-
rationen T und T® in (OM2), (OM3) und (OM4) er-
halten.

(OM6) Sind a,b aus M mit a 4? 0 und bﬁvyo, dann
ad 0=ya < b,

Bemerkung. Durch kleinere Gestaltungen konnen wir nach
Beweis des Satzes IV, [5] aus jedem (normierten) affinen lo-
kalen Ternarring (M,t,t;) einen unvollsténdigen Biterndrring
herstellen. Dabei verwechseln wir nach [5] die Ternaropera-
tionen t gegen T und die partielle Terndroperation t, gegen T .
Anstatt @ = b bzw. 3 # B schreiben wir a~yb bzw. a 4 b. Ein
unvollstandiger Biternarring (M,T,T”), der die Forderungen

[om1] - [0M4]', [OM] eines quasigeordneten affinen lokalen
Ternarringes (nach durchgefiihrten Anderungen) erflullt, hei3t
auch quasigeordnet. In (M,T,T’) offensichtlich gelten auch die
Folgerungen der Definition 2. Die entsprechenden Bedingungen
(oM1), (OM2), (OM3), (OM4), (OM4)°, (OM6) aus Definition 3 und
foms], [om2], [om3], [om4a], [omMa]”, [oM] aus Definition 2 sind
aquivalent. In pregeordneten Biternarringen deshalb gelten
alle durch die eingeflhrten Bedingungen bewiesene Folgerungen
der Definition 2.

In [5] wurde gezeigt, da3 Biternarringe, unvollstandige
Biternarringe und (normierte) affine lokale Ternarringe aqui-
valent sind. Die Beziehungen aus [5] verwenden wir zum Beweis
der fundamentalen Behauptung, da3 fastgeordnete (normierte)
affine lokale Ternarringe und pregeordnete Biternarringe aqui-
valent sind. Dazu genlgt es nach der vorigen Bemerkung und
nach Satzen 1,2 die Aquivalenz der quasigeordneten unvollstan-
digen Biternarringe und der pregeordneten Biternarringe zu
beweisen.
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Satz 3. Quasigeordnete unvollstandige Biternarringe und
pregeordnete Biternarringe sind aquivalent.

Beweis. 1. (M, T,T") sei ein pregeordneter Biterngrring,
der normal zur Aquivalenzrelation ~y auf M ist, wobei N =
= {x &€ M I xNY'O}. Zu (M,T,T') bestimmen wir nach Satz 1, [5]
einen unvollstandigen Biternarring (M,t,tl), wo t(a,b,c): =
= T(a,b,c) VYa,b,c €M, ty(a,b,c): = T (a,b,c) VYa,cemMmVbean
gesetzt ist. Wir wollen zeigen, da3 in (M,t,tl) alle For-
derungen der Definition 2 erfUllt sind. Nach Bemerkung genugt
es nur [0M2] " und [OM3]° zu bedenken. Da [OM2]” unmittelbar

aus (O0M2)° folgt, es bleibt nur [OM3]' zu beweisen:

a) Es seien c,d,m,n,r;,s aus M mit m £ n, ml'[/., o, nNYo
und ferner sei tl(s,n,d) = X, t1(r,n,d) = Xy, t(x,m,c) = s,
t(x,,m,c) = r. Unseren Verabredungen nach konnen wir die ein-
geflhrten Gleichheiten in der folgenden Form einschreiben:

T°(s,n,d) = x, T'(r,n,d) = Xy, T(x,m,c) = s, T(xq,m,c) = r.
Setzen wir T(m",m,0) = 1 und T(c",m,c) = O, dann erhalten wir
wegen T°(0,m”",c”) = ¢’ und nach (B7) in der Definition des Bi-
ternarringes [2], [5] die Implikationen T(x,m,c) = s =T (s,
m“,¢c”) = x und T(xq,m,c) = r =T (r,m",c") = x, . Wegen m’f’y o,
n~,{0 und m £ n ergibt sich nach (OM6) m £ 0. Aus T(m’,m,0) =
= 1 folgt dann nach (6), m°<& 0 und nach (OM6) ist m” £ n.
Wegen T (s,m”,c”) = T"(s,n,d) gilt nach (OM3)" s ¢ r =T (r,
m’,c’) & T°(r,n,d) und xy € x,. Analog 1a3t sich r < s =
=>x2 < Xq beweisen.

Im Falle b) konnen wir ahnlich verfahren.

2. (M,t,t;) sei ein quasigeordneter unvollstandiger Bi-
ternarring, wo die partielle Ternaroperation ty auf der Menge
M X% N X M definiert ist. (M,t,tl) erweitern wir nach Satz 2,
[5] in einen Biternarring (M,T,T”). Dabei setzen wir T(a,b,c):
= t(a,b,c) Ya,b,c €M, T (a,b,c): = tl(a[b,c) Fa,c € M¥beN
und T*(a,b,c) = d fiir b ¢ N, wo T(b,b",0) = 1, T(c,b",c") = O
und T(d,b",c”) = a ist. Wir zeigen, da3 der Biternarring (M,T,
T°) pregeordnet ist. Dazu genigt es die Gliltigkeit von (OM2)°
und (OM3)° zu beweisen.
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zu (OM2)° Es seien a,c,d,m aus M mit c £ d.
a) Gilt m~p 0, dann T"(a,m,c) & T'(aym,d) folgt aus [OM2]°.

b) Wir nehmen m"l‘yO an und setzen x, = T (a,m,c), Xy = T (a,
m,d). Bestimmen wir Elemente m”,c”,d” € M durch T(m,m”,

0) =1, T(c,m",c”) = T(d,m",d") = O, dann erhalten wir nach

Definition von T die Gleichheiten T(x,,m",c”) = T(x,,m",d") =

= a.

Zuerst sei m°< 0. Da T(c,m",c”) = T(c,0,0) = O gilt, er-
halt man wegen c < d nach [OM3] T(d,m’",c”) £ T(d,0,0), also
T(d,m",c”) < T(d,m",d"). Nach (1), und [OMZ] ergibt sich da-
raus ¢ < d° und T(x2,m',c') < T(xz,m',d'), also T(xz,m',c')L
< T(xl,m',c'). Nach (7), gilt x; < x, und folglich T (a,m,

c) £ T (a,m,d). i

Nehmen wir m° > O an, dann erhalten wir schrittweise
c<d=hd" &’ =DT(xq,m",c") & T(x,,m",¢7) = xy & %,
zu (OM3)° Es sein mAy n, m & n und T (s,m,c) = T (s,n,

d) = x. Ferner sei r € M mit s £ r, Wir setzen Xq = T’(r,m,c)
und x, = T (r,n,d).

a) Es sei m"Py 0 und n~y 0. Setzt man T(m,m",0) = 1, T(c,m”,
¢’) = 0, dann gilt T(x,,m",c”) = r und T(x,m",c”) = s. Aus
mf{‘/q 0, ”"‘i"Y Ound m¢ n folgt m £ 0 und m” & O nach [OM] und
(6),. Wegen m"\by 0 gilt m” & n erneut nach [OM]. Damit ergibt
sich m"aby 0, neopg 0, m“& nund T'(s,n,d) = x, T'(r,n,d) = x,,
T(x,m",c”) = s, T(xl,m',c') = r. Aus [OM3]' a) folgt daraus
Xy & Xy, was T°(r,m,c) < T°(r,n,d) bedeutet.

b) Im Falle m~vyO, nﬁPv 0 gehen wir ahnlich zu a) vor.

c) Es sei mﬂllyo und nrflv 0. Setzt man T(m,m”,0) = T(n,n",
0) = 1 und T(c,m",c”) = T(d,n",d”) = 0, dann gilt s = T(x,m",
¢’) = T(x,n",d”) und r = T(x4,m",c") = T(x,,n",d"). Nach s & r
ist T(x4,0,s) < T(xl,m',c').

Es sei m ¢ O und gleichzeitig x < X4 . Wegen s = T(x,m",

c”) = T(x,0,s) erhalt man nach [0M3] T(xl,m',c') & T(x4.0,8),
was ein Widerspruch ist. Da x # Xq gilt, soll daher Xq £ X
gelten. Ganz ahnlich 0 < m” impliziert x <& Xq .
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Nach (B3) aus [2], [5] gibt es genau ein v € M mit r =
= T(x4,n",v) = T(xq,m",c). Wegen T(m,m",0) = T(n,n",0) = 1 er-
gibt sich nach (8), fir m”,n” drei Mdglichkeiten 0 £ n” & m7
m" <€ 0<n” und n“¢m’<o0.

1, Es sei 0< n” < m°, Wegen 0 & m” gilt nach Vorange-

hendem x < x; und wegen n” < m” folgt aus T(x,,n",v) = T(Xq,
m”,c) nach [OM:S] T(x,m",c")< T(x,n",v), also T(x,n",d”) & T(x,
n“,v). Nach (1), ist deshalb d” & v.

2. Es seim < 0< n”. Wegen m” &£ 0 ist x; < x und wegen

m° < n” erhalt man durch Anwendung von [OM3] d“ & v analog zu 1.

3. Gilt n” & m” < 0, dann ist x; £ x und wegen n” & m’
folgt aus [OM3] v < d7.

Es sei n” £ 0. Dann gilt v < d” und nach [OMZ] ist T(x,,
n“,v) < T(x2,n',d'), also T(x2,n',v) < T(x,,0,r). Da zugleich
T(xg.n",v) = T(x4,0,r) gilt, ergibt sich nach (2), x4 £ X, und
T°(r,m,c) & T'(r,n,d). Ist n° > 0, dann gilt d" ¢ v und T(x5,0,
r) < T(x,,n",v). Aus (2), erhalt man wieder x; < x, und T (r,
m,c) & T (r,n,d).

Bemerkung. Die Behauptungen (OM2)° b) und (OM3)° c) sind
im Teil 2 des vorigen Beweises nur durch die Behauptungen [OM:L] '
[omM2], [oM3] und ihren Folgerungen beweisen. Da (OML), (OM2),
(0M3) 3quivalent zu [omi], [oM2] und [oM3] sind, sind die Be-
hauptungen (OM2)° b) und (OM3)° c) auf (OM1), (OM2) und (OM3)
abhangig. In den Forderungen (OM2)°, (OM3)° der Definition 3

konnen wir deshalb die Falle mn]-oq 0 bzw. '“"‘"Y o, nr‘f-'y 0 weglas-
sen,

P.Y.Bacon definierte in [1] algebraishce Strukturen mit
zwei Ternaroperationen, die affine Hjelmslev-Ebenen beschreiben.
Nennen wir diese Strukturen Hjelmslev-Biternarringe. In [2]
definierte P.Y.Bacon allgemeinere Biternarringe, die affine
Klingenberg-Ebenen beschreiben. Der Verfasser filhrte in [4],

[5] normierte affine lokale Terndrringe ein, die nach [5] zu
Biternarringen aquivalent sind. Die Strukturen, welche in die-
ser Aquivalenz den Hjelmslev-Biternarringen entsprechen, nennen
wir affine lokale Hjelmslev-Ternarringe.

22



In unserer Definition 3 und in [3], 4.1 werden pregeord-
nete Biternarringe und pregeordnete Hjelmslev-Biternarringe
eingeflhrt., Beide Definitionen unterscheiden sich nur dadurch,
da3 in Definition 3 der Axiom (OM6) gefordert wird (abgesehen
von den formellen Bezeichnungen - in Definition 3 schreibt man
n N). Die Behauptung (OM6)

aber gilt in jedem pregeordneten Hjelmslev-Biternarring. Dies

mAsyn, wahrend in [3], 4.1 m ~v

folgt unmittelbar aus [3], Lemma 7, Behauptung 6, wo man be-
weist, da3 a < b < c, an~vsy0, cAyO ——--)brv(,O gilt.,

Aus dem Satzen 1 - 3 erhalten wir also folgendes Ergebnis:
Fastgeordnete (normierte) affine lokale Hjelmslev-Ternarringe,
quasigeordnete unvollstandige Hjelmslev-Biternarringe und pre-
geordnete Hjelmslev-Biternarringe sind aquivalente Strukturen,

Zusammenfassung

In [3] wurden pregeordnete Biternarringe als eine alge-
braische Beschreibung der pregeordneten affinen Hjelmslev-Ebe-
nen definiert und in [6] wurden fastgeordnete affine lokale
Ternarringe eingefihrt, die fastgeordnete affine Klingenberg-
Ebenen modellieren. In der vorliegenden Note werden die Zusam-
menhange zwischen beiden algebraischen Strukturen ausflhrlicher

durch die Anwendung von Ergebnissen aus [5] studiert.

Souhrn ¥

SKOROUSPORADANE AFINNT LOKALNI TERNARNEI OKRUHY
A PREUSPORADANE BITERNARNE OKRUHY

Ve [3] jsou definovany preuspotfddané biternarni okruhy,
popisujici preuspofddané Hjelmslevovy roviny a v [6] skorouspo-
r4dané afinni lokalni ternarni okruhy, které modeluji skoro-
usporadané Kiingenbergovy roviny. V predloZené poznédmce jsou
zkoumany podrobnéji vztahy mezi obé&ma algebraickymi struktura-
mi. Je p*itom vyuZito vysledkd z [S].
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Pespoue

HONYYNOPANOYEHHHE A®SUHHHE JIOKAJBHHE TEPHAPHHE KOABUA
¥ NPEVIIOPSNIOYEHHHE EMTEPHAPHHE KOJBUA

B [3] onpemeasprca npeynopszoueHHNe GNTEepHODHHE KOXBUS,
onxcuBepmme npeynopszodennse EaxnMcaeBoBn adPHEHHE NAOCKOCTE
x » [8] noayynopamouenume adduHRNE XOKGABHNE TePHEPHHE KOAb=
U8, ONNCHBEDMME NMOAYYNOPSAOYEHHNE NXOCKOCTH KamnremGepre.
B NpemroXeHHOM SEMEVeHMM NBYUaDTCH 0oJee NOAPOGHO COOTHOMENNS
MeXZy OTHMM 8ATeSpPENYeCKMMM CTPYKTYDOMN, MpPM MCHOALSOBAHMX
pesyasraroB us [5] .
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