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ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCEfclSIS FACULTAS RERUM NATURALIUM 

1993 Mathematica XX^II Vol.110 

ISOMORPHISMEN VON KONTEXTEN UND 
KONZEPTUALVERBÄNDEN 

FRANTIŠEK MACHALA 

(Vorgelegt am 20. Juli 1992) 

Abstract 
The paper is devoded to some questions concerning isomorphisms 

of context and corresponding concept lattices. For example contexts 
with isomorphic concept lattices are characterised. 

Key words: Context, concept lattice 

MS Classification: 06B05 

Definit ion 1 Ein Kontext ist ein Tripel (G, M, I), wo G, M nichtleere Mengen 
sind und I C G x M. Es sei A C G. Ist A ^ 0, dann 

A! = {m G M | g I m Mg G A). 

Für A = 0 gilt A! = M. Es sei B C M. Ist 5 ^ 0, dann 

£ ' = - { # G G | g I m V m G £ } . 

Für B = 0 gilt J9' = G. Ferner setzen wir A" = (,4')'} H" = ( £ ' ) ' für 
-4 C G, B C M und g' := {g}', m' := {m}' für # G G, m G M. 

Satz 1 Setzen wir Q = {A C G\A = A"), dann die teilgeordnete Menge (Q, C) 
stfelft einen vollständigen Verband dar mit 

f\ Ai = p | At- und \ / A< = ( P) A[\ für A{ eQ Vi G I. 
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Bemerkung 1 Es sei 3 = (G, M, I) ein Kontext. Der zu J gehörige Verband 
(Q,V>A) heißt konzeptual, und wird mit Lj bezeichnet. Es gilt G G Q und 
G ist ein Einheitselement von Li. Zugleich ist M' ein Nullelement von Lg und 
g"', m' G La für alle g EG, m G M. 

Definition 2 Es sei L ein vollständiger Verband. Eine Teilmenge U bzv.V von 
L heißt supremal bzw. infimal dicht in L, wenn sich jedes Element x G L in der 
Form x — \j N bzw. x = f\ P ausdrücken läßt. 

Ivcu Pcv 

Bemerkung 2 Ist o bzw. 1 ein Null- bzw. Einheitselement von L und sind U,V 
aus Definition 2, dann o EU, 1 GV. 

Bezeichnungen Es sei 3 = (G, M, I) ein Kontext. Wir setzen 

Si = {g"\geG}, M , = { m ' | m G M } , 

U3 = 9,U{o}, V5 = M 5 U { 1 } , U,
a = U a U { l } , v ; = VaU{O}, 

wo 0,1 die bedeutsamen Elemente von Lg sind. 

Satz 2 Es sei 3 = (G, M, I) ein Kontext. Die Menge Ug bzw. Vg ist supremal 
bzw. infimal dicht in L<j und es gilt 

g I m <=> g" C m'. 

Beweis Es sei A G Lg. Ist A ^ 0, dann A = Vi.?" I 9 € -4}- Ist A = 0, dann 
A' = M und A = A" = M' = O, wo O = >/{<>}, o G Ug. 

Gilt A' ^ 0 ,dann _4 = /\{m' \m G -4'}. Ist A! = 0, dann A = A" = G = 1. 
Offensichtlich gilt g I m <=> g" Cm''. 

Bemerkung 3 Im Hauptsatz der Theorie von Konzeptualverbänden (R.Wille 
[2]) wird gesagt, daß 9?5-M.J dicht im Verband Lg sind. Diese Behauptung ist 
aber nicht ganz pünktlich. Gilt m1 / G Vm G M, dann G = 1 ^ Mg und 
die Menge Mg ist in Lg nicht infimal dicht. Gilt ähnlicherweise M' = 0, dann 
o = 0, O ^9? und 9a ist nicht supremal dicht. 

Satz 3 Es seien 3 = (G, M, I) ein Kontext und L ein vollständiger Verband. Es 
seien a, ß solche Abbildugen von G, M inL, daßU— aGö{o} bzw. V= /3MU{1} 
supremal bzw. infimal dicht in L sind und g I m <=> &g < ßm gilt. Dann gibt 
es einen Isomorphismus <p der Verbände Lg, L, der eine bijektive Abbildung der 
Mengen 9a, OLG und Mg, ßM mit (pg" = ctg Vg E G und <pm' = ßm Vm G M 
induziert. 
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Den Beweis deuten wir nur an. 

a) Es gilt ag = o <=> g G M ' , ßm = 1 <=> m G G'. 

b) Es sei .r G L, £ 7- 0,1. 
Nach unserer Voraussetzung ist x = \J N — f\ P. Offensichtlich N / {O}, 

jvcu Pcv 
P 7-: {1} und es läßt sich N C aG, P C ßM voraussetzen. Deshalb gibt es 
Ni C G, Pi C M mit aNi = N, /?Pi = P und wir können x = V { a # l # £ 
G Ni} = A{/?m I m € Pi} schreiben. 

c) Es läßt sich x = A { / ^ |nGiV{} = V { ö / l I h £ P{} beweisen. 

d) Nach b), c) ergibt sich z = V{«flf | 9 E Ni} = A { ! ^ m l m € Ni) = V{a/> I * € 
GNi"}, woN{'€ Lö. 

e) Für x / o , l gibt es genau eine Menge A E Lg mit £ = V{ a # I 0 € -4}. 

f) Die Abbildung y? : A[ t~> V W | g G A} für A ^ M ' und M ' i-> O ist ein 
Isomorphismus der Verbände L3, L. 

g) Es sei 0" G Sa- Nach f), b), c) gilt <pg" = V M I A € 0"} = A{0m I m G g'}. 
Zugleich ist aber ev# = V{Q:öp I 9 £ {g}} = f\{ßm \m £ g'}. 
Daraus folgt ^#" = ag. Ganz ähnlich läßt sich ipm' = /im Vm' G .Mg beweisen. 

Bezeichnungen Es seien Ji , J2 Kontexte. Ein Symbol 

(L3l,%,Mh) ~ (Lj 2 IS a 2 ,M, 2 ) 

bzw. 

( I J ^ U J ^ V J , ) ~ (Lj2,1Ij2!VJ2) 

bzw. 

( ^ . . U ^ V , . ) ~ (Lj2,U'32,VJ2) 

bedeutet, daß ein Isomorphismus der Verbände Lg,, Lg2 existiert, der bijektive 
Abbildungen der Mengen 9g3 , 3g2 und Mg., Mg2 bzw. lXj1, lXg2 und Vjx, Vg2 bzw. 
Uj^.lXj und V ^ . V ^ induziert. 

Bemerkung 4 Es gilt (Lgx, Sj , M3 l) - (Lg2, So2, Mg3) => (L3l .Uj- , VjJ £f 
~ (Lg2)Ug2,Vg2) => ( l a ^ U ^ j V j J ~ ( L j 3 , U ' v V 3 J . Die umgekehrten Implika
tionen gelten im Allgemeinen nicht. 

Definition 3 Es seien Ji -= ( G i , M i , I i ) , J2 = (G 2 ,M 2 , I 2 ) Kontexte. Eine 
Abbildung p : Gi U Mi —> G2 U M2 heißt Homomorphismus von Ji in J2, wenn 
pGi C G2 pMi C M2 und g Ix m •=> pg I2 pm gilt. Ein Homomornsmus 
P > Ji —+ J2 ist ein Isomorphismus, wenn p bijektive Abbildungen der Mengen 
Gi, G2 und Mi, M2 induziert mit pg I2 pm ==> # Ii m. Sind die Kontexte J i , J2 

isomorph, so schreibt man Ji ~ J2. 
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Definition 4 Ein Kontext 3i = (G i ,M i , I i ) ist Teilkontext von 3= (G ,M , I ) , 
wenn 

Gi C G, Mi C M und Ii = I PI (Gi x Mi). 

Ein Kontext 32 ist in 3 eingebettet, wenn es einen Teilkontext von 3 gibt, der zu 
32 isomorph ist. 

Definition 5 Ein Kontext 3 = (G,M, I) ist bereinigt, wenn 

0" ~ h" => g - h fün g,he G, 
m! = n' =-> m — n für m,n £ M. 

Konstruktion 1 Es sei 3 = (G, M, I) ein Kontext. Auf G definieren wir eine 
Äquivalenzrelation g ~ h <ä> g" — h". Die Klassen von ~ bezeichnen wir mit 
g,h,... und die Klassenmenge mit G. Ahnlicherweise definieren wir m ~ n <ä> 
<=>. m' = n' für m, n G M und bezeichnen m, n , . . . G M. 
Sind g,h E G, m,n G M mit g — h, m — n gegeben, dann 

j / / m <=t> g" C m' <=> /i" C n' <=> hin. 

Damit können wir eine Relation I C G x M durch die Vorschrift g I m <-> 
<=> g I m definieren und folglich einen Kontext 3 = (G, M, I) erklären. 

Bemerkung 5 Der Kontext 3 ist ein maximaler bereinigter Kontext, der in 3 

eingebettet ist. Es gilt 5 = 3. 

Theorem 1 Sind'Ji, 32 Kontexte, dann gilt 

3 i - 3 2 < = ^ ( L ? 1 , g 3 l , M a i ) - ( L a 2 J g j 2 , M a 2 ) . 

Beweis 1. a) Es seien 3 = (G, M, I) ein Kontext und 3 der zu 3 nach Kon
struktion 1 bestimmte bereinigte Kontext. Nach Satz 2 sind die Mengen IX5 = 
= 3j U {ö}, V5 = Mg U {1} in Lj dicht. Definieren wir Abbildungen 

a : G 1—> Lj mit a . g \-+ g" \fg G G, 

/? : M t—• Lj mit /? : m H-> m' Vm G M, 

dann a G =g 5 , /?M = M 5 und K5 = « G ü { ö } , V5 = /?MU {!}. Offensichtlich gilt 
g I m <& ag < ßm und nach Satz 3 erhalten wir (L3, S3, Mj) ~ (L5, Sj, M5). 

b) Es seinen 3i, 32 Kontexte mit 3i ~ 32 . 
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Dann gilt (L5 l , %,M5l) ^ (L5a, S ^ M j J . 
Nach a) ist (L3l,93l,Mh) ~ (L5 l , S 5 l ,M 3 l ) , (Lj a , Sa2 ,M,2) - (L5a, S ^ M ^ ) 
und folglich ( L ^ S ^ M i J - (Lj3 , Sa2 ,M32). 

2. Es sein 3,- = (G,-, Mt-, I;), 3; = (G;,M t-,I t) für i G {1,2}. Die Abbildung ' 
werden wir in 3i rechts und in 32 links zeichnen. Nehmen wir (Lj1,Q^l,JA'j1) ~ 
— (Lj2, Sa 2 ,^3 2 ) a n - I n diesem Falle gibt es einen Isomorphismus <f> : Lj1 i—• Lg2, 
der bijektive Abbildungen a : S:h •—• Sa2, /? : M ^ I—> Mi2 , induziert. Dann 
sind p : g \-+ g" Mg G Gi, a : "h i—• b V "/i G Sa2 bijektive Abbildungen der 
Mengen Gi ,82 und Sa2> ^2 und ^ = cra p ist eine bijektive Abbildung von Gi, G2. 
Ahnlicherweise läßt sich eine bijektive Abbildung 77 von M\,M2 bestimmen. 
Dabei gilt 

g Ii fh <$ g Ii m «-> g" C rri <£> ag" C /?m' <£• 

& "h C 'n <& h I2 n <$ h I2 n <$ (;g I2 nfh. 

Das Paar (£,77) bestimmt einen Isomorphismus der Kontexte Ji,32-

Definit ion 6 Ein Kontext 3 = (G, M, I) heißt trivial, wenn der zugehörige 
bereinigte Kontext 3 = (G, M, I) durch G = {#}, M = {fh} und g I fh definiert 
ist. 

B e m e r k u n g 6 Ein Kontext 3 = (G,M,I) ist trivial genau dann, wenn der 
Verband Ly einelementig ist. 

Definit ion 7 Ein bereinigter Kontext 3 = (G,M,I) heißt geöffnet, wenn 
a' -/ M V# G G und m' / G Vm £ M gilt. 

K o n s t r u k t i o n 2 Es sei 3 = (G,M,I) ein Kontext, der nichttrivial ist. Wir 
bestimmen einen bereinigten Kontext 3 = (G, M, I) nach Konstruktion 1. Dann 
gibt es in 3 höchstens ein Element h G G bzw. n £ M mit tV = M bzw. 
n' = G. Da 3 nichttrivial ist, gilt G - {h} 7- 0, M - {n} 7- 0. Wir betrachten 
einen Kontext #(3) = ( G ^ M 1 , / 1 ) mit Gl = G bzw. M 1 = M, wenn kein 
Element h G G bzw. n £ M mit den beschriebenen Eigenschaften existiert 
und G1 = G - {/i} bzw. M 1 = M - {n} im umgekehrten Fall. Dabei gilt 
I1 = ln(Gl x M1). 
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Bemerkung 7 Der Kontext R('J) aus Konstruktion 2 ist ein maximaler geöffne
ter Kontext, der in 'J eingebettet ist. Es gilt 

R('J) = fl('j) und R(X('J)) = R('J). 

T h e o r e m 2 Sind'Ji, 32 nichttriviale Kontexte, dann 

Xi'Jx) ~X('J2) <=>(LJl1U,1,Vjl) ~ (La2,Ua2,Va2). 

Beweis 1. Es seien 'J = (G,M, I) ein bereinigter nichttrivialer Kontext und 
R('J) = {Gl,Ml,Il) der zu 'J gehörige geöffnete Kontext. Die Null- und Ein
heitselemente der Verbände Lj, L.'R(i) bezeichnen wir mit Oi,li und O2,l2. Es 
gilt O2 £. 9rR(5)j I2 ^ -M!̂ (a). Im Kontext 3 bzw. R('J) bezeichnen wir wieder die 
Abbildung ' rechts bzw. links. 

a) Wir nehmen an, daß es Elemente h G G, n G M mit h' = M und n' = G 
gibt. Dann gilt h" = o l f n' = li und Ua = Sa, V3 = Mi. Wir betrachten die 
Abbildungen 

a :G y-± L^3) mit a : g H-> "g Vg G G1, h *—> O2, 

/5 : M 1—> L#(a) mit ß :m*~+'m Vm G M1, n ,J—> 12. 

Es gilt a f f = S.*(a) U {O2} = U^a), /?M = M ^ ) U {12} = V%{3). 
Für # GG 1 , m G M1 ist 

g I m & g I1 m &"g C'm <$ ag < ßm. 

Ferner ist h I m Vm G M und zugleich ah = O2 < x V# G L:R(a), also 
a/i < ßm Vm G M. Gleichermaßen gilt g I n Vg £ G und ag < ßn V</ G G. 
Nach Satz 3 gibt es einen Isomorphismus <p : L3 1—• Lo^a), der bijektive Abbil
dungen der Mengen Sa><*G und Mi,/?M induziert Wegen Sa = Ua, Ma = V3 

und a G = U%(3), /3M = Vfl(a) induziert <p auch bijektive Abbildungen der Men
gen UJ,UTJ(3) und V g . V ^ ) . 

b) Wir nehmen an, daß es ein Element h G G mit h' = M gibt und zugleich 
m' ^ G Vm G M gilt. Dann ergibt sich M1 = M und /i" = Oi G Sa, l i 0 -Ma, 
also Ug = SJ ur-d Vg = M3 U { l i } . Wir betrachten Abbildungen 

a:g*-+"g Vflf G G1, /i.—> O2 und ß:m\-+'m Vm£M. 

Es gilt a G = S:R(a) U {O2} = UÄ(a) und /5M = M^ ( a ) , also VÄ(J) = ßM U {12}. 
Wieder gibt es einen Isomorphismus <£> : L(i) »—> L ^ ) , der bijektive Abbildungen 
der Mengen Sa,<*G und Mi,/?M induziert. Wegen U3 = Sa und a G = U^3) 

induziert <p auch eine bijektive Abbildung der Mengen U3)UR(3). 
Wegen <pl\ = 12 und l i £ Ma, 12 §_ M^n) induziert y? eine bijektive Abbildung 
der Mengen V3 = Ma U { h } , V^ g ) = ßM U {12}. 
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c) Gibt es n £ M mit 'n ' = G und zugleich gf g M Vg E G, dann verfahren 
wir analog zu b). 

d) Es sei g' £ M Vg E G und rri ± G Vm E M, also J = 31(3). Dann 
U^ = U^(a), V3 = Vfl(g). 

2. Es sei J ein nichttrivialer Kontext. Nach Theorem 1 gilt (LI,SJ,MJ) ~ 
~ (L5,Sjj,Mj) und nach Bemerkung 4 folgt daraus (LT,U5,V3) ~ (LJ,UJ,VJ). 
Nach 1 ist (£,5,1X5, V5) ~ ( L ^ U ^ ) , V ^ j ) ~ (L^(3),U^(3), V^j)) . 

3. Es seien Ji , J2 nichttriviale Kontexte mit ^R(Ji) ~ ^(J 2)- Offensichtlich ist 
(Lwp^Ujuh),V^jj)) ~ (Lii(32))U'R(3a),V^(32)). Nach 2 gilt 
(ia-.-Uj^VgJI ~ ( ^ ( a o , ^ ^ ) ^ ^ , ) ) , (Lja,Uaa,Vaa) ~ (L^32),U^32), VÄ(3a)), 
a l so (L a i J U a i ,V a i ) - .L a a ,Ua a ,Va a ) . 

4. Es seien Ji = ( G i , M i , I i ) , J2 = (G 2 ,M 2 ,7 2 ) nichttriviale Kontexte und 
nehmen wir an, daß (Fa1,Uq1, V3l) ~ (Lja,U;ja, V3a) gilt. Dann gibt es einen 
Isomorphismus <p : L3l 1—> Lg2, der bijektive Abbildungen cv : U^ >-+ Ug2, 
ß :Vjx *-> Vj2 induziert. Dabei gilt e*Oi = O2, ßU == h - Die Abbildungen c*,/? 
induzieren weiter bijektive Abbildungen ä,ß der Mengen U^ , U^2 und V^, V^ 
durch die Vorschrifte äg" = a#" Vg E Gi mit ä(Oi) = O2 im Falle Oi £ S^ 
und ßrri = ^m 7 Vm G Mx mit ß(U) = I2 im Falle lx £ jYt5l. 

In den Kontexten #('Ji), # p 2 ) gilt Oi g S Ä ^ ) , l i £ -M»(ao» Ö2 £ SrR(32), 
I2 S- MÄ(aa). Wegen U5l = U ^ ) , u ä a = ^ ( a a ) , V9l = V^ ( a i ) , V5a .= VÄ(ja), 
induzieren ä,ß bijektive Abbildungen der Mengen S.'R(.Ji), S^(32) und M ^ o , 
M^(?2). Ähnlich wie im Teil 2 des Beweises von Theorem 1 beweisen wir Ol(J\) ~ 
*X(h). 

Definition 8 Ein Kontext 3 ist Ol-trivial, wenn für Ä(3) = (Gl,Ml,Il) gilt 
G1 = {g}, M 1 = {m}, I1 = 0. Ein Kontext 3 ist V-trivial, wenn er entweder 
trivial oder !R-trivial ist. 

B e m e r k u n g 8 Ein Kontext J ist IR-trivial genau dann, wenn der Verband L3 
zweielementig ist. Ein Kontext J ist nicht .P-trivial genau dann, wenn L3 min
destens drei Elemente enthält. 

Definition 9 Ein geöffneter Kontext J = (G, M, I) ist perfekt, wenn gilt 

1. 3h E G , V = 0 = > 3m E M, m' = G - {h}, 

2. 3n E M, m' = 0 = > 3g E G, g' = M - {n}. 
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Konstruktion 3 Es sei 3 = (G, M, I) ein geöffneter Kontext, der nicht ^-trivial 
ist. Da 3 bereinigt ist, gibt es höchstens ein Element h £ G bzw. n £ M mit 
h! = 0 bzw. n' = 0. Gibt es ein solches Element, dann setzen wir 

G2 = G - { / i } und M2 = M-{n}. 

Wir betrachten folgende Möglichkeiten: 

(1) Es gibt h £ G, h' = 0 und zugleich gibt es m£ M, ml = G2. 

(2) Es gibt h £ G, A' = 0 und es gilt m' / G2 \frn e M. 

(3) Es gibt n E M, n' = 0 und zugleich gibt es g € G, g' = M 2 . 

(4) Es gibt n £ M, n' = 0 und es gilt </ / M 2 Vg £ G. 

(5) <;' ?- 0 V</ £ G. 

(6) m' 7- 0 Vm £ M. 

Wir definieren einen Kontext 9(3) folgenderweise: 

a) Gilt (1), (3) bzw. (1), (6) bzw. (3), (5) bzw (5), (6), dann 9(3) = 3. 

b) Gilt (2),^(3) bzw. (2), (6), dann 9(3) = ( G 2 , M , I 2 ) . 

c) Gilt (1), (4) bzw. (4), (5), dann 9(3) = (G, M2,12). 

d) Gilt (2), (4), dann 9(3) = ( G 2 , M 2 , I 2 ) . 

Die Relation I2 ist stets durch I induziert. 

Bemerkung 9 Es sei 3 = (G,M, I) ein Kontext, der nicht .P-trivial ist. Zu 3 
ordnen wir nach Konstruktionen 1-3 die Kontexte 3, 01(3), 9(51(3)) und set
zen 9(3)=9(3l(3)). Dann ist 9(3) ein maximaler perfekter Kontext, der in 3 
eingebettet ist. Dabei gilt 9(3) = 9(3) und 9(9(3)) = 9(3). 

Theorem 3 Sind'J\, J2 Kontexte, die nicht 9-trivial sind, dann 

3>(30 ~ -?(h) *=> (Li^KXj =- (Lh,K, V3ä). 

Beweis 1. Es sei J = (G,M,I) ein geöffneter Kontext und L3 der zugehörige 
Verband mit den bedeutsamen Elementen 0,1. Dann ist O ^ 9a, 1 0 -Mi. Zuerst 
wollen wir (Lj,Uf

3,V
f
3) ~ (Ly^^U'rpp), V y ^ ) beweisen. Die Abbildung ' unter

scheiden wir in verschiedenen Kontexten damit, daß wir sie wie rechts sowie 
links zeichnen. 
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a) Wir nehmen an, daß J die Forderung (2) aber nicht (4) erfüllt. Dann gilt in 
J entweder (3) oder (6) und folglich 3>(3) = (G2, M, I2). Gilt (3),dann ri = 0 = O 
und O G Mq. Im Falle (6) ist O ̂  Mq. Daher erhalten wir Uq = Si U {O} = Uj 
und V3 = M3 U {1}. Gilt (3) bzw. (6), so % = V3 bzw. Va = Vg U {O}. 

Im Kontext CP(J) gilt offensichtlich O2 ̂  So>(a)5 I2 ^ 3Vta>(5)- Aus (2) folgt 
dabei 12 ^ S^j). Wir erhalten Uo>(?) = S?(a) U {O2} und U ' ^ = Ug>(q) U {12}. 
Analog zu 3 gilt V^(i) = My(3) U {12} und für (3) bzw. (6) dann Vyn\ = Vg>(j) 
bzw. Vy(3) = Vj>(3) U {O2}. Erklären wir eine Abbildung cv : G f—> Lg>(j) mit 
<* : .7 *-* "9 V# G G2, /i »-* 12, dann ist x = Sy(a) U {12} = U'wjy Für 
/? : m 1-» 'm Vm G M ist /5M = JVC^T) und Vg>(j) = /?M U {12}. Die Mengen 

a G U {O2}, ßM U {12} sind in Lo>(5) dicht. 
Sind g G G2, m £ M, dann 

( / I m <£> g I2 m <£> "(/C 'm & ag < ßm. 

Es gilt h I m Vm G M. Nehmen wir dabei ah < ßm an, dann 12 < ßm, 
also ßm = 12, was ein Widerspruch zu 12 0 IMpp) ist. Nach Satz 3 gibt es also 
einen Isomorphismus <p : Li 1—» Ly(j) mit t^gj = aG, ypjVCq = ßM, woher folgt 

<pU'3 = <pU3 = <p(9o U {O}) = ^ U {O2} = aG U {O2} = U^g). 

(Die Gleichheit <pUj = Uo>(T) ist aber nicht erfüllt, weil 1 G Uq und <̂ 1 = 12 ^ 
0 Uo>(j) gilt.) Zugleich ist 

<pV3 = <p(M0 U {1}) = ßM U {12} = M a w U {12} = Vm 

im Falle (3) und 

<pVf
0 = <p(M, U {1} U {O}) = Mm U {12} U {O2}) = V'm 

im Falle (6). Damit erhalten wir (L j .U^Vj) ~ (Ly(a), UL-n, V L l 

b) Gilt in 3 die Forderung (4), aber nicht (2), dann ist 9(J) = ( G , M 2 , I 2 ) 
und es läßt sich mit Benutzung von a,ß ähnlicherweise wie in a) verfahren. 

c) In 3 gilt (2), (4), also 3>(3) = (G2, M 2 , I2). 
Durch die Abbildung a bzw. /?, die nach a) bzw. b) definiert ist, bestimmen wir 
einen Isomorphismus <p : Lj y—> L.p(i), der die verlangten Eigenschaften hat. 

2. Es sei J ein Kontext, der nicht .P-trivial ist. 
Dann gibt es Kontexte 31(3), 3>(3). Wegen 3l(J)=3l(R(J)) gilt nach Theorem 2 
(LT,Ua,Vq) ~ ( £ Ä ( J ) , U ^ a ) , VÄp)). Nach Bemerkung 4 ist dann (L^U'^Vj) ~ 
~ (I'rR(3),li^(a),V^(3)). Aus dem ersten Teil unseres Beweises ergibt sich 

(-£Ä(J)>Ma(3),VÄ(3)) ~ (i-lP(Ä(3)),Uy(Ä(3))>^lP(K(3)))-

Wegen 3>(3t(3))=3>(3) gilt dann (Lg,Ua,Va) - (LmiU'n3)iV'm). 
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Es seien Ji, J2 Kontexte, die nicht 9-trivial sind mit 3>(3i) ~ 0>(J2). 
Offensichtlich ist ( i t p f a i ) , ^ ^ ) , V-p^j) ~ (£-?(J2)>^>(:72)> V y ^ ) u n d nach Vo
rangehendem gilt ( I j ^ U j ^ V ^ ) ) ~ ( / - ox jo .U^ j jV^ j j ) ) , (£33iWja,Vja) ~ 
— (^O)(32)'^D>(52)> Vy(j2)). Daraus erhält man endlich 

(L3l)U
f
3lXj^Lj2iU

f
hyhy 

3) Es seien 3i = ( G i , M i , I i ) , J2 = (G 2 ,M 2 , I 2 ) geöffnete Kontexte, die 
nicht IR-trivial sind und nehmen wir (Ljl,U'3l, V^) ~ (L^ .Uj ,Vj ) an. Sind 
oi, l i G L^ und O2,12 G Lj2 bedeutsame Elemente von Lj1} Lg2, dann Oi $? 9 7 l , 
l i 0 M j l f O2 0 9a2, I2 0 Ma2. Dabei gilt 

3hi eGu h[ =0<-> l i € S 3 l , 3ni G Mi, n'x = 0 <=> 0l G 3 % 

und ähnlicherweise für J2. Wir bezeichnen G\ = Gi bzw. G\ = Gi — {/ii}, wenn 
es kein Element bzw. genau ein Element bi G Gi mit h\ = 0 gibt. Die Mengen 
M\,G\,Ml und Kontexte 3? = (G?, Mf2, I2), 3?, = ( G i , M 2 , I 2 ) definieren wir 
in analoger Weise. Es gilt 

Sa2 = U j 1 - {O i , l i}, 9j2 =U'h - { O 2 , l 2 } , 

M5? - V'3i - {Oi, l i } , M,2 = V^ - {O2,12}. 

Unserer Voraussetzung nach gibt es einen Isomorphismus <p : L3l 1—* Lg2, der 
bijektive Abbildungen a : Uj 1—• U^ , /? : V^ 1—• V^ induziert. Wegen 
y?oi = O2, y>li = 12 induziert (p auch bijektive Abbildungen der Mengen 9u2, 9a2 

und M52, .M52. Die Abbildung £ : g i-> #" 1—> a#" = "k »-> k V# G G2 von G2 

auf G2 ist bijektiv. Analog läßt sich die bijektive Abbildung n : m 1-» m' .-* 
1—• /5m7 = fgh->g von M 2 auf M 2 definieren. Dabei gilt für g G G2, m G M 2 : 

# Ii m «-> # Ii m <£> g" C m' <=> <*(/" Cf?m' <=> 

<£> "k C 'q «=> k I2 q <=> k l\ q <-> £g I| ?]m. 

Bestimmen wir eine Abbildung 7 : G2 U M 2 1—> G\ U M 2 durch die Vorschriften 
yg = £g Vg G G2, 7m = nm Vm G M 2 , dann ist 7 ein Isomorphismus von 

1' 2 ' *-"S0 J1 —- J 2 • 

a) Wir nehmen l i G SJ 1 , Oi G M 3 l , l 2 G 9j2,O2 G Ma2 an. Dann gibt es 
Elemente /ii G Gi, /i2 G G2, ni G Mi, n2 G M2 mit Äj = '/i2 = n\ = 'n2 = 0. 
Der Isomorphismus 7 : J2 H-> J2, läßt sich in einen Isomorphismus von J i , J2 

durch h\ H-> /I2 , ni \—• n2 erweitern. Gilt daher in 3i manche aus den Eigen
schaften (l)-(4), dann gilt diese Eigenschaften auch in J2. Erfüllen 3i, J2 die 
Eigenschaften (1), (3), dann 

31=^(31) , 32 = 3>(32) und ?(3i) - 1P(32). 
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Gelten in Ji , i2 die Eigenschaften (2), (3), dann 

7(h) = (GlM1,l
2
1), nh) = {G\,M2tll). 

Der Isomorphismus 7 läßt sich in einen Isomorphismus von .P('Ji), 3^2) durch 
h\ 1—> h2 erweitern. Analog verfahren wir im Falle (1), (4). Gilt (2), (4), dann 
fi>('i\) = 3 l 5 9(d2) = J2, und folglich 3>(3i) - 0>(J2). 

b) Nehmen wir l i ^ 83,, °i € Mg,, 12 G Sn2, 02 G My2 an. Es gibt Elemente 
h2 G G2, ni G Mi, n2 G M2 mit 'h2 = n\ = 'n2 = 0 und 3} erfüllt (5). In 
J2 gilt entweder (1) oder (2). Zuerst nehmen wir an, daß (1) gilt. Dann gibt es 
m G M2 mit 'm = G\. Wegen m G M2

2 gibt es q G Mf2 mit q' = G\ = G\, 
weil 3f, 'J2 isomorph sind. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, daß Ji geöffnet 
ist. In J2 gilt daher (2). Da 'Ji die Eigenschaft (5) hat, können hier nur (3) oder 
(4) gelten. Zuerst nehmen wir an, daß (3) gilt. Dann .P('Ji) = Ji und es gibt 
g G G\ mit gf = M{\ Aus g G G\ erhalten wir mittels des Isomorphismus 7, 
daß in G\ ein Element k mit 'k = M | existiert. In 'J2 gilt dann auch (3), woraus 
T(32) = (G\,M2,l\) folgt. Der Isomorphismus 7 läßt sich durch n\ t—> n2 in 
einen Isomorphismus von 'i\, .P(J2) erweitern, was ^(J i ) ~ ^(^2) bedeutet. 

Gilt in 'i\ die Eigenschaft (4), dann gilt (4) auch in 'i2 und daraus folgt 

9(i\) = (G\, Ml I|), ?(32) = (Gl Ml L|). 

Wegen rP(^1) = 3?, 0>('J2) = i\ erhalten wir 3>(3X) ~ ?(32). 

Ahnlicherweise wie in a), b) prüfen wir noch folgende Fälle nach: 

c) l i G S a , , 0 i g M 3 l , l 2 G S a 2 , o26JVt3a, 

d) l i G S a n o\<£M3l) 1 2 £ S : J 2 , 02GMg2 , 

e) l i £ S : h , Oi^Ma,, 1 2GS3 2 , o2eM3^ 

f) l i ^ S a l 5 01 <£M3l) 12GS^2 , o 2 ^ M 3 2 , 

g) h ^ S ^ , o\£M3l) l 2 £ S : i 2 , 02GMa2 , 

h) l i g S j - , o i ^ M a n l 2 ^ S a 2 , o 2 ^ M a 2 . 

4) Es sei (Lg., IX^ , Vf
3i) ~ Lg2, IX'̂ , Vg2), wo 3i, 32 nicht ^-triviale Kontexte 

sind. Es läßt sich leicht (L^^U^y Vf^(0l)) ~ (I-oi(aa),Ui(a2)»
 v*(32)) zeigen. 

Nach Teil 3 erhalten wir dann !P(Ä('Ji)) ~ ?(#(J 2 ) ) und 0>(3i) ~ 9(h). Damit 
ist der Beweis des Theorems 3 beendet. 

Es sei L ein vollständiger Verband mit bedeutsamen Elementen 0,1. Ferner 
sei IX bzw. V eine supremal bzw. infimal dichte Teilmenge von L. 

a) Wir betrachten einen Kontext 3jr, = (IX, V, I), wo 

g I rn <=> g < m für g G IX, m G V. 
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Zu JL ordnen wir den Verband LiL . Wir definieren die Einbettung a bzw. ß der 
Menge U bzw. V in L durch die Vorschrifte ag = g, ßm = m. Nach Satz 3 gibt 
es einen Isomorphismus 

<p : LjL H-> L mit <£>#" = a# = g V<7 G U, <pm' = /?m = m Vm G V. 

Dieser Isomorphismus induziert bijektive Abbildungen der Mengen S:J2, <*& = : U 
und Mj L , /?V = V. Daraus folgt, daß JL ein bereinigter Kontext ist. Wegen 
OL G SÜL , U G MgL gilt QH = IX3L und M?L = V 5 L . 

b) Wir nehmen an, daß L mindestens zwei Elemente enthält und betrachten 
einen Kontext JL = (IX — {O}, V - {1}, I1), wo I1 die zugehörige Restriktion von 
I ist. Es gibt einen Isomorphismus 9?1 : L3i 1—• L, der bijektive Abbildungen der 
Mengen 3:p , U — {O} und M-ji , V - {1} induziert. Die Mengen Si1 , M31 sind 
in Lai nicht dicht. 

c) Wir definieren einen Kontext JL = (IX', V , I2), wo I2 durch < erklärt ist. 
Auch in diesem Falle gibt es einen Isomorphismus <p2 : Lj2 1—• L, der bijektive 
Abbildungen von SJ2 , U! und JYt̂  , V' induziert. 

Es sei J = (G, M, I) ein Kontext. Nach Vorangehendem bestimmen wir einen 
Kontext JLj = (t-j , V3, Li) und den Verband LqLi. Es gibt einen Isomorphismus 
der Verbände LyLtj, Li, der bijektive Abbildungen der Mengen U/j, U5L7 und Vn, 
VjL induziert. Es gilt (Lj,1ia,Vi) ~ (L3L;?, iijL:7, V^L ). Ist J nicht trivial, dann 
gilt'nach Theorem 2 #(J) ~ 1R(JL.). 

Prüfen wir in dieser Weise auch die übrigen Fälle, erhalten wir folgende 
Möglichkeiten: Es sei J ein Kontext. 

1. Es sei JL = (Sa, Mi, I1). Dann J ~ JL , wo J, JL bereinigte Kontexte nach 

Konstruktion 1 sind. Wegen JL = JL erhalten wir J ~ JL . 
2. Nehmen wir an, daß J nichttrivial ist. Gilt JL = (Ua, Vi, I), dann R('J) ~ 

- ^ Ä ( J L ) . 

3. Nehmen wir an, daß J nicht 9-trivial ist. Gilt JL = (U'3) V'g, I
2), dann 

HVxVQl). 

Bemerkung 10 In manchen Artikeln, die den Kontexten gewidmet sind, findet 
man einige Ungenauigkeiten vor. Z. B. im Artikel: M. Erne: Distributive Laws 
for Concept Lattices [1]: 
1. Die Mengen J0, M0 (SA) sollen nicht dicht sein. 
2. Auf der Seite 4 wird ein L-Kontext L = (J, M, <) definiert, wo J bzw. M 
supremal bzw. infimal dichte Menge in vollständigem Verband L ist. Auf der 
Seite 5 wird eine Behauptung eingeführt: "Ein Kontext ist bereinigt, wenn er zu 
einem L-Kontext isomorph ist". Diese Behauptung ist aber nicht richtig. Dazu 
zeigen wir ein Beispiel: Es seinen Ji , J2, J3 Kontexte, die auf Abb. a), b), c) 
dargestellt sind. 
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M: 

G: 

b) d) 

Der Verband L3l bzw. Lj2 bzw. L^3 ist zweielementig mit den Elementen 
O, 1. Dieser Verband enthält genau eine supremal dichte Teilmenge IX = {O, 1} 
und genau eine infimal dichte Teilmenge V = {0,1}. Der zugehörige L-Kontext 
ist dann 34 = (IX, V, <) und er ist auf Abb. d) dargestellt. Die Kontexte 3i, 
32, 33 sind bereinigt und sie sind nicht zu 34 isomorph, d.h. sie sind zu keinem 
F-Kontext isomorph. Nach Theorem 2 aber gilt 

X(h) ~ Ä(32) - Oi('h) ~ 3^(34) ~ 3i. 

Beze ichnungen Ist 3i = ( G i , M i , I i ) ein Teilkontext eines Kontextes 
3 = (G, M, I), dann setzen wir 

$i = {g"€L,\g€G1}, 

U\г 9І>u{o}, 

M31 = {m1 G L 3 | m G M i } , 

V?, =.M?.U {1}, 

wo 0,1 bedeutsame Elemente von Lj sind. 

Definition 10 Ein Teilkontext 3i von 3 heißt in 3 zulässig, wenn die Mengen 
IX31, V3i dicht in L3 sind. Ein Kontext 32 ist in 3 zulässig eingebettet, wenn es 
einen zulässigen Teilkontext 3i von 3 gibt, der zu 32 isomorph ist. 

Satz 4 Fs sei 3] = {G\, Mi, Ii) ein Teilkontext eines Kontextes 3 = (G, M, I). 
Dann sind die folgenden Behauptungen äquivalent: 

1. Es gibt einen Isomorphismus -

<p : L0l\-> Lj mit <pQ3l = S31, <pM3l = M^i. 

2. Der Teilkontext 3i «s/ in 3 zulässig. 

Beweis 1 => 2. Nach Satz 2 sind IX^, V3l in L3l dicht. Da y? ein Isomorphis
mus ist, sind auch 

<pUh = <p(9,t u {o}) = <p9% u {0 l} = 3^. u {0 l} = U;J., 

V?V3l = v ( M 3 | U{l}) = ¥ )M3,U{l i} = M ^ U { l 1 } = M 3
3 . 
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in Lj dicht und 3i ist in 3 zulässig. 

2 => 1. Ist 3i in 3 zulassig, dann sind die Mengen U ^ , Vji in Lj dicht. 
Betrachten wir die Abbildungen a : g »-+ g" Vg G Gi, ß : m i—> m! Vm G Mi, 
so gilt aGi U {o} = lt!Ji, /?Mi U {1} = Vji. Wegen 

<7 Ii m <-> # I m <-> </' C m' <=> ag < ßm 

für flf G Gi , m G Mi gibt es dann nach Satz 3 einen Isomorphismus <p : Ljx i—> Li t 

mit ^ 9 ^ = Sj i ,^M 3 l = M j i . 

Bemerkung 11 Ist y? der im Satz 4 beschriebene Isomorphismus, dann gilt 
nach Satz 3 

<p"g = g" V ^ G G I , <p'm = m' V m G M i . 

Satz 5 Jeder zulässige Teilkontext eines bereinigten Kontextes ist bereinigt. 

Beweis Es sei 3i = ( G i , M i , I i ) ein zulässiger Teilkontext eines bereinigten 
Kontextes 3. Sind gy h G Gi mit "g = "h gegeben, dann gilt nach Satz 4 g" = h" 
und daraus folgt g = h. Ganz ähnlich 'm = 'n, m, n G Mi impliziert m = n. 

Bemerkung 12 Es seien 3 ein Kontext und 3, 3£(3), T(3) Kontexte, die zu 
3 nach Konstruktionen 1,2,3 bestimmt sind. Der Kontext 3 ist in 3 zulässig 
eingebettet. Ist 3 nicht trivial bzw. nicht .P-trivial, dann ist 3£(3) bzw. 9(3) in 3 
zulässig eingebettet und in 3 zulässig. 

Es sei 3i = (Gi, Mi, Ii) ein Teilkontext eines Kontextes 3 = (G, M, I). 
Nach Konstruktion 1 bestimmen wir den bereinigten Kontext 3 = (G, M, I) und 
zugleich bezeichnen wir 

Gi = {g\g G Gi} , Mi = {m|m G M i } , h = I f t ( Ö i x Mi) . 

Dann ist 3* = ( G i , M i , I i ) ein Teilkontext von 3. Ferner betrachten wir den 
bereinigten Kontext 3i = (Gi, Mi, Ii), der zu 3i nach Konstruktion 1 bestimmt 
ist. 

Satz 6 Ist 'JL der zu J\ gehörige bereinigte Kontext, dann tJ1 ~ 3i . 

Beweis Betrachten wir die Abbildung a : Gi •—• L5 mit g H-> "g Vp G Gi , 
dann aGi = 9^ und aGi U {0} = Sj U {0} = U5 , was nach Satz 2 eine 
supremal dichte Menge in Lj ist. Ahnlicherweise definieren wir ß : M\ •—• Lj 
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mit ra i—• 'ra Vra G M\. Dann ist ßM\ U {1} = V^ eine infimal dichte Menge 
in Lj. Zugleich gilt 

g Ii rix <=> g I ra <£> g I\ ra <£> "g C 'ra 

für g G Gi, ra G Mi und nach Satz 3 folgt daraus (Ln*, 9 r , JVCg*) 2_. (L^ , 9^ , M5 ) 
Nach Theorem 1 erhält man Ji ~ Jx. 

Satz 7 Isl Ji ein Teilkontexi eines Kontextes J ; dann ist J* m J zulässig genau 
dann, wenn 'J\ in J zulässig ist. Ist 'J\ in J zulässig, dann J* ~ Ji und J\ ist in 
J zulässig eingebettet. 

Beweis Es gibt einen Isomorphismus <p : L<j H—> L^ mit <pg" = (/" V̂ r G Gi, 
^ m ' = m' Vra G Mi, wo Ji = ( G i , M i , I i ) . Dabei gilt yU\i = <p({g"\g G 
G Gi} U {O}) = {<pg"\g G Gi} U {O} = {g"\g G Gx} U {O} = U§I. Ganz ähnlich 
ergibt sich <pV3i = V-p. In 9? stellt sich jede dichte Menge wieder auf eine dichte 
Menge dar und deshalb ist Ji in J zulässig genau dann, wenn J* in J zulässig ist. 

Es sei Ji in J zulässig. Dann ist J* in J zulässig und nach Satz 5 ist J* berei
nigt, d.h. J* = Jx Nach Satz 6 gilt J* ~ Ji und Ji ist in J zulässig eingebettet. 

T h e o r e m 4 Es seien J = (G, M, I), Ji = (Gi, Mi, Ii) Kontexte und J, 3\, die 
zu ihnen gehörigen bereinigten Kontexte. Folgende Behauptungen sind äquiva
lent: 

1. Es gibt einen Isomorphismus 

<p : Lj1 1—> Li mit <p$3l C 9?, <pMjx C Mi. 

#. Der Kontext J\ ist in J zulässig eingebettet. 

Beweis 1 => 2. Wir setzen 

G 2 = {heG\3geG\, p"g = h"}, 

M2 = {n G M\ 3m G Mi, <p 'm = m'}. 

(Die Abbildung ' bezeichnen wir in Ji bzw. in J links bzw. rechts.) Setzen wir 
weiter 

/2 = / n ( G 2 x M 2 ) und J 2 = ( G 2 , M 2 , I 2 ) , 

dann ist J 2 ein Teilkontext von J und es gilt <p(5z1 = 9^2, ^ M ^ = M32. Nach Satz 
2 sind U/jj = 9:h U {Oi}, V9. = .M^ U {li} in Lg1 dicht. Da <y? ein Isomorphismus 
ist, sind 1Lj2 = 9a2 U {O} = v?9a U {<£>Oi} = ^ U j 1 und V32 in Du dicht und es gilt 

(2.jł,S-1,Mj1)=г(L,,9я,ЗVlзa) 
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Der Teilkontext U2 ist in J zulässig und aus Satz 4 folgt 

(Lj,g3-,3vc3-)~(L-a>s-a,M,a)1 

w o h e r ( L 3 l ( g 3 l ) M 3 l ) ~ ( i 3 3 ) g 3 3 , M 3 a ) . 

Nach Theorem 1 ergibt sich daraus J\ ~ 5^ - Nach Vorangehendem betrachten 
wir einen Teilkontext J*2 von J. Da J2 in U zulässig ist, ist nach Satz 7 der 
Kontext J*2 in .5 zulässig und J2 — J\. Daraus folgt J\ ~ J*2 und J\ ist in J 
zulässig eingebettet. 

2 => 1. Nach der Voraussetzung gibt es einen Teilkontext J* von !J, der in J 
zulässig und zu J\ isomorph ist. Dabei ist J* bereinigt. Nach Theorem 1 gibt es 
einen Isomorphismus 

(pi : Li. H* L5 mit v^Si. = S5 j , piMj, = M~h. 

Wegen J\ ~ J* gibt es einen Isomorphismus 

<p2 : Ljl h-> L r mit p2S5, = S r , ^2-Mj. = Mj«. 

Da 3* in LI zulässig ist, gibt es nach Satz 4 einen Isomorphismus 

<p3 : Lr *-* L5 mit <p3$r = S5 , <pzMr = 3Vtj| , 

wobei S5 G Sä, M5 C Mj. Nach Theorem 1 gibt es endlich einen Isomorphis
mus 

<p4 : L5 t-+ La mit y?4Si = Sa, ^ 4 ^ = M3. 

Setzen wir <p = <p\<p?>(p2<P\, dann ty? : Ljl 1—> Li ist ein Isomorphismus mit 

vSih = ^4^3^285, = <P4<P3Sv = ^485 C <p4Sj = Sa-

Ganz ähnlich erhält man <pMj} C Mi. 

Theorem 5 Fs seien üi = ( G i , M i , I i ) , J2 = (G2,M2,I2) Kontexte. Folgende 
Behauptungen sind äquivalent: 

1. Die Verbände Lq,, Lj2 sind isomorph. 
2. Es gibt einen solchen Kontext J, daß J\, Ü2 m i zulässig eingebettet sind. 

Beweis 1 => 2. Es gibt einen Isomorphismus <p : Li, i—• Li2. Betrachten 
wir einen Kontext J — (L i 2 ,L i 2 ,< ) , dann gilt Li ~ Lg2 und es gibt einen 
Isomorphismus 

<p} : Li H-» Li2 mit v?iSi = Li2 = ^ M ^ . 

Die Abbildung <p^1 <p ist ein Isomorphismus von Li, , Li. Wegen </?Si, ^ Li2 

und <Pi Lj2 ~ Si gilt V^rVSi, C Si inid ähnlicherweise auch ^ r V̂ -Wi, C .Mi. 
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Nach Theorem 4 ist Ji in J zulässig eingebettet. Zugleich aber gilt <px
 1$j2 C 93, 

<Pi1Mj2 C Mg und auch J2 ist in J zulässig eingebettet. 

2 => 1. Es sei J = (G,M,I) ein Kontext derart, daß J i , J2 in J zulässig 
eingebettet sind. Nach Theorem 4 gibt es Isomorphismen 

<pi : Lg. 1—> Li, y?2 : La2 1—> Lg. 

Dann ist <P21(Pi ein Isomorphismus der Verbände L^ , Lg2. 
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