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ACTA UNIVERSITATIS PALACKIANAE OLOMUCENSIS FACULTAS RERUM NATURALIUM

1993 Mathematica XXXII Vol. 110

ISOMORPHISMEN VON KONTEXTEN UND
KONZEPTUALVERBANDEN

FRANTISEK MACHALA

(Vorgelegt am 20. Juli 1992)

Abstract
The paper is devoded to some questions concerning isomorphisms

of context and corresponding concept lattices. For example contexts
with isomorphic concept lattices are characterised.
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Definition 1 Ein Kontezt ist ein Tripel (G, M, I), wo G, M nichtleere Mengen
sindund ] C G x M. Essei ACG.Ist A# 0, dann

Al={meM|gIm Vge A}
Fiir A= 0 gilt A'= M. Essei BC M.Ist B#0, dann
B'={9geGlgIm Vme B}

Fir B = 0 gilt B’ = G. Ferner setzen wir A” = (A’)', B” = (B')’ fiir
ACG, BCMundg ={g}, m :={m} firgeG, meM.

‘Satz 1 Setzen wir Q@ = {A C G|A = A"}, dann die teilgeordnete Menge (Q,C)
stellt einen vollstandigen Verband dar mit

/\Ai:ﬂA,- und \/Ai:<ﬂA§> fir A;€Q Viel.

iel i€l el i€l
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Bemerkung 1 Es sei J = (G, M, I) ein Kontext. Der zu J gehorige Verband
(Q,V, \) heiBt konzeptual, und wird mit Ljs bezeichnet. Es gilt G € Q und
G ist ein Einheitselement von Lj. Zugleich ist M’ ein Nullelement von Ly und
g', meLyfirallegeG, me M.

Definition 2 Es sei L ein vollstandiger Verband. Eine Teilmenge U bzv.V von
L heiit supremal bzw. infimal dicht in L, wenn sich jedes Element z € L in der

Formz = \/ N bzw. z= A P ausdriicken laft.
NCU PCYV

Bemerkung 2 Ist o bzw. 1 ein Null- bzw. Einheitselement von L und sind U,V
aus Definition 2, dann o €U, 1 €V.

Bezeichnungen Es sei J = (G, M, I) ein Kontext. Wir setzen
S9={¢"lge€G}, My={m'|me M},
Us=GsU{o}, Vi=MsU{l}, U;=UsU{1}, Vj="VsU{o},

wo o, 1 die bedeutsamen Elemente von Lg sind.

Satz 2 Es sei J\z (G, M, I) ein Kontext. Die Menge Uy bzw. Vg ist supremal
bzw. infimal dicht in Lg und es gilt

gIm<=g¢"Cm'

Beweis Essei A € Ly. Ist A # 0, dann A = \/{g"|g € A}. Ist A = 0, dann
A'=Mund A=A"=M" =0, woo=\{o}, o€ Us.

Gilt A’ #0 dann A= A{m' |Ime€ A'}. Ist A’ =0,dann A= A" =G =1.
Offensichtlich gilt ¢ I m & ¢ C m'.

Bemerkung 3 Im Hauptsatz der Theorie von Konzeptualverbanden (R.Wille
[2]) wird gesagt, daB G35,M3 dicht im Verband Lj sind. Diese Behauptung ist
aber nicht ganz punktlich. Gilt m’ # G Vm € M, dann G = 1 ¢ Mj und
die Menge My ist in Lg nicht infimal dicht. Gilt ahnlicherweise M’ = (), dann
0=0, o &Gy und Gy ist nicht supremal dicht.

Satz 3 Es seienJ = (G, M, I) ein Kontezt und L ein vollstdndiger Verband. Es
seien a, 3 solche Abbildugen von G, M inL, daff U= aGU{o} bzw. V= FM U{1}
supremal bzw. infimal dicht in L sind und ¢ I m < ag < Bm gilt. Dann gibt
es einen Isomorphismus ¢ der Verbinde Lg, L, der eine bijektive Abbildung der
Mengen G, aG und My, BM mit " =ag Vg€ G undpm' =fm VmeM
induziert.
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Den Beweis deuten wir nur an.
a)Esgiltag=0osge M, pm=1med.

b) Esseiz € L, z # o, 1.

Nach unserer Voraussetzung ist x = \/ N = A P. Offensichtlich N # {o},
NCu PCY

P # {1} und es lafit sich N C aG, P C BM voraussetzen. Deshalb gibt es

Ny C G, L C M mit aN; = N, fP; = P und wir kénnen z = \/{ag|g €

€ N1} = A{Bm|m € P} schreiben.

¢) Es 1a8t sich z = A{fn|n € N{} = \/{ah|h € P|} beweisen.

d) Nach b), ¢) ergibt sich z = \/{ag|g € N1} = A{fm|m € N{) = \/{ah |k €
€ N{'}, wo N{' € L.

e) Fir z # 0,1 gibt es genau eine Menge A € Ly mit ¢ = \/{ag|g € A}.

f) Die Abbildung ¢ : A — \/{ag|g € A} fir A # M’ und M’ s o ist ein
Isomorphismus der Verbande L, L.

g) Es sei g” € G5. Nach f), b), ¢) gilt pg” = \/{ah|h € ¢"} = N{Bm|m € ¢'}.
Zugleich ist aber ag = \/{ag|g € {g}} = AN{Bm|m € ¢'}.
Daraus folgt ¢g"”’ = ag. Ganz ahnlich 1a88t sich pm’ = fm  Vm’ € My beweisen.

Bezeichnungen Es seien Jq, J, Kontexte. Ein Symbol

(Ljugf]l:Mﬂ]) =~ (Lﬂzygﬂzxmﬂz)
bzw.

(ij’u:h!val) x~ (Lj2,UJ2,V32)
bzw.

(Lg,, Us,,V5) =~ (L3,,Uj,, Vs,)

bedeutet, daf ein Isomorphismus der Verbande Lj,, Ly, existiert, der bijektive
Abbildungen der Mengen Gs,, G5, und My, , My, bzw. Us,, Uy, und V5., V5, bzw.
ugl,ugz und V5, V5 induziert.

Bemerkung 4 Es gilt (Ly,,99,,Ms,) ~ (Lg,,599,,Mg,) = (Lg,,Us,,Vg,) =~
= (Lg,, Usy, V3,) = (Lg,, Us,, V5, ) =~ (Lg,, Us,, V5, ). Die umgekehrten Implika-
tionen gelten im Allgemeinen nicht.

Definition 3 Es seien J; = (Gy, My, 1), J2 = (G2, M2, I,) Kontexte. Eine
Abbildung p : G; U M; — G2 U M3 heiit Homomorphismus von J; in J3, wenn
pG1 € G2 pM; C My und g I} m = pg I pm gilt. Ein Homomorfismus
p :J1 — Jo ist ein Isomorphismus, wenn p bijektive Abbildungen der Mengen
(GG1,G2 und M, M, induziert mit pg I, prm = g I; m. Sind die Kontexte Ji, Jo
isomorph, so schreibt man J; ~ J,.
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Definition 4 Ein Kontext J; = (G1, My, I) ist Teilkontezt von J= (G, M, I),
wenn

GlgG, MIQM und 11=Iﬂ(G1x Ml)

Ein Kontext J ist in J eingebettet, wenn es einen Teilkontext von J gibt, der zu
J, isomorph ist.

Definition 5 Ein Kontext J = (G, M, I) ist bereinigt, wenn

g'=h" = g=h fir g,h €G,
m'=n" = m=n fir m,neM.

Konstruktion 1 Es sei J = (G, M, I) ein Kontext. Auf G definieren wir eine
Aquivalenzrelation ¢ ~ h < ¢” = h”. Die Klassen von ~ bezeichnen wir mit
G, h, ... und die Klassenmenge mit G. Ahnlicherweise definieren wir m ~ n <
& m' = n' fir m,n € M und bezeichnen m,#,... € M.

Sind g,h € G, m,n € M mit § = h, " = 7 gegeben, dann

gIm<=g'Cm < h' Cn < hin.

Damit kénnen wir eine Relation I C G x M durch die Vorschrift g Im &
<> g I m definieren und folglich einen Kontext J = (G, M, I) erklaren.

Bemerkung 5 Der Kontext J ist ein maximaler bereinigter Kontext, der in J
eingebettet ist. Es gilt J = J.

Theorem 1 Sind J;, Jo Kontexte, dann gilt
Jy 7y <> (L3,,95,, Ms,) = (L3,, G35, M3,).

Beweis 1. a) Es seien J = (G, M, I) ein Kontext und J der zu J nach Kon-
struktion 1 bestimmte bereinigte Kontext. Nach Satz 2 sind die Mengen U5 =
=G5U {0}, V5 = M5U {1} in L; dicht. Definieren wir Abbildungen
a:G—L; mit a:g—g’" VgeQG,
B:M—Lj mit :m—m VYmeM,
dann oG =G5, BM =Mj und U5 = aGU {6}, V5 = M U {1}. Offensichtlich gilt
g I m < ag < fm und nach Satz 3 erhalten wir (L3, G5, M3) =~ (L3, G5, M3).

b) Es seinen J1, J, Kontexte mit J; ~ J,.
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Dann gilt (L3, , 95,,M3,) =~ (L3,, G3,, M3,).
Nach a) ist (Lg,, Gs,,My,) =~ (L3,,93,,M5,), (L3;, G9,, Ms,) = (L3,, 93,, M3, )
und folglich (Ls,, Ss,, Ms,) =~ (Ls,, G, Ms, ).

2. Es sein J; = (Gi, My, ), % = (Gi, M;, I;) fiir i € {1,2}. Die Abbildung ’
werden wir in J; rechts und in J; links zeichnen. Nehmen wir (Lg,, G5,, My, ) ~
~ (Lg,,G9,, My,) an. In diesem Falle gibt es einen Isomorphismus ¢ : Ly, — Lg,,
der bijektive Abblldungen a: Gy, — Gy, B : My +— My, induziert. Dann
sind p: g g” Vg€ Gy, 0:"hh V"h€ Gy, bijektive Abbildungen der
Mengen G1,92 und Gg,, G2 und € = o pist eine bijektive Abbildung von G, Gs.
Ahnlicherweise 148t sich eine bijektive Abbildung 7 von M, My bestimmen.
Dabei gilt

ghmeghmeg' Cm o ag’ CAm' &
@I/hgl'n@hlzn@iligflﬁfg IQ nm.

Das Paar (£,7) bestimmt einen Isomorphismus der Kontexte 31, Js.

Definition 6 Ein Kontext J = (G, M, I) heifit trivial, wenn der zugehorige
bereinigte Kontext J = (G, M, I) durch G = {g}, M = {/m} und g I m definiert

ist.

Bemerkung 6 Ein Kontext J = (G, M, ) ist trivial genau dann, wenn der
Verband Lj einelementig ist.

Definition 7 Ein bereinigter Kontext J = (G, M, I) heifit geiffnet, wenn
g#M VYgeGundm' #G Vme M gilt.

Konstruktion 2 Es sei J = (G, M,I) ein text der nichttrivial ist. Wir
bestimmen einen bereinigten Kontext J = ( 1) nach Konstruktion 1. Dann
gibt es in J hochstens ein Element h € G zw. i € M mit B’ = M bzw.

= G. Da J nichttrivial ist, gilt G — {h} # 0, M — {a} # 0. Wir betrachten
einen Kontext R(J) = (G', M , 1Y) mit G = G bzw. M' = M, wenn kein
Element h € G bzw. 72 € M m1t den beschriebenen Elgenschaften existiert
und G' = G — {h} bzw. M! = M — {n} im umgekehrten Fall. Dabei gilt
I'=IN(G'x M%)
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Bemerkung 7 Der Kontext R(J) aus Konstruktion 2 ist ein maximaler geoffne-
ter Kontext, der in J eingebettet ist. Es gilt

R(I) =RI) und R(R(I)) = R().

Theorem 2 Sind J;, Jo nichtiriviale Kontexte, dann
R(Jy) ~ R(J2) <= (L3, ,Us,,Vy,) ~ (Lg,, Us,, V3,).

Beweis 1. Es seien J = (G, M, ) ein bereinigter nichttrivialer Kontext und
R(J) = (G, M1, I') der zu J gehorige geoffnete Kontext. Die Null- und Ein-
heitselemente der Verbande Lj, Lx(s) bezeichnen wir mit o;,1; und o0z,1,. Es
gilt 02 & Gr(s), 12 € Mg(g). Im Kontext J bzw. R(J) bezeichnen wir wieder die
Abbildung ’ rechts bzw. links.

a) Wir nehmen an, daf8 es Elemente h € G, n € M mit A’ = M und n' = G
gibt. Dann gilt A" = 0y, n' = 1; und Uy = Gy, V5 = My. Wir betrachten die
Abbildungen

a:Gw Lgg mit a:g—"g Yg €G!, h— o,

B: M Ly mit f:me—'m VYme M!, ni 1,.

Es gilt aG*= Ggr(sy U {02} = Uge, BM = Mgy U {1,} = Vr(7)-
Fir g € G!, me M! ist

gIm &gl'm &"¢gC'me ag < pBm.

Ferner ist h I m VYm € M und zugleich ah =0y <z Vz € Ly(y), also

ah < fm VYm € M. GleichermafilengiltgIn Vg€ Gundag<fn Vg€ G.
Nach Satz 3 gibt es einen Isomorphismus ¢ : Ly +— Lx(yy, der bijektive Abbil-
dungen der Mengen Gj, G und My, M induziert Wegen G5 = Uy, My = Vy
und oG = Ug(y), BM = Vx(s) induziert ¢ auch bijektive Abbildungen der Men-
gen Uy, Ugr(sy und Vg, V(g).

b) Wir nehmen an, daf es ein Element h € G mit i’ = M gibt und zugleich
m' £ G VYm € M gilt. Dann ergibt sich M! = M und A" = 0; € G, 11 &€ My,
also U = Gy und V5 = M3 U {1;}. Wir betrachten Abbildungen

a:g—"g YgEG', hr—oy und B:m—'m Yme M.

Es gilt oG = Gr(sy U {02} = Ugr(gy und M = Mgy(yy, also Vx5 = BM U {12}.
Wieder gibt es einen Isomorphismus ¢ : L(gy +— L=x(s), der bijektive Abbildungen
der Mengen G3,aG und My, BM induziert. Wegen Us = G5 und oG = Ug(y)
induziert ¢ auch eine bijektive Abbildung der Mengen Us, Ux(s).

Wegen ¢l; = 15 und 1; & My, 12 ¢ Mgy induziert ¢ eine bijektive Abbildung
der Mengen V5 = My U {11}, Vggy = M U {12}.
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c) Gibt es n € M mit'n’ = G und zugleich ¢/ ¢ M Vg € G, dann verfahren
wir analog zu b).

d) Esseig # M Vge€ Gund m' # G VYm € M, also J = R(J). Dann
Uy = Ug(gy, V3 = V(9.

2. Es sei J ein nichttrivialer Kontext. Nach Theorem 1 gilt (L3, G5, Mg) =~
~ (L3, G5, M5) und nach Bemerkung 4 folgt daraus (Lj, Uy, V5) ~ (L3, U3, V3).
Nach 1ist (L3, Us, V5) = (Lg(3), Uy, Vaa) = (Lrey, Ur), Vre))-

3. Es seien J;, Jo nichttriviale Kontexte mit R(J;) ~ R(Jz). Offensichtlich ist
(L_'R(gl),u:)z(gl),’\?gz(gl)) ~ (ng(gg),Uy(jz),Vy(yQ)). Nach 2 gilt
(L3,,Us,, V3,) =~ (Lrea,y, Ur(ay), VR())s (L3y, sy, Va,) 2 (Lr(s,), Unea)s VR(32))s
also (Ls,,Us,, Vs,) = L3,, Us,, V3,)-

4. Es seien J, = (G1, M1, 1), J2 = (G2, M3, I3) nichttriviale Kontexte und
nehmen wir an, da (Ls,,Us,, Vs,) =~ (L3,,Us,,Vs,) gilt. Dann gibt es einen
Isomorphismus ¢ : Lg, — Lj,, der bijektive Abbildungen o : Uy, — Us,,

B : V3, + V3, induziert. Dabei gilt @o; = o0z, 17 = 1,. Die Abbildungen «, 8
induzieren weiter bijektive Abbildungen &, 3 der Mengen Us, , U3, und V3 , V3,
durch die Vorschrifte ag” = ag” Vg € G, mit &(6;) = 62 im Falle 6; ¢ G5,
und Bm’ = Bm/ V¥m € M; mit B(1;) = 15 im Falle 1, ¢ M5, .

~ In den Kontexten :R(:Jl),j{(jz) gilt 07 ¢ 95{(51), il ¢ M:R(jl), 0y & 9_';1(92),
1y & Mg(s,). Wegen Us, = Use,), Us, = Uxe,), V3, = V) Vi, = V),
induzieren &, 8 bijektive Abbildungen der Mengen Ggr(s,), Sx(s,) und Mxz(s,),
Mz(3,)- Ahnlich wie im Teil 2 des Beweises von Theorem 1 beweisen wir R(J;) ~

>~ :R(:)z)

Definition 8 Ein Kontext J ist R-trivial, wenn fir R(J) = (G', M', 1) gilt
G! = {g}, M! = {m}, I' = 0. Ein Kontext J ist P-trivial, wenn er entweder
trivial oder R-trivial ist.

Bemerkung 8 Ein Kontext J ist R-trivial genau dann, wenn der Verband Lg
zweielementig ist. Ein Kontext J ist nicht P-trivial genau dann, wenn Ly min-
destens drei Elemente enthalt.

Definition 9 Ein gedffneter Kontext J = (G, M, I) ist perfekt, wenn gilt

1.3heG, =0 = ImeM, m'=G - {h},
2.3neM, m'=0 = 3Jgeaq, ¢ =M-{n}.
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Konstruktion 3 EsseiJ = (G, M, I) ein geoffneter Kontext, der nicht R-trivial
ist. Da J bereinigt ist, gibt es hochstens ein Element h € G bzw. n € M mit
h' =0 bzw. n' = 0. Gibt es ein solches Element, dann setzen wir

G*=G-{h} und M?=M - {n}.
Wir betrachten folgende Moglichkeiten:
(1) Es gibt h € G, k' = 0 und zugleich gibt es m € M, m’' = G2
(2) Es gibt h € G, h' =0 und es gilt m' £ G* Vme M.
(3) Es gibt n € M, n’ =0 und zugleich gibt es g € G, g’ = M2.
(4) Es gibt n € M, n’ =0 und es gilt ¢’ # M? Vg €G.
(5) ¢ #0 VgeQq.
(6) M #£#0 Vme M.
Wir definieren einen Kontext P(J) folgenderweise:
a) Gilt (1), (3) bzw. (1), (6) bzw. (3), (5) bzw (5), (6), dann P(J) = J.
b) Gilt (2),43) bzw. (2), (6), dann P(J) = (G, M, I?).
¢) Gilt (1), (4) baw. (4), (5), dann P(J) = (G, M?, I?).
d) Gilt (2), (4), dann P(J) = (G%, M2, I?).

Die Relation I? ist stets durch I induziert.

Bemerkung 9 Es sei J = (G, M, I) ein Kontext, der nicht P-trivial ist. Zu J
ordnen wir nach Konstruktionen 1-3 die Kontexte J, R(J), P(R(J)) und set-
zen P(J)=P(R(J)). Dann ist P(J) ein maximaler perfekter Kontext, der in J
eingebettet ist. Dabei gilt P(J) = P(J) und P(P()) = P(J).

Theorem 3 Sind J;, Jo Kontexte, die nicht P-trivial sind, dann
P(J1) = P(I2) <= (L, Us,, Vy,) = (L3, Us,, V3,).

Beweis 1. Es sei J = (G, M, I) ein geoffneter Kontext und Lj der zugehdrige
Verband mit den bedeutsamen Elementen o, 1. Dann ist o € G5, 1 ¢ M. Zuerst
wollen wir (Lg,Us, V) ~ (Lgy(g),u&(g),\?gp(j)) beweisen. Die Abbildung * unter-
scheiden wir in verschiedenen Kontexten damit, dal wir sie wie rechts sowie
links zeichnen.
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a) Wir nehmen an, da8 J die Forderung (2) aber nicht (4) erfiillt. Dann gilt in
J entweder (3) oder (6) und folglich P(J) = (G, M, I?). Gilt (3),dannn’ = = o
und o € My. Im Falle (6) ist o ¢ My. Daher erhalten wir U; = Gy U {0} = Uy
und V5 = My U {1}. Gilt (3) bzw. (6), so V§ = V3 baw. V; = V5 U {o}.

Im Kontext P(J) gilt offensichtlich os ¢ Gp(gy, 12 € Map(s). Aus (2) folgt
dabei 15 ¢ 93)(3). Wir erhalten u?(j) = 93)(7) U {02} und u'?(,) = Uy(g) U {12}.
Analog zu J gilt V) = Myp(g) U {12} und fiir (3) bzw. (6) dann Vi 5y = V(g
bzw. Vg,w) = Vpzy U {02}. Erkliren wir eine Abbildung o : G + Lgp) mit
a:gw— "g Vg € G?% h— 1y, dann ist ¢ = = Gy U {12} = u?(g) Fir
B:m— 'm VYme M ist BM = Mgy und Vpgy = AM U {12}. Die Mengen
aG U {0z}, BM U {1,} sind in Lgp(g) dicht.

Sind g € G?, m € M, dann

gIm &gIPme "gC 'meag < pm.

Es gilt h £ m Vm € M. Nehmen wir dabei oh < fm an, dann 15 < fm,
also fm = 1, was ein Widerspruch zu 1, ¢ Map(gy ist. Nach Satz 3 gibt es also
einen Isomorphismus ¢ : Ly +— L) mit ¢G5 = oG, ¢M5 = M, woher folgt

Uy = pUs = p(G3 U {0}) = 9G53 U {02} = aG U {02} = Uspy.
(Die Gleichheit pUj = Ugp(yy ist aber nicht erfillt, weil 1 € Uy und ¢1 = 15 ¢
¢ Usp(yy gilt.) Zugleich ist
Vi =p(MsU{1}) = BM U {13} = Mpgy U {12} = V(s
im Falle (3) und
@V = (M3 U {1} U {0}) = Map() U {12} U {02}) = Vip(yy
im Falle (6). Damit erhalten wir (Lg, Uy, V4) ~ (L?(J),u’g,(j),v’?(,)).

b) Gilt in J die Forderung (4), aber nicht (2), dann ist P(J) = (G, M?, I?)
und es lat sich mit Benutzung von «, 8 dhnlicherweise wie in a) verfahren.

¢) In J gilt (2), (4), also P(J) = (G?, M?, I?).
Durch die Abbildung « bzw. 3, die nach a) bzw. b) definiert ist, bestimmen wir
einen Isomorphismus ¢ : Ly + Lg(y), der die verlangten Eigenschaften hat.

2. Es sei J ein Kontext, der nicht P-trivial ist.
Dann gibt es Kontexte fR( ), P(J). Wegen R(J)=R(R(J)) gilt nach Theorem 2
(L3, Uy, Vg) =~ (Lo;g(g),u';\(g),\?'g(g)) Nach Bemerkung 4 ist dann (Lg,Us, V) ~
o~ (ng(g),uﬂ(g),vw(j)) Aus dem ersten Teil unseres Beweises ergibt s1ch

(L), Uneay, Virgsy) = (Lo, Uszay), Vame))-
Wegen P(R(J))=P(J) gilt dann (L3, Us, V) = (Lpeay, Uy, Va(s))-

131



Es seien J;, J; Kontexte, die nicht P-trivial sind mit P(J;) ~ P(J,).
Offensichtlich ist (Ly(gl),IU&(g,‘),V&(g,)) =~ (LT(le),u':p(gz),Vgp(gz)) und nach Vo-
rangehendem gilt (Ls,, Us,, Vp(s,)) = (Loe,), U, ), Va@,)), (sz’u’%’ 1) =
= (Lp(3,)Us(s,)» Vo(3,))- Daraus erhalt man endlich

(ij) '311 ljl) = LJZ) 32’V32)'

3) Es seien J; = (G1, My, 1), J2 = (G2, Ma, I) gedfinete Kontexte, die
nicht R-trivial sind und nehmen wir (Lal,ulgl,Vljl) ~ (LJ,,U'32,V',2) an. Sind
01,11 € Ly, und 0, 13 € Ly, bedeutsame Elemente von Ly,, Ls,, dann 0; ¢ Gy,,
11 € My, 02 & Gg,, 12 € My,. Dabei gilt

3hi€G, Mi=01:€8;,, 3ImeEM, ni=0s0 €My

und ahnlicherweise fiir J,. Wir bezeichnen G? = Gy bzw. G? = G, — {h; }, wenn
es kein Element bzw. genau ein Element h; € G mit A} = 0 gibt. Die Mengen
M?,G%, M? und Kontexte 32 = (G?, M2, 1}), 9% = (G%, M2, I2) definieren wir
in analoger Weise. Es gilt

G =Ujy, = {or, 1}, Gz =Uj, — {03, 15},

Mgz =Vy —{o1, 1}, Mgz =Vj, ~ {0z, 15}
Unserer Voraussetzung nach gibt es einen Isomorphismus ¢ : Lj, — Lj,, der
bijektive Abbildungen o : Uy, + Uj,, B : V5, — Vi induziert. Wegen
o1 = 032, pl; = 13 induziert ¢ auch bijektive Abbildungen der Mengen 933, 933
und My, Myz. Die Abbildung { : g — ¢" — ag” ="k —k Vge G? von G?
auf G2 ist bijektiv. Analog 138t sich die bijektive Abbildung 7 : m — m'
— Bm’ ='g + g von M? auf M3 definieren. Dabei gilt fiir ¢ € G7, m € M{:

gBmeghmed Cm &ag’ Cm &
"k Clqeok gk I g g I2 nm.

Bestimmen wir eine Abbildung v : G2U M — G2 U M# durch die Vorschriften
vg =& Vg € G?, ym = npm Vm € M}, dann ist v ein Isomorphismus von
92, 92, also 2 ~ 7.

a) Wir nehmen 1, € G5,,01 € My, 15 € Gg,,02 € My, an. Dann gibt es
Elemente h; € Gy, hy € Ga, ny € My, ny € My mit b} = 'hy = 0} ='ny = 0.
Der Isomorphismus 7 : Jf — ﬂ%, 1aBt sich in einen Isomorphismus von J;, J;
durch hy +— hg, n; — ny erweitern. Gilt daher in J; manche aus den Eigen-
schaften (1)—(4), dann gilt diese Eigenschaften auch in J,. Erfiillen J;, J; die
Eigenschaften (1), (3), dann

31 = :P(jl), 32 = T(:’z) und fp(jl) >~ fp(jg)
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Gelten in J;, Jo die Eigenschaften (2), (3), dann
PU1) = (GE M, IE),  P(J2) = (G35, My, I3).

Der Isomorphismus v 148t sich in einen Isomorphismus von P(J,), P(J2) durch
hy +— hy erweltern Andlog verfahren wir im Falle (1), (4). Gilt (2), (4), dann
P(J,) = 93, P(J2) = J2, und folglich P(J;) ~ P(Ja).

b) Nehmen wir 1y ¢ Gg,,01 € My,, 13 € Yg,,02 € My, an. Es gibt Elemente
hy € Ga, ny € My, ny € My mit 'hy = n} = 'ny = @ und J; erfillt (5). In
Jo gilt entweder (1) oder (2). Zuerst nechmen wir an, daf (1) gilt. Dann gibt es
m € M, mit ‘m = G2 Wegen m € M$ gibt es ¢ € M2 mit ¢ = G} = Gy,
weil J2, 93 isomorph sind. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, daB J; gedffnet
ist. In Jy gilt daher (2). Da J; die Eigenschaft (5) hat, konnen hier nur (3) oder
(4) gelten. Zuerst nehmen wir an, daff (3) gilt. Dann P(J;) = J; und es gibt
g€ G mitg = M2 Aus g € G? erhalten wir mittels des Isomorphismus 7,
dafl in G2 ein Element k£ mit 'k = M$ existiert. In J, gilt dann auch (3), woraus
P(J2) = (G2, My, I3) folgt. Der Isomorphismus v 1a8t sich durch n; + ny in
einen Isomorphismus von J;, P(Jy) erweitern, was P(J;) ~ P(J;) bedeutet.

Gilt in J; die Eigenschaft (4), dann gilt (4) auch in J; und daraus folgt

PO = (G, ME I3, P(0) = (G5, M3, I3).
Wegen P(J;) = 93, P(J2) = 95 erhalten wir P(J,) ~ P(Js).

Ahnlicherweise wie in a), b) priifen wir noch folgende Falle nach:
¢) 11€Y;,, 01 @My, 1,€5y,, o2 €My,
d) 11 €85y, 01 €My, 12¢Gs,, o2 €My,
e) LgGy, o1 €My, 12€Y),, o2€My,
f) 11¢9s,, o1 €My, 12€Gs,, o02¢My,
g) LigGs, o1 ¢My, 12€9s,, o2 €My,
h) 1, ¢G5, o1 €My, 12€Gs,, 02 &My,

4) Essei (L3, , Uy, V5 )~ Ly,, Uy , V5 ), wo Jy, Jp nicht P-triviale Kontexte
sind. Es laBt sich leicht (L;g(gl),ugz(jl),\?{rk(gl)) o~ (L;R(gz),u&(g?),v&(h)) zeiger?.
Nach Teil 3 erhalten wir dann P(R(J;)) ~ P(R(J2)) und P(J;) ~ P(J3). Damit
ist der Beweis des Theorems 3 beendet.

Es sei L ein vollstandiger Verband mit bedeutsamen Elementen o, 1. Ferner
sel U bzw. V eine supremal bzw. infimal dichte Teilmenge von L.

a) Wir betrachten einen Kontext J, = (U, "V, I), wo

gIm < g<m fur gelU meV.
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Zu J ordnen wir den Verband Lj, . Wir definieren die Einbettung o bzw. § der
Menge U bzw. V in L durch die Vorschrifte ag = g, fm = m. Nach Satz 3 gibt
es einen Isomorphismus

p:Ly,—L mit pg"=ag=g VgeU, em' =fm=m VmeV.

Dieser Isomorphismus induziert bijektive Abbildungen der Mengen Gs,, U =U
und My,, BV = V. Daraus folgt, dal J; ein bereinigter Kontext ist. Wegen
or € ggL, 1. € MJL gilt SJL = UjL und MJL = VjL.

b) Wir nehmen an, daf§ L mindestens zwei Elemente enthalt und betrachten
einen Kontext J; = (U — {o},V—{1},I'), wo I' die zugehdrige Restriktion von
I ist. Es gibt einen Isomorphismus ¢! : Lng +— L, der bijektive Abbildungen der
Mengen Gy, U — {0} und My, V- {1} induziert. Die Mengen Gy, My sind
in Ly nicht dicht.

¢) Wir definieren einen Kontext 3% = (W, V', I?), wo I? durch < erklart ist.
Auch in diesem Falle gibt es einen Isomorphismus 2 : L’i +— L, der bijektive

Abbildungen von Gz, U’ und Myz V' induziert.

Essei J = (G, M, I) ein Kontext. Nach Vorangehendem bestimmen wir einen
Kontext Jr, = (Us, V3, L3) und den Verband Ly, . Es gibt einen Isomorphismus
der Verbande Ly, , L3, der bijektive Abbildungen der Mengen Us, Us,, und Vs,
V3., induziert. Es gilt (Lg,Us, Vy) ~ (Lg,,,Us,,, Vs, ). Ist J nicht trivial, dann
gilt nach Theorem 2 R(J) ~ R(Jr,).

Prifen wir in dieser Weise auch die tubrigen Falle, erhalten wir folgende
Moglichkeiten: Es sei J ein Kontext.

1. Es sei I} = (G5, My, I'). Dann J ~ 52, wo I, 32 bereinigte Kontexte nach
Konstruktion 1 sind. Wegen 52 =7}, erhalten wir J ~J} .

2. Nehmen wir an, daf8 J nichttrivial ist. Gilt J, = (U, Vg, I), dann R(J) ~
=~ R(JL)

3. Nehmen wir an, daB J nicht P-trivial ist. Gilt 92 = (Uj, V4, I?), dann
P(I) ~ P(J%).

Bemerkung 10 In manchen Artikeln, die den Kontexten gewidmet sind, findet
man einige Ungenauigkeiten vor. Z. B. im Artikel: M. Erne: Distributive Laws
for Concept Lattices [1]:

1. Die Mengen J,, M, (S.4) sollen nicht dicht sein.

2. Auf der Seite 4 wird ein L-Kontext L = (J, M, <) definiert, wo J bzw. M
supremal bzw. infimal dichte Menge in vollstindigem :Verband L ist. Auf der
Seite 5 wird eine Behauptung eingefiihrt: “Ein Kontext ist bereinigt, wenn er zu
einem L-Kontext isomorph ist”. Diese Behauptung ist aber nicht richtig. Dazu
zeigen wir ein Beispiel: Es seinen J;, Jz, J3 Kontexte, die auf Abb. a), b), c)
dargestellt sind.
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:J] 32 :}3 54

M: ° o 1
G: ° °
0 1
a) b) c) d)

Der Verband Lj, bzw. Lj, bzw. L, ist zweielementig mit den Elementen
0,1. Dieser Verband enthalt genau eine supremal dichte Teilmenge U = {o, 1}
und genau eine infimal dichte Teilmenge V = {0, 1}. Der zugehorige L-Kontext
ist dann J4 = (U,V,<) und er ist auf Abb. d) dargestellt. Die Kontexte J;,
Ja, J3 sind bereinigt und sie sind nicht zu J4 isomorph, d.h. sie sind zu keinem
L-Kontext isomorph. Nach Theorem 2 aber gilt

R(y) =~ R(J2) ~ R(J3) ~ R(Js) = ;.

Bezeichnungen Ist J; = (G1, M1, ;) ein Teilkontext eines Kontextes
J = (G, M,]I), dann setzen wir

Sn={g"€LslgeCG}, My ={m'e Ly|me M},

'Ug: = 931 U {O}, Vgl = Mg: U {1},

wo 0, 1 bedeutsame Elemente von Lj sind.

Definition 10 Ein Teilkontext J; von J heifit in J zuldssig, wenn die Mengen
ugl, Vg, dicht in Ly sind. Ein Kontext J; ist in J zuldssig eingebettet, wenn es
einen zulassigen Teilkontext J; von J gibt, der zu J, isomorph ist.

Satz 4 Es sei Jy = (G1, M1, 1) ein Teilkontext eines Kontextes J = (G, M, I).
Dann sind die folgenden Behauptungen dquivalent:
1. Es gibt einen Isomorphismus -

@:Ly Ly mit 9SG, =G, ¢My =M.
2. Der Teilkontext Jy ist in J zulassig.

Beweis 1= 2. Nach Satz 2 sind Us,, Vs, in Ly, dicht. Da ¢ ein Isomorphis-
mus ist, sind auch

QUs, = ¢(Ss, U {0}) = ¢G5, U{o1} = G5 U{o1} = U3,

@V, = p(My, U{1}) = pMs, U{11} = M5 U {1} = M5
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in Ly dicht und J; ist in J zulassig.

2 = 1. Ist J;, in J zuldssig, dann sind die Mengen UJ:, V3 in Lg dicht.
Betrachten wir die Abbildungen a: g+— g¢” Vg€ G, : m—m' VYme M,,
so gilt aG1 U {o} = W, M, U {1} = V},. Wegen

gIhimegIimegd' Cm' ©ag<Pfm

firg e G;,m 6 M, gibtes dann nach Satz 3 einen Isomorphismus ¢ : Ly, — Lg,
mit ¢Gs, = G, My, = M3,

Bemerkung 11 Ist ¢ der im Satz 4 beschriebene Isomorphismus, dann gilt
nach Satz 3

p'"g=4g" VgeGiG, e'm=m' VYme M.

Satz 5 Jeder zuldssige Teilkontext eines bereinigten Konteztes ist bereinigt.

Beweis Es sei J; = (Gi, M1, ;) ein zulassiger Teilkontext eines bereinigten
Kontextes J. Sind g, h € G, mit g = "h gegeben, dann gilt nach Satz 4 ¢" = A"
und daraus folgt g = h. Ganz ahnlich ‘'m ='n, m,n € M, impliziert m = n.

Bemerkung 12 Es seien J ein Kontext und J, R(J), P(J) Kontexte, die zu
J nach Konstruktionen 1,2,3 bestimmt sind. Der Kontext J ist in J zuldssig
eingebettet. Ist J nicht trivial bzw. nicht P-trivial, dann ist R(J) bzw. P(J) in J
zulassig eingebettet und in J zuldssig.

Es sei J; = (G1, M1, 1) ein Teilkontext eines Kontextes J = (G, M, I).

Nach Konstruktion 1 bestimmen wir den bereinigten Kontext J = (G, M, I) und
zugleich bezeichnen wir

G1 = {glg € G1}, M1={7h|m€M1}, I1=ih(61 XMI).

Dann ist J] = (Gl,Ml,Il) ein Teilkontext von J. Ferner betrachten wir den
bereinigten Kontext J; = (G;, M, I,), der zu J; nach Konstruktion 1 bestimmt
ist.

Satz 6 Ist ﬁ: der 2u J] gehorige bereinigte Kontezt, dann Z_J; ~ 9.

Beweis Betrachten wir die Abbildung o : Gi1— L mit g — "§ Vg € G,
dann aG; = 95‘ und aG; U {6} = g3, U {0} = Uil, was nach Satz 2 eine
supremal dichte Menge in Lj ist. Ahnlicherweise definieren wir 8 : M, — L;
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mit m — ' Vi € My. Dann ist gM; U {1} = V3, eine infimal dichte Menge
in Lj. Zugleich gilt

ghmeoeglmeihme"jc'm

fiir g € Gy, 7 € M, und nach Satz 3 folgt daraus (Lss, Sjr,Mj;) ~ (L51 , 951,3\/[51).

Nach Theorem 1 erhilt man J; ~ J;.

Satz 7 IstJ; ein Teilkontext eines Konteztes J, dann ist J] in 3~ zuldssig genau
Elann, wenn Jy in J zuldssig ist. Ist J; in J zuldssig, dann J] ~ J; und J; ist in
J zulassig eingebetiet.

Beweis Es gibt einen Isomorphismus ¢ : Ly — L; mit pg" = g Vg € Gi,
em’ = m' VYm € M, wo J; = (G1, My, 1,). Dabei gilt <pu§1 = p({g"lg €
€ G} U{0}) = {pg"lg € G1} U {a} = {§"|g € G1} U {6} = UJ:. Ganz ahnlich
ergibt sich SO’V;! = V%l. In ¢ stellt sich jede dichte Menge wieder auf eine dichte
Menge dar und deshalb ist J; in J zulassig genau dann, wenn J7 in J zulassig ist.
Es sei J; in J zuldssig. Dann ist J] in J zuldssig und nach Satz 5 ist J] berei-
nigt, d.h. J} = J] Nach Satz 6 gilt J} ~ J; vnd J; ist in J zulissig eingebettet.

Theorem 4 Es scien J = (G, M,I), J; = (G1, My, 1,) Kontezte und J, Jy, die
zu thnen gehérigen bereinigten Kontexte. Folgende Behauplungen sind dquiva-
lent:

1. Es gibt einen Isomorphismus

w - Lf’l e LJ mit 80951 g 93> <PM31 g Mj~
2. Der Kontext J; ist in J zuldssig eingebettet.

Beweis 1 = 2. Wir setzen

G,
M,

{heG|3geGy, ¢ g="h"},
{ne M|3Ime M, o 'm=m'}.

(Die Abbildung ’ bezeichnen wir in J; bzw. in J links bzw. rechts.) Setzen wir
weiter

12 =1InN (Gz X Mz) und 'JQ = (Gz,MQ,Iz),

dann ist J; ein Teilkontext von J und es gilt ¢G5, = 93:, Mg, = Mg;. Nach Satz
2 sind Uy, = Gg, U{01}, V5, = My, U{11} in Ly, dicht. Da ¢ ein Isomorphismus
ist, sind UJs = 72 U {0} = ¢G5 U {01} = wlUs, und V: in Ly dicht und es gilt

(L3, , G9,, Ms,) = (L3, G52, M3:).
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Der Teilkontext J, ist in J zulassig und aus Satz 4 folgt
(LJ: 932 3 Mg2) ~ (sz) 972 ) MJ2)J

woher (L3, S9,, Ms,) = (L3, Ss,, M3,).

Nach Theorem 1 ergibt sich daraus J, ~ J,. Nach Vorangehendem betrachten
wir einen Teilkontext J3 von J. Da J5 in J zulissig ist, ist nach Satz 7 der
Kontext J3 in J zuldssig und J ~ J3. Daraus folgt J; ~ J; und J, ist in J
zulassig eingebettet.

2 = 1. Nach der Voraussetzung gibt es einen Teilkontext J* von J, der in J
zulassig und zu J; isomorph ist. Dabei ist J* bereinigt. Nach Theorem 1 gibt es
einen [somorphismus

w1 : Ly, — Lj mit ¢G5, =G5, 1My, = Mj,.
Wegen J; ~ J* gibt es einen Isomorphismus

®3: Lj, +— Lge mit G5, = Gg+, p2M5, = My
Da J* in J zulissig ist, gibt es nach Satz 4 einen Isomorphismus

. " ,7° 3
w3 : Ly — Ly mit 3G = G3, @aMge =Mj ,

wobei 9%. C 93, Mg. C Mj. Nach Theorem 1 gibt es endlich einen Isomorphis-
mus
w4 Lj— Ly mit 1G5 =9y, ©aM5=Ms.

Setzen wir ¢ = @ap3pap1, dann ¢ : Ly, — Lj ist ein Isomorphismus mit
093, = pap3p2G3, = Pap3fse = ©4$) C Gy = Gs-
Ganz dhnlich erhalt man My, C Mj.

Theorem 5 Es seien J) = (G, My, 1), J2 = (G2, M2, Iy) Kontexte. Folgende
Behauptungen sind daquivalent:

1. Die Verbinde Lj,, Lg, sind isomorph.

2. Es gibt einen solchen Kontext J, daf Ji, Jo in J zuldssig eingebellet sind.

Beweis 1 = 2. Es gibt cinen Isomorphismus ¢ : Lg, +— Lj,. Betrachten
wir einen Kontext J = (Lg,, L3,, <), dann gilt Ly ~ Lj, und es gibt einen
Isomorphismus

o1 : Ly Ly, mit 1G5 = Ly, = o1 M.
Die Abbildung n,ol—lgo ist cin Isomorphismus von Lg,, L3. Wegen ¢Sy, C Lq,

und <,o,_11,g2 = Gy gilt wrlgogg, C Gq und ahnlicherweise auch gol_lsoMn, C M.
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Nach Theorem 4 ist J; inj zulassig eingebettet. Zugleich aber gilt ©7Gs, C Gy,
©7 "M, € My und auch J, ist in J zulissig eingebettet.

2 = 1. Es sei J = (G, M, ) ein Kontext derart, da J;, Jo in J zulassig
eingebettet sind. Nach Theorem 4 gibt es Isomorphismen

w1 : Ly, — Ly, @2 Ly, — Lg.

Dann ist <p;1g01 ein Isomorphismus der Verbande Lj,, Lg,.
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